
1. Bevezetés

Napjainkban ugrásszerûen megnôtt a szélessávú, ve-
zetéknélküli mobil digitális adatátvitel iránti igény. Mivel
a rendelkezésre álló fizikai sávszélesség véges (és rend-
kívül drága), ezért a rendszerek spektrális kihasználtsá-
gának a növelése a cél, azaz az 1 Hz nominális sávszé-
lességen adott minôség mellett megvalósítható adatát-
viteli sebesség maximalizálása. A keskenysávú kommu-
nikáció azonban nagyon érzékeny a többutas terjedés-
bôl fakadó fadingjelenségekre, amelyek súlyos lineáris
torzításokat okozhatnak. Ennek csökkentése különös
fontosságú a mobil rendszerekben, melyek napjainkban
két irányban fejlôdnek: egyrészt a jövô 3G-rendszerei
CDMA-alapúak; másrészrôl a jelenlegi 2G (GSM, IS-136)
rendszereket fejlesztik tovább olymódon, hogy a meg-
lévô technológia segítségével nagyobb sávszélességû
szolgáltatásokat lehessen nyújtani [1]. 

Ez utóbbi megoldások alapja a 2G-rendszerekhez be-
vezetett új fizikai réteg, az EDGE (Enhanced Data rates
for GSM Evolution). Az EDGE legfontosabb újítása a két-
állapotú GMSK moduláció leváltása 8PSK-val, amely se-
gítségével jelentôsen javul a spektrális kihasználtság.
A többállapotú moduláció bevezetése miatt irreálisan
megnô a 2G rendszerekben detekcióra használt Viterbi-
algoritmus komplexitása, amely a jelenlegi DSP techno-
lógia mellett nem kezelhetô [1]. Ezért egyszerû MMSE
(Minimum Mean Square Error) kiegyenlítô stratégiát al-
kalmaznak, amely azonban nem képes a bithibaarány
jelentôs csökkentésére a többállapotú moduláció ese-
tén. Így továbbra is fontos kérdés marad a bithibavaló-
színûséget hatékonyan javító, kis komplexitású kiegyen-
lítô algoritmusok kutatása. 

Jelen cikkben a kiegyenlítô egy FIR szûrô, amelynek
a súlyait közvetlenül a bithibaarány minimuma alapján

állítjuk be. A kiegyenlítôt egy küszöbdetektor követi. Az
együtthatók optimalizálására vonatkozó tanulási algo-
ritmus kis komplexitású gradiens keresésen alapul. Az
új módszerrel sokkal jobb teljesítôképesség érhetô el
keskenysávú átvitel esetén, mint a tradicionális ZF és
MMSE algoritmusokkal. Ez tovább növeli a spektrális ki-
használtságot. 

A minimalizálás egyrészt a statisztikai megbízható-
ság-analízisbôl ismert Li-Silvester határok, másrészt az
átlagolt sztochasztikus approximáció segítségével tör-
ténik. 

A fenti eredményeket a cikk az alábbi szerkezet sze-
rint tárgyalja: a 2. fejezetben a rendszermodell kerül be-
mutatásra; a következô fejezet témája a bithibavalószí-
nûséget egzakt módon minimalizáló, de exponenciális
komplexitású algoritmus; majd a 4. fejezetben ezen al-
goritmus komplexitását csökkentjük determinisztikus,
míg az 5. fejezetben sztochasztikus mintavételi mód-
szerrel; végül pedig különbözô terjedési viszonyokra vo-
natkozó szimulációs eredményeket mutatunk be.

2. Rendszermodell

Ebben a fejezetben az „egyfelhasználós” rendszerek
széles osztályát leíró diszkrét idejû csatornamodell ke-
rül bevezetésre, amely kiterjeszthetô általánosabb eset-
re is. A modell-paraméterek pontos kapcsolata a folyto-
nos átviteli rendszerrel számos cikkben megtalálható
(pl. [5]), ezért itt erre bôvebben nem térünk ki. 

A csatorna diszkrét idejû modelljének szabad para-
métereit jelölje hk,k = 0,...,M ahol M a lineáris torzítás
tartója. A jelhez adódó zajt νk jelöli, amelyrôl feltételez-
zük, hogy zérus várható értékû, N0 spektrális sûrûségû
fehér Gauss-zaj [5]. 
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A cikk új csatornakiegyenlítô algoritmust vezet be, a vezetéknélküli összeköttetésekben fellépô szelektív fading jelenségek

kompenzálására. A keskenysávú átvitel során fellépô szelektív fading súlyos minôségromlást okozhat, amely jelentôsen

rontja a bithibaarányt. Az új algoritmus a kiegyenlítô szabad paramétereit közvetlenül a bithibaarány, mint költségfüggvény

alapján optimalizálja, így a tradicionális eljárásoknál (amelyek csak szuboptimális célfüggvények alapján mûködnek, mint

például négyzetes hiba, vagy csúcstorzítás) sokkal jobb hatásfok érhetô el. Azonban a bithibaarány direkt minimalizálása ex-

ponenciális komplexitáshoz vezet, amelyet új statisztikai mintavételezésen alapuló algoritmusokkal lehet elkerülni, amelyek-

kel lehetôvé válik a kiegyenlítô polinomiális komplexitásban történô optimalizálása. Így hatékony és egyben valós idejû ki-

egyenlítés biztosítható, valamint elôírt minôségû szolgáltatás nyújtható a többutas terjedésbôl fakadó mélyfading esetén is.

Ez hozzájárul a spektrális kihasználtság további növeléséhez, amely a jelenlegi vezetéknélküli kommunikációs technológiák

egyik alapvetô szûk keresztmetszete. 

Lektorált



A vett sorozatot xk jelöli, amely lineárisan torzított és
zajos változata az elküldött yk információs sorozatnak:

(1)

A döntôkészülék a kiegyenlítôbôl (FIR szûrô) és egy
küszöbdetektorból áll. A FIR szûrô az 

(2)

leképezést valósítja meg, ahol a wk,k = 0,...,J együtt-
hatók jelölik a kiegyenlítô szabad paramétereit. A dön-
tést elôjeldetektorral képezzük: yk = sgn{y~k}. A csatorna
és a kiegyenlítô kaszkádjára külön jelölést vezetünk
be:

(3)

A hagyományos kiegyenlítôk vagy a csúcstorzítást
(PD – Peak Distortion):

(4)

vagy a négyzetes középhibát (MSE – Mean Square
Error): 

(5)

minimalizálják az egyszerû realizálhatóság érdeké-
ben [5]. Azonban ezen költségfüggvények nincsenek
direkt kapcsolatban a bithibaaránnyal és a teljesítôké-
pességük ennek megfelelôen szerény [2,3]. A haté-
konyság javítása érdekében közvetlenül a bithiba-való-
színûséget minimalizáló algoritmusokra van szükség. 

1. ábra  A rendszermodell és az alkalmazott jelölések

3. A bithibavalószínûség minimalizálása
egzakt gradiens-algoritmussal

A bithibavalószínûség (Pb) a kiegyenlítô együtthatói-
nak a függvényeként a korábbi irodalomból ismert [2]: 

(6)

ahol L=J+M az eredô átvitel tartója, Φ(.) a standard
normális eloszlás eloszlásfüggvényét jelöli, továbbá

halmazt jelöli.

A bithiba (6) szerinti kifejezését azon szûrôegyüttha-
tók optimalizálják, amelyekre igaz, hogy kielégítik a kö-
vetkezô egyenletet: 

A (6) gradiense analitikusan kifejezhetô a következô
formában:

Így a bithibavalószínûség a gradiens módszerrel a
következôképpen optimalizálható1 (7):

ahol w(k) a szûrôegyütthatók k-dik iterációbeli érté-
keit jelenti, illetve ∆ a konvergenciát szabályozó lépés-
konstans. Ez az algoritmus azonban a gradiensben
szereplô exponenciálisan sok tagot tartalmazó összeg-
zés miatt csak erôsen korlátozott L értékekre2 futtatha-
tó valós idôben, hiszen minden lépésben O(2L) számí-
tást kell végezni a szûrôegyütthatók adaptálásakor. 

4. A bithiba-valószínûség minimalizálása
a Li-Silvester módszerrel

Ebben a fejezetben az exponenciálisan növekvô szá-
mú összegzés elkerülésére statisztikai mintavételezést
alkalmazunk. 

Ennek alapja, hogy a bithiba-valószínûség (6) sze-
rinti kifejezése egy várhatóértékként is értelmezhetô,
feltéve hogy a leadott információs sorozatok egyforma
valószínûséggel fordulnak elô (ez az optimális forráskó-
dolás jelenléte miatt általában fennáll). Így a G(w) =
Pb(w) jelölést használva írhatjuk, hogy

(8)
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1  A gradienskeresés hátránya, hogy megakadhat lokális minimumok-
ban, viszont a globális optimalizálást biztosító sztochasztikus 
keresési módszerekhez (pl. szimulált lehûtés) képest a gradiens
gyorsabb konvergenciát eredményez.

2  csatorna- + kiegyenlítôegyütthatók száma



továbbá vezessük be a következô jelöléseket: 

A bithibavalószínûség (6) szerinti kifejezésébôl lát-
ható, hogy a Ψ halmaz fölötti szummázás egyes tagjai a
qi együtthatók lineáris kombinációjának egy nemlineá-
ris függvényeként állnak elô. A jel-zaj viszony növeked-
tével a standard normális eloszlásfüggvény mindinkább
tart a sgn(.) függvényhez, azaz vagy 0-hoz közeli, vagy
1-hez közeli értékeket vesz föl, kivéve akkor, ha a függ-
vényargumentum közelítôleg zérus. Ebbôl a ténybôl ar-
ra következtethetünk, hogy nagy jel-zaj viszont esetén
a szummázás egyes tagjai között nagyságrendnyi elté-
rések adódhatnak, ami lehetôvé teszi, hogy a teljes szum-
mázást néhány domináns tag összegével közelítsük.
Így egy kis komplexitásban kiszámolható, de éles alsó-
becslést kaphatunk. (Ez a gondolat a statisztikai meg-
bízhatóság-analízisbôl ismert Li-Silvester-módszer [7]). 

Pontosabban, osszuk fel a Ψ teret két diszjunkt hal-
mazra, jelölje ezeket Ψ1 és Ψ2 Az Ψ1 halmaz számos-
sága legyen K, méghozzá úgy, hogy azt a K db vektort
tartalmazza, amelyre igaz, hogy 

ahol i = K+1,...,2L. A Φ(.) függvény tulajdonságaiból
következôen 0≤G(w,y1)≤1. Ezt kihasználva a bithiba
alábbi korlátaihoz jutunk: 

(9)

ahol |Ψ2| a halmaz számosságát jelenti. Esetünkben
az y vektorok elôfordulása egyenletes valószínûségû,
így a (9) baloldalán szereplô alsó korlát igen szoros le-
het, ugyanakkor a felsô korlát nagyon laza, mivel a Ψ2 -
ben lévô G tagokat nagyon durván becsültük felülrôl. 

A módszer alkalmazásának a kihívása a domináns
tagok gyors megtalálása a (6) kifejezésben. Látható,
hogy Pb(w) invariáns w normájára, ezért – kihasználva
az ebbôl adódó szabadságot – éljünk a w0 = 1/h0 vá-
lasztással, amibôl következik, hogy q0 = 1. 

A (6) kifejezésbôl minden olyan tag elhagyható, amely
nem tartalmazza y-t, hiszen y szerint szeretnénk maxi-
malizálni. Ezek alapján a 

kifejezést kell maximalizálni (hiszen a Ψ halmaz de-
finiálásakor y0 = –1-t megkötöttük), amely a standard
normális eloszlásfüggvény monotonicitása miatt az y
argumentum maximalizálásával megtehetô. A
maximuma éppen a csúcstorzítás (Peak Distortion – PD),
ilyenkor

Hasonló gondolatmenettel a legnagyobb tagot kö-
vetô tagok megadhatók a következôképpen: 

Ezek után már csak a Ck halmazokat kell megkeres-
ni. Amennyiben ragaszkodunk a tetszôleges számú el-
sô K darab legnagyobb tag megkereséséhez, az in-
dexhalmazok megtalálása exponenciális komplexitású,
hiszen az összes lehetséges y-ra ki kell számolni a qTy
szorzatot, utána a szorzat értéke szerint sorbarendezni,
valamint a megfelelô y-okat kigyûjteni. 

Azonban K=4 -re (amely a szimulációs eredmények
szerint sok gyakorlati alkalmazásban teljesen elegendô),
az elsô négy domináns tag az alábbi egyszerû algorit-
mussal megkapható. 

Legyen 

ahol S(.) a csökkenô sorbarendezés operátora. 
Továbbá

ahol S~(.) az elsô tagot nem érintô csökkenô sorba-
rendezés operátora és 

.

Az algoritmus lépései a következôk: 

4.1. Egyszerûsített mintavételezés
a BER meghatározására polinomiális komplexitásban
Ha lemondunk az éppen K legfontosabb tag meg-

keresésérôl, helyette K értékét maximalizáljuk és a ki-
egyenlítés során ennél kisebb K-t is megengedünk, ak-
kor egyszerû polinomiális komplexitású algoritmushoz
jutunk. Vezessünk be további jelöléseket: Kmax= 2p–1
jelöli a becslésben maximálisan használt y vektorok szá-
mát. y0 = [–1,1,...,1]T a PD-hez tartozó üzenetvektor. 
yi  = y0 ⊗ zi, ahol ⊗ az elemenkénti szorzás mûveletét
jelöli és zi ∈{ –1,0}L+1, valamint ei az i-dik egységvektor. 

Ebben az esetben a becslô feladata azon y vekto-
rok halmazának megtalálása a (6)-beli szummázásban,
amelyekhez az összegnek jelentôs (de nem feltétlenül
a legjelentôsebb) tagjai tartoznak.

HÍRADÁSTECHNIKA
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Az egyszerûsített becslô algoritmus lépései: 

5. A bithibavalószínûség minimalizálása
sztochasztikus mintavételi 
módszerekkel

Az elôzôkben determinisztikus mintavételi módszerrel
választottuk ki a mintákat, amelyekkel a (8) egyenletben
szereplô várható értéket – vagy annak gradiensét – kö-
zelítettük. Ebben a fejezetben a G(w) függvény becslé-
sére véletlenszerûen sorsolt mintákat használunk.

5.1. Sztochasztikus approximáció 
Ebben az esetben a (7) algoritmusban a teljes Ψ tér

fölötti szummázást egyetlen véletlenszerûen sorsolt y
vektoralapján kiszámolt mintával közelítjük. A sorsolás-
hoz egyenletes eloszlást választunk, mert a forrás ol-
dalon is egyenletes eloszlású sorozatokat tételeztünk
fel. Az így adódó, úgynevezett sztochasztikus gradiens
algoritmus a következô: 

ahol Y ∈ Ψ és P { Yi = –1}= P { Yi =1} =0.5, 
továbbá (10):

Az algoritmus konvergenciájának vizsgálatát a Kush-
ner-Clark [6] tétel segítségével végezzük. A tétel alkal-
mazásának feltétele, hogy a vizsgálni kívánt sztochasz-
tikus approximációban szereplô mennyiségek eleget
tegyenek bizonyos feltételeknek. 

Ezek elsô csoportja a lépéskonstans megválasztá-
sával kapcsolatos, amely a ∆=1/k választással kielégít-
hetô. A második feltételcsoport teljesüléséhez az szük-
séges, hogy a függvény parciálisan dif-
ferenciálható legyen yi és wi szerint, ami esetünkben
teljesül. Ezek után a függvény y szerinti
várható értékét kell kiszámolnunk, s ennek segítségé-
vel írható föl az a determinisztikus differenciálegyenlet-
rendszer, aminek a vizsgálata megadja a sztochaszti-
kus differenciaegyenlet viselkedését is. (A Kushner-Clark
tétel bizonyítása [6]-ban található). 

Mivel 

ami nem más, mint a Pb(w) függvény w szerinti de-
riváltja. A vizsgálandó differenciálegyenlet-rendszer: 

A fenti differenciálegyenlet numerikus megoldásával
számos csatornamodellre bizonyítható a stabilitás és  be-
látható, hogy a (10)-zel adott sztochasztikus approxi-
máció stabil és konvergens, továbbá ugyanoda konver-
gál, mint a determinisztikus algoritmus. 

5.2. Monte-Carlo módszer 
Ebben az esetben iterációnként nem egy, hanem több

y vektort is kisorsolunk (az y eloszlása szerint, esetünk-
ben egyenletes eloszlással, visszatevéssel), majd a min-
tákat ezekre átlagoljuk, a következôképpen: 

A súlyok beállítására szolgáló algoritmus: 

6. Szimulációs eredmények

A szimulációs eredmények az újonnan bevezetett algo-
ritmusok két legfontosabb tulajdonságára, 

– az egyes módszerekkel elérhetô bithibaarányra; 
– illetve az egyes módszerek konvergenciaidejére

összpontosulnak. 
Ezen vizsgálatokat három standard – különbözô ter-

jedési körülményeket figyelembe vevô – csatornamodell-
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re végeztük el [4]: h(1)=[10.6,–0.3]T, h(2)=[1;0.6;–0.45]T,
h(3)=[1;0.12;0.3;–0.8]T, (Megjegyezzük, hogy a h(2) csa-
torna nem minimál-fázisú, amelynek a kiegyenlítésére a
hagyományos algoritmusok alkalmatlanok.) 

6.1. A bithiba a jel-zaj viszony függvényében
A szimulációk egyik célja a bithibaarány (BER) jelzaj

viszonytól (SNR) való függésének a megadása volt, kü-
lönbözô kiegyenlítési algoritmus esetén. Az eredménye-
ket a 2-4. ábrák mutatják.

Az eredményekbôl az látszik, hogy az új algoritmu-
sok elsôsorban jó jel-zaj viszony értékek (SNR > 20 dB)
esetén nyújtanak a hagyományos megoldásokhoz ké-
pest lényegesen jobb teljesítményt: minimálfázisú csa-
tornák (h(1), h(3)) esetén a bithibaarány az eredeti érték
felére csökkent, míg nem minimálfázisú esetben akár
egy nagyságrendnyi javulás is tapasztalható. A legjobb
teljesítményt minden esetben az egzakt gradiens algo-
ritmus (TGS) szolgáltatja, azonban ettôl csak egészen
minimális mértékben maradnak el a véletlen mintavéte-
lezésen alapuló módszerek (sztochasztikus gradiens
(STG), illetve Montecarlo (MC)3), ugyanakkor ez utóbbi-
ak kis komplexitásúak. 

A determinisztikus mintavételezésen alapuló egysze-
rûsített Li-Silvester módszer (LISI)4 is minden esetben
jobb eredményt szolgáltat a hagyományos megoldá-
sokhoz képest, azonban kevéssé elmarad a sztochasz-
tikus módszerek teljesítôképességétôl. (Ez utóbbi alól
kivételt képeznek azok az esetek, ahol a domináns ta-
gok száma kicsi az összes tag számához képest, és
rossz a jel-zaj viszony, például a h(3) csatorna esetében,
22 dB SNR alatt (lásd a 4. ábrát). Ebben az esetben
512 tag összegét 4 domináns tag felhasználásával be-
csültük. 

A jel-zaj viszony növekedtével a tagok közötti elté-
rések egyre nagyobbak, hiszen a Φ(.) függvény egyre
inkább közelít a signum függvényhez, így nagyobb jel-
zaj viszony értékek esetén jobb, míg gyenge jel-zaj vi-
szony esetén rosszabb a Li-Silvester közelítés). 

6.2. Konvergenciasebesség 
A gyakorlati alkalmazások szempontjából minden-

képpen fontos, hogy az újonnan bevezetett algoritmu-
sokhoz csatornainformációra, azaz a h függvény isme-
retére van szükség.

A szimulációk során feltételeztük, hogy egzakt csa-
torna-információ áll rendelkezésünkre. Ennek hiányában
csatorna-identifikáló algoritmus segítségével becsülhet-
jük az ismeretlen koefficienseket. 

Mivel a csatornakiegyenlítés valós idôben megoldan-
dó feladat, így fontos kérdés az algoritmusok komplexi-
tása illetve iteratív algoritmusoknál a konvergencia se-
bessége. Az elôbbi meghatározza, hogy milyen szimbó-
lumsebességû forrást tudunk kiszolgálni adott számítási
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3  A grafikonokon az MC rövidítés után álló szám arra utal, 
hogy iterációnként hány véletlen vektor sorsolásával futtatuk az
algoritmust.

4  A LISI rövidítés után álló szám arra utal a grafikonokon, hogy
adott esetben mekkora volt a maximálisan felhasznált domináns
tagok száma az egyszerûsített Li-Silvester becslô futtatásakor

Bithibaarány a jel-zaj viszony függvényében 
2. ábra  a h(1) csatorna és 3 kiegyenlítô-együttható esetére
3. ábra  a h(2) csatorna és 6 kiegyenlítô-együttható esetére 
4. ábra  a h(3) csatorna és 6 kiegyenlítô-együttható esetére



kapacitás esetén. Az utóbbi arra vonatkozóan ad útmu-
tatást, hogy a csatorna milyen változási sebessége mel-
lett képes az adaptív algoritmus követni az optimumot. 

Egy adott jel-zaj viszony értékre vonatkozó konver-
gencia-görbe (bithibaarány az iterációk függvényében)
látható az 5. ábrán. 

5. ábra  
Bithibaarány az iterációk függvényében a h(2) csatorna, 
3 kiegyenlítô-együttható és 24 dB SNR esetén

Leggyorsabban minden esetben az egzakt gradi-
ens algoritmus (TGS) konvergál. A sztochasztikus min-
tavételen alapuló módszerek konvergenciaideje körül-
belül annyiszorosára növekszik ehhez képest, ameny-
nyivel kevesebb tagot használunk az összegzésben.
Vagyis ezekkel a módszerekkel eredményesen csök-
kenthetô az 1 iteráció során elvégzendô mûveletek
száma, de nem csökkenthetô jelentôsen a teljes kon-
vergencia során elvégzendô mûveletek száma. Az egy-
szerûsített Li-Silvester módszer konvergenciája a szto-
chasztikus módszerekkel nagyjából megegyezik. Ugya-
nakkor bármelyik új módszer lényegesen gyorsabban
konvergál az LMS algoritmusnál, a különbség – csator-
nától függôen – 1-2 nagyságrendnyi is lehet (lásd 5.
ábra). Továbbá figyelemreméltó, hogy az új módszerek
alkalmazása esetén (fôleg TGS és MC) a kezdeti lépé-
sekben rendkívül meredeken csökken a bithibavalószí-
nûség. 

7. Összefoglalás 

A cikkben a bithibavalószínûséget, mint a digitális össze-
köttetések legfontosabb minôségjellemzôjét alkalmaz-
tuk kiegyenlítési stratégiaként. Ezáltal megnövekedett
teljesítôképességû algoritmusok adódnak. Az egyre ol-
csóbbá váló és folyamatosan növekvô számítási kapa-
citás kihasználásával azonban ezek a kismértékben bo-
nyolultabb algoritmusok is gazdaságosan megvalósít-
hatóak, ezáltal kisebb bithiba-valószínûséget és jobb
spektrális kihasználtságot eredményezve. 
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