
1. Bevezetés

Számos fontos hullámterjedési kérdés megválaszolása
megkerülhetetlenül igényli a fizikai képnek, a kialakuló
és terjedô jel szerkezetének minél pontosabb modelle-
zését. Az egyik – talán legérzékenyebb – terület az in-
homogén közegekben terjedô elektromágneses jelek
pontos leírása, eltekintve most a szórás-számítást
igénylô igen erôs inhomogenitásoktól. Az ismert és szé-
les körben alkalmazott modellek (például az úgyneve-
zett  W.K.B. leírás, Airy-függvények és a Stokes-egyen-
let megoldása, az eikonal-egyenlet, az általánosított
terjedési vektor alkalmazása stb. [1]) azonban alapve-
tô tévedést hordoznak magukban a jel szerkezetét ille-
tôen. Hogy ezt megvilágíthassuk, röviden bemutatjuk a
legegyszerûbb példán magát a problémát.

2. A jel szerkezete
Az egyszerûség kedvéért vizsgáljuk meg egy szigorúan
monokromatikus jel terjedését lineáris, izotróp, idôinva-
riáns, veszteségmentes egyszerû közegben. A közeg
tartalmazzon térbeli inhomogenitást. Ekkor a terjedô jel
egy része, a közegen történô áthaladás során pontról
pontra reflektálódik, miközben az elôre terjedô jel am-
plitúdója csillapodik. A modell egyszerûségébôl adódik,
hogy a permittivitást ε(r–) skalárként definiálhatjuk. To-
vábbi egyszerûsítésként vegyük a permeabilitást µ0-nak.

A fellépô jel alakja tehát:

(1)

ahol G
–

rövidítve jelenti a E
–

,B
–

,D
–

,H
–

,G
–

0 függvénye-
ket, r– a helyvektor, t az idô, ω a körfrekvencia, ϕ pedig
a fázis.

Esetünkben tehát a Maxwell-egyenletek alakja a
következô:

(2)

amibôl ismert úton adódik, hogy a harmadik és ne-
gyedik egyenlet automatikus teljesül, ha az elsô kettô
teljesül, amennyiben nem disztribúciókkal írjuk le a kö-
zeget (a függvények folytonosan deriválhatóak). Így a
megoldandó egyenletek a következô alakban írhatók:

(3)

Bevezetve jelöléseket (ahol
u– tetszôleges vektor), és feltételezve, hogy (mint a leg-
egyszerûbb esetekben szokásos) G

–
0 és ϕ valós függ-

vények, a megoldandó egyenletrendszer két részre bom-
lik szét. A valós rész

(4)

míg a képzetes rész

(5)

(Ezt a szeparálást sokszor azzal az indoklással is
alátámasztja az irodalom, hogy tekintsünk nagyon gyen-
ge inhomogenitású közegeket, ahol a közegjellemzôk
változása lassú. Azonban nyilvánvaló, hogy önmagá-
ban ez a feltételezés már erôs megszorítást jelent e
modellek érvényességi határaiban.)

Mivel e szétválás automatikusan azt eredményezi,
hogy nem teljesül az energia-megmaradás a két
egyenletrészre külön, a W.K.B. filozófia ezt az ellent-
mondást egy járulékos, a terjedô jel energiájának állan-
dóságára vonatkozó feltétel bevezetésével küszöböli
ki.

A (4) és (5) külön-külön vizsgálandó. (5) megoldása
a jól ismert diszperziós egyenletre vezet,

(6)
amibôl

(7)

adódik a terjedési vektorra, sejtetve, hogy egy elô-
re és egy visszafelé terjedô jelet eredményez a megol-
dás. 
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A cikk megismerteti az olvasót egy alapvetô tévedésbôl fakadó ellentmondással, mely a hullámterjedési számításokban a

mai napig elterjedt és elfogadott, ám hibás eredményeket eredményez. Az elvi ellentmondás felismerése után egy olyan meg-

oldási módszert ismertetünk, amely lehetôséget nyújt új, helyes megoldások meghatározására, elkerülve a korábbi tévedé-

seket, s amellyel sikerült sok ûrkutatási mérési eredményt interpretálni.

Lektorált



A (4) viszont egy (5)-tôl független egyenletrendszer,
melynek megoldása során minden esetben

(8)

adódik az amplitúdókra. Azonban (8) fellépése elvi-
leg lehetetlen inhomogén közegben, és ellentmondás-
ra vezet (7)-tel összevetve.

Mi okozhatja ezt az ellentmondást? Az ok nyilvánva-
lóan a feltételezett megoldás szerkezetében keresen-
dô. Az inhomogenitással foglalkozó hagyományos el-
képzelések az elôre terjedô és a reflektált jelet külön-
külön is a Maxwell-egyenletek megoldásaként veszik fi-
gyelembe a levezetés során. Az a matematikában jól
ismert tény, hogy egy lineáris differenciálegyenlet-rend-
szer egymástól független megoldásainak összege is az
egyenlet-rendszer megoldása. Az azonban nem vehe-
tô általánosan igaznak, hogy egy ismert megoldást va-
lamilyen módon additív részekre bontva, az így kapott
részek önmagukban, külön-külön is megoldásai lenné-
nek az eredeti egyenlet-rendszernek. 

A fizikai kép még világosabb. Ahhoz, hogy a haladó
és a reflektált jelet külön-külön kezelhessük, önmaguk-
ban létezônek, a Maxwell-egyenletek megoldásának
kell feltételeznünk ôket (és esetleg a számítások so-
rán, egyéb járulékos feltételezések alkalmazásával lé-
tesítünk közöttük valamiféle csatolást, kapcsolatot).
Azonban az inhomogenitás jelenléte (legyen az bármi-
lyen gyenge is) automatikusan kiváltja a jel reflexióját,
azaz a terjedô és a reflektált jelrész csak és kizárólag
együtt tûnhet fel inhomogén közegekben, önállóan nem.

Ahhoz, hogy még pontosabban lássuk a problémát,
nézzük meg a szintén inhomogén esetekben használt
Stokes-egyenlet és Airy-függvények alkalmazását [1,5].

Ahogy az például Budden könyvében is megtalál-
ható ([1], 9. és 15. fejezet), inhomogén esetben szoká-
sos eljárás, az úgynevezett Stokes-egyenlet felírására
visszavezetni a Maxwell-egyenleteket:

(9)
ahol 

(10)

n pedig a törésmutató. 

Amint az Budden levezetésében jól követhetô, a ki-
induló jelalakot a terjedô és a reflektált jelrész eredô
összegeként veszi fel:

(11)

ahol

A további levezetésekben Budden arra hivatkozik,
hogy ezt a (11)-ben látható jelalakot alkalmazza a Max-
well-egyenletekbôl adódó Stokes egyenlet megoldása
során, amelynek ismert megoldásai az úgynevezett
Airy-integrál függvények.

Azonban a továbbiakban Budden az elôre terjedô
és a reflektált jelrészt külön-külön helyettesíti be a
Maxwell-egyenletekbe, formálisan azonos egyenlete-
ket kapva ez által. Ezután a Maxwell-egyenleteket kü-

lön-külön oldja meg a terjedô és a reflektált jelre, nem
pedig a két jelrész eredô összegére.

Ahogy azonban azt már korábban említettük, csak
és kizárólag a terjedô és a reflektált jelrész eredôje le-
het a Maxwell-egyenletek megoldása, a jelrészek ön-
magukban nem léphetnek fel, így a Maxwell-egyenlete-
ket sem elégíthetik ki, abból önmagukban nem vezet-
hetôk le, amennyiben a közeg inhomogenitást tartal-
maz. Ellenôrizzük le tehát Budden számításait a két jel-
rész összegét (amit (11)-ben láthatunk) visszaírva a
Stokes-egyenletbe.

Élve Budden feltételezésével, miszerint A és B kon-
stansok (bár hangsúlyozzuk, hogy ez nagyon komoly
megszorítást jelent a modell érvényességét tekintve)
helyettesítsük be (11)-t a Stokes-egyenletbe. Ekkor a
következô megoldást kapjuk:

(12)

Nyilvánvaló ellentmondásra jutottunk tehát ismét,
hiszen (12) alapján A és B nem konstansok. Budden
megoldása tehát az elôre és visszaterjedô jelrészekre
külön-külön értelmezhetô csak, amit viszont inhomoge-
nitás jelenlétében nem tételezhetünk fel. (Eredetileg
Budden sem teszi ezt.)

Ha A és B nem konstansok, és továbbra is (11) ala-
kú megoldást írunk vissza a Stokes-egyenletbe, akkor
még jelentôsebb eltérést kapunk Budden eredményei-
tôl, mivel egyáltalán nem adódik ki az a differenciál-
egyenlet, melynek megoldása az Airy-függvény, hanem
A és B között még bonyolultabb összefüggést kapunk:

(13)

Ez az összefüggés egyfelôl nem azonos a Budden
által levezetettel, másfelôl olyan alulhatározott mate-
matikai leírást eredményez, amely nem oldható meg.

Vizsgálatunkkal tehát azt kaptuk, hogy a Stokes-
egyenletet alkalmazó inhomogén számítási módszerek
implicite tartalmazzák azt a hibás, és többszörösen el-
lentmondásra vezetô feltételezést, mely szerint a terje-
dô és a reflektált jel önmagában létezik, s így a Max-
well-egyenletek megoldásaként külön-külön meghatá-
rozható. Ez a megállapítás a jel természetétôl (mono-
kromatikus vagy UWB, tranziens) függetlenül érvényes.

3. Inhomogén Alapmódusok Módszere

Mint azt az elôzô pontban részletesen bemutattuk, az
összes ismert inhomogén modell és megoldási mód-
szer közös és alapvetô elméleti hibája, hogy téves a
feltételezett jel szerkezete, amennyiben az elôre és a
visszaterjedô jeleket önmagukban létezôkként vezetik
le a Maxwell-egyenletekbôl. Hogyan kerülhetô el ez az
alapvetô belsô ellentmondás? Olyan jelszerkezetet kell
feltételeznünk, amely minden térbeli és idôbeli pontban
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egyszerre tartalmazza az összes lehetséges fellépô jel
eredô összegét, és abból kell kiindulnunk, hogy csak
ez az eredô összeg lehet megoldása a Maxwell-egyen-
leteknek, azonban egyes részei (módusai) önmaguk-
ban nem. Ez a módszer az Inhomogén Alapmódusok
Módszere (angol rövidítése: MIBM [2]).

A módszer bemutatásához tekintsünk egy lineáris,
idôinvariáns, bianizotróp közeget, ahol a térerôsségek-
re azt mondhatjuk, hogy:

(14)

A térerôsségeket monokromatikus függvényeknek
véve, általános alakban írva 

(15)

ahol ai(r
–) általános hely-függô burkolófüggvény, n

pedig a lehetséges módusok száma.
Írjuk vissza (15)-öt a Maxwell-egyenletekbe. Mivel

most is eltekintünk a disztribúciók jelenlététôl (bár az
MIBM módszer ezekre az esetekre is érvényes, de a
cikk keretein túlmutatna ennek részletezése), a III. és
IV. egyenlet automatikusan teljesül, ha az I. és II. telje-
sül. Elvégezve néhány egyszerû átalakítást, a követke-
zô egyenleteket nyerjük (16):

ahol 

(17)

A (16)-ban látható egyenletrendszert közelebbrôl
megvizsgálva egy nagyon fontos sajátosságot vehe-
tünk észre. Ez az egyenletrendszer a teljes, inhomo-
gén közegben kialakuló megoldást tartalmazza, korlá-
tozó megszorítások nélkül. Az egyenletek baloldalának
utolsó tagjai és a jobboldali tagok formailag teljesen
megegyeznek azzal az egyenletrendszerrel, amit ho-
mogén esetben a Maxwell-egyenletekbôl kapunk, míg
a baloldali elsô két tag új, a homogén esetben nem
szerepel. Mivel mindenképpen célszerû olyan alakban
keresnünk a megoldást, hogy homogén esetben visz-
szakapjuk az ismert alakokat, így gondolatmenetünket
erre a felismerésre alapozzuk.

Definiáljuk az inhomogén alapmódusokat úgy, hogy
a homogén esetben visszamaradó tagokból álló egyen-
letrészek megoldásait adják külön-külön. De ne tévesz-

szük szem elôl, hogy ezek az alapmódusok önmaguk-
ban nem megoldásai a (16)-ban látható teljes Maxwell-
egyenlet rendszernek, annak csak egy rész-egyenlet-
rendszerét elégítik ki. Azonban az ismert megoldásokra
homogén esetben visszavezetnek, hiszen ekkor az el-
sô két tag eltûnik. Definiáljuk az általánosított terjedési
vektort (              ) úgy, hogy megoldása legyen az aláb-
bi diszperziós egyenletnek, mint kvázi-homogén esetben

(18) 

Így a K
–

i  -hoz tartozó inhomogén alapmódusokat az
alábbi egyenletek megoldásaként kapjuk meg:

(19) 

Most, alapvetôen új és a korábbi módszerektôl dön-
tôen eltérô lépésként helyettesítsük vissza az így ka-
pott inhomogén alapmódusokat (16)-ba, azaz a teljes,
elhanyagolásoktól mentes Maxwell-egyenletekbe. Visz-
szamaradó ismeretlen mennyiségeink a burkoló függ-
vények és a fázisfüggvények., Az egyenlet homogén
esetben megmaradó részei viszont értelemszerûen ki-
esnek (hiszen azoknak megoldásai az alapmódusok),
a megmaradó egyenleteket pedig csatolóegyenletek-
nek hívjuk, hiszen azok adják meg a hiányzó ismeret-
len paramétereket, azaz a módusok, és a gerjesztés
közötti kapcsolatot írják le:

(20)

A csatolóegyenletek megoldásával a teljes megol-
dás rendelkezésünkre áll, az egyidejûleg fellépô ösz-
szes módus és a közöttük lévô kapcsolat is meghatá-
rozható. Ez az inhomogén közegben a terjedô és a ref-
lektált jelrész mindenkori eredôjét jelenti, valamint kap-
csolatukat a gerjesztéssel.

4. A Maxwell-egyenletek megoldása
disztribúciók jelenlétében

Most azt az esetet vizsgáljuk meg, amikor a közegjel-
lemzôk hirtelen változnak meg néhány nyitott vagy zárt
Am felület mentén, melyek egymást nem keresztezik (1.
ábra). A közegjellemzôk e felületek közötti Vm térfoga-
tokban változzanak folytonos függvények szerint, me-
lyek ugrással kapcsolódnak egymáshoz a felületeknél.
Ez az eset a disztribúciókkal (funkcionálokkal) leírható
közegjellemzô-változás [3].

Vizsgáljunk továbbra is szigorúan monokromatikus
elektromágneses jeleket, és tegyük fel hogy az exp
j(ωt – ϕ) típusú megoldások léteznek a Vm térfogatok-
ban. A Vm tartományokban keresett megoldások tehát

(21)
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A továbbiakban vezessük be a jól ismert 1(x) Heavi-
side (egység-ugrás) és δ(x) Dirac-delta disztribúciókat.

jelöli azt a disztribúciót, melynek értéke a r–=
felület mentén nulláról egyre változik.

A vektor pedig az Am felület paramétere.
Az egyes Am felületekhez tartozó egység-
ugrás függvényekbôl alkossunk kapufüggvényeket az
alábbi módon:

(22)

melynek értéke Am-1 és Am között 1, egyébként 0.
E kapufüggvényekre alkalmazva a deriválás szabá-

lyait, és tudva, hogy 1(x) általánosított deriváltja δ(x),
olyan függvényt kapunk, melynek értéke csak a felüle-
teken különbözik 0-tól:

(23)

ahol n–0m az Am felület kifelé mutató normálisa.
A teljes megoldást ezek után az Inhomogén Alap-

módusok Módszerével kaphatjuk meg ismét. A 2. ábrán
látható módon értelmezve a kapufüggvényeket, az
egyes sm(r–)=1 térrészekben felírjuk az összes lehetsé-
ges alapmódus összegét, és mindezt a teljes vizsgált
tartományra is összegezzük az alábbi módon:

(24)

ahol M a folytonos Vm tartományok száma.
Ezeket az alapmódusokat a 3. pontban ismertetett

módon határozhatjuk meg az alábbi egyenletekbôl az
egyes Vm tartományokon belül

(25)

(26)

A teljes megoldás meghatározásához az így kapott
alapmódusokat visszaírjuk a Maxwell-egyenletekbe, és
a csatolóegyenleteket megoldva a még hiányzó para-
méterek meghatározhatóak:

(27)

5. Az új modell eredményei

Alkalmazzuk tehát a megismert számítási eljárást tet-
szôlegesen erôsen inhomogén közegekben terjedô mo-
nokromatikus, illetve tranziens (Ultra Wide Band) jelekre
[4,5,6]. A közeg legyen elômágnesezett, anizotróp plaz-
ma, ami az ûrkutatásban nagyon gyakori feladat. Elte-
kintve a teljes levezetés ismertetésétôl, csak végeredmé-
nyeket közlünk, szemléltetve, hogy az új modell milyen
nagy mértékben, érdemi módon változtatja meg a koráb-
ban kapott megoldásokhoz képest a jel szerkezetét.

Monokromatikus esetben (is) az MIBM módszerrel
kiadódó megoldás szukcesszív approximációval iterál-
ható. Ennek nulladrendben közelítô megoldása vissza-
adja a jól ismert W.K.B. formulát.

(28)

(29)

A következô, elsôrendû közelítés eredménye még
pontosabb formulákat ad, és a jelrészek közötti ener-
giacsatolás jól látható a formulák szerkezetében:

(30)
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szerkezete

2. ábra A disztr ibúciós
függvények

a) b)



Impulzus gerjesztést feltételezve [7]

(31)

a szukcesszív approximáció elsô lépésében a reflektált jelre adódó megoldás az alábbi:

(32)

ahol

(33)

(34)
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A megoldás szerkezetében egymásba ágyazódó
integrálok segítségével pontról-pontra nyomon követ-
hetô, hogy a terjedô és a reflektálódó energia szoros,
pontról pontra változó kapcsolatban van egymással.

6. Összegzés

Bemutattuk, hogy az eddig ismert és általánosan hasz-
nált inhomogén hullámterjedési leírások alapvetô elmé-
leti tévedést és ebbôl fakadó hibát, ellentmondást rej-
tenek magukban, a jel szerkezetének eleve hibás felté-
telezése miatt.

Röviden összefoglalva ismertettük az Inhomogén
Alapmódusok Módszerét (MIBM), amelynek segítségé-
vel ez az ellentmondás és hiba elô sem áll, és alkalma-
zásával valóban pontos hullámterjedési leírás és meg-
oldás nyerhetô.

Az ismertetett probléma és megoldási módszer je-
lentôsége nagyon nagy, tekintve, hogy újragondolásra
készteti az elmúlt 100 év hullámterjedési eredményeit,
kaput nyitva olyan pontos, új leírások felé, amelyek se-
gítségével környezô világunkról alkotott képünk és
megszerzett ismereteink interpretálása komoly fejlôdé-
sen mehet keresztül a jövôben. A reflexiónak ez a pon-
tos meghatározása számos területen (ûrkutatás, radar-
technika, hírközlés stb.) befolyásolja a kutatást.
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