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A sulyozott igazsagos kiszolgaldsi elvet (Weighted Fair Queueing — WFQ) régéta szamos tavkézlési és szamitastechnikai
rendszerben alkalmazzak er6forrasok megosztasanak szabalyozdsara. Latszélagos egyszeriisége ellenére a WFQ hatékony
analitikus teljesitményvizsgalata még mindig nyitott kérdés. Az irodalomban megtaldlhaté — numerikus, vagy komplex anali-
zisen alapuld — algoritmusok gyakorlati alkalmazhatésaga meglehet6sen korlatozott. Ebben a cikkben egy egyszer(d és gyors
kézelité eljarast mutatunk be WFQ rendszerek vizsgalatara. Szimulaciés eredményekkel igazoljuk, hogy egyszeriisége elle-

nére az ismertetett megkdézelités megfelel6en pontos.
1. Bevezetés

A sulyozott igazsagos (WFQ) kiszolgalasi elvet eréforra-
sok megosztasara alkalmazzak tébbosztalyos kérnye-
zetben, melyben az igények igényosztalyokba sorolha-
tok. Minden igényosztalyhoz tartozik egy suly. WFQ
rendszerekben a teljes kiszolgalasi kapacitas megosz-
tasat az igényosztalyok kdézott a pillanatnyilag jelenlé-
v0 igényosztalyok sulyanak aranya hatarozza meg. lly
modon az igények ,fontossaga” a sulyok segitségével
szabdlyozhat6. Az igények torlédas esetén sorban all-
nak a kiszolgaléért, FCFS (first came first serve) elv sze-
rint.

Ha az igények érkezési folyamatat Poisson folya-
mattal, a kiszolgalasi id6ket pedig exponencialis elo-
szlassal jellemezziik, akkor a WFQ rendszer egy kétdi-
menziés Markov-lanccal modellezhet6.

Az irodalomban szamos eljaras talalhaté ennek a
kétdimenziés Markov-lancnak a megoldasara. El6szor
a numerikus eljarasokat vesszik sorra: [1,2]-ben a szer-
z6k ugyanilyen mikoédés(i rendszer megoldasaval fog-
lalkoztak, bar Coupled Processor Model-nek hivtak. A
Markov-lanc egyensulyi eloszlasat a rendszer terhelé-
sének a hatvanysoraként fejezték ki, és adtak egy al-
goritmust a hatvanysor egyitthatéinak rekurziv kisza-
molasara. Ezzel a megkozelitéssel csak néhany (2-3)
igényosztalyos rendszert tudtak kiszamolni, és ahogy
a terhelés 1-hez kozelit, tul sok egyutthatoét kell kisza-
molni.

Egy masik megoldas ([3]) a végtelen Markov-lancot
egy véges Markov-lanccal kozeliti, és egyfajta Gauss-
elimin&ciot hasznal az egyensulyi eloszlas kiszamitasa-
ra. A Gauss-eliminacio kézben kihasznalja a matrix spe-
cidlis struktiraja adta gyorsitasi lehet6ségeket. De eb-
ben az esetben is, nagy terhelés mellett a végesitett
Markov-lancnak is tdl sok allapota lesz, és a megoldas
drasztikusan lelassul.

[4]-ben a szerzbk felirjak az egyensulyi eloszlas ge-
neratorat (Laplace transzformaltjat). Az eredmény egy
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kétvaltozés komplex (éppenséggel analitikus) fligg-
vény, ahol a problémat a peremeloszlasok kiszamitasa
jelenti, ehhez ugyanis Wiener-Hopf faktorizaciot kell al-
kalmazni.

Ebben a cikkben 2 osztalyos WFQ rendszerrel fog-
lalkozunk, de az ismertetett mddszer egyszerlen kiter-
jeszthet6 tdbbosztalyos rendszerekre is. A fent ismerte-
tett megoldasokkal ellentétben az igények érkezési és
kiszolgalasi idejét nem exponencialis eloszlastnak té-
telezzlk fel, hanem két momentumot vesziink figyelem-
be. Kozelitést adunk az igények varakozasi idejének
varhato értékére és szorasara.

2. A kozelités elve

A kozelités 1ényege, hogy a két igényosztalyt szeparal-
tan vizsgaljuk (1. abra). Egy olyan kiszolgalasi folyama-
tot konstrualunk mindkét igényosztaly szamara, ami az
eredeti kiszolgalo viselkedését ,imitalja”.

1. abra Az igényosztalyok szétvalasztasa

Példaul az 1. osztalyt tekintve lathatd, hogy a ki-
szolgalasi kapacitas a teljes kapacitas (C) és a sulyok-
nak megfeleléen csdkkentett kapacitas kdzott valtozik
attél figgden, hogy van-e a rendszerben 2-es tipusu
igény.

Az oGtlet egyszer(: jellemezzik a 2-es tipusu igé-
nyek aktiv periédusanak hosszat, és konstrualjunk egy
olyan modulalt kiszolgalasi folyamatot, ahol a kapacitas

ey

tarozza meg (2. abra).
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2. abra A modulalt kiszolgéalasi folyamat

A két igénytipus szeparalasa utan az igy mar egy-
osztalyossa valé sorbanallasi rendszert kvazi szliletés-
halalozasi (QBD) folyamattal modellezz(ik, és matrix geo-
metrikus technikaval oldjuk meg. Az igy keletkez6 (egy
igényosztalyt modellez8) Markov-lancban az allapoto-
kat duplikaljuk: az egyik csoport a 2-es igények aktiv, a
masik csoport a passziv allapotahoz tartozik. A Markov-
lanc makrd szintl struktirajat a 3. abra szemiélteti.

1-es érkezés

1-es érkezés 1-es érkezés

2-gs é_l_'_]lx'lu_:__;_:és
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l-es tavozas

1 -gs tavozas l -gs tdvozas

3. dbra A kézelité Markov-lanc szerkezete

A részletes targyalas el6tt foglaljuk 6ssze a megol-
das menetét:

» Fazis-tipusu eloszlast konstrualunk az igények érke-
zési és kiszolgalasi idejének modellezésére. A fazis-
tipust eloszlasok hasznalata teszi lehet6vé a sor-
modellek matrix-geometrikus megoldasat.

« Kiszamoljuk a két igényosztaly aktiv periédusanak a
hosszat. Ez a 1épés négy eredményt fog adni, az ak-
tiv periédus hosszat a két osztalyra a két lehetsé-
ges kiszolgalasi kapacitas (teljes, illetve sulyoknak
megfelel6en csékkentett kapacitas) mellett.

+ A 3. abranak megfeleléen dsszeallitjuk és megoldjuk
az igényosztalyok sorbanallasat egyenként jellemzé
Markov-lancot. A teljesitményjellemzéket ennek a Mar-
kov-lancnak a segitségével kapjuk meg.

2.1. Az érkezési és kiszolgalasi folyamat

A tovébbiakban az iigényosztalyhoz tartozé meny-
nyiségeket és jeleket az () index jeldli (ebben a cikkben
két igényosztallyal foglalkozunk).

Az érkezési folyamatot két mennyiség jellemzi: az
érkezési intenzitas A, valamint az érkezési id6kozok
relativ szérasnégyzete c3".
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Az igy adott két momentum alapjan egy olyan ma-
sodrend(, aciklikus fazis tipust eloszlast készitlink
(PH, [6]), melynek ugyanez az elsé két momentuma. A
PH eloszlasoknak harom paramétere van: a tranziens
atmenetek generator matrixa D, a nyelébe vezetd at-
menetek ratavektora d@, valamint a kezd&allapot-val6-
szinlség vektor df). Kénnyen ellenérizhetd, hogy a ko-
vetkez8d PH eloszlas elsé két momentuma megegyezik
az érkezési id6kdzeink elsé két momentumaval:
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Az igények altal a rendszerbe hozott munka szintén
két paraméterrel adott: a varhaté értékével m/), és a
relativ szorasnégyzetével c/i. Ezekbdl a paraméterek-
b6l kiszamoljuk a kiszolgalasi id6t teljes kiszolgalasi ka-
pacitast feltételezve:
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és csokkentett kiszolgalasi kapacitast feltételezve:
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ahol Cjeldli a kiszolgald kapacitasat, és w; jeldli az i
igényosztaly sulyat. A fentiekhez hasonléan PH elosz-
last illesztink a kiszolgalasi id6kre is:
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A csbkkentett kapacitashoz tartozé kiszolgalasi idék
PH leirasa (S,, s,), g,() hasonléan szamithato.

2.2. Az aktiv periddus

Vessunk Ujra egy pillantast a 3. abrara. Az érkezé-
sekkel, illetve kiszolgalasi id6kkel kapcsolatos atmene-
tek az el6z8 fejezet eredményei alapjan mar ismertek.
Az egyetlen hianyzé atmenet a 2-es osztaly kilrilési
ideje, vagyis az aktiv peridédusanak a hossza. Ebben a
fejezetben az aktiv periodus két momentumat szamit-
juk ki, teljes, valamint cs6kkentett kiszolgalasi kapacitas
mellett, a masik igényosztaly hatasat figyelmen kivdl
hagyva.

Mivel a sorok érkezési és kiszolgalasi idejének elosz-
lasa fazis-tipusu, ezért az egyenként vizsgalt sorok Mar-
kov-lancanak szerkezete specidlis matrix-tridiagonal,
vagyis kvazi szlletés-halalozasi folyamat:
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A generator matrix blokkjait az érkezési és kiszolga-
lasi folyamat paramétereibdl az alabbi médon kapjuk

meg [6]: A =dV8 " ®1,,
49 =D @S
A) =1, @5V
A= d989 ©
4y'=D"

Ali)y )
Ayp'=1,,, @s;

(A redukalt kapacitas melletti matrixok hasonlékép-
pen szamithatok.)
Egy érkezd igény altal inditott aktiv periddus k-adik
momentuma (mi,f‘”) a kovetkez8képpen kaphatd meg:
k
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letet:
sGiP(s5) = 45) +

(s)matrix kielégiti a kovetkezd matrix egyen-

+ADGP s+ ANGY (9)).

A G (s)matrix 0-dik derivaltja az s=0 helyen az ugy-
nevezett fundamental matrix, melynek minél hatéko-
nyabb megoldasaval szamos cikk és konyv foglalkozik
[6]. Az els6 derivalt kiszamitasahoz fix-pont iteraciot
hasznaltunk (csupa 0 elemd matrixbdl kiindulva) az
alébbi alakra hozott egyenlet segitségével:
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Kozelitésiinkben az aktiv periédus hosszanak két
momentumat fogjuk felhasznalni. Az eddigi eredmé-
nyeket 6sszegezve ez a két momentum az alabbi mé-
don szamithat6 ki:
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Ebbél a két momentumbdl kiindulva fazis-tipusu el-
oszlast konstrualunk, hasonl6éan, ahogy azt az érkezé-
si és kiszolgalasi id6k esetében tettiik. A kapott PH elo-
szlas paramétereit jelélje (B;(), bs(), B;0)).

A 3. abra Markov-lancanak felépitéséhez még egy
dolog hianyzik. Tudnunk kell, hogy az aktiv periédus be-
fejeztével milyen fazisban lesz az adott sor érkezési fo-
lyamata. Ez a kévetkezd egyenlet segitségével meg-

kaphat6:
ay =6 ®0i’)-GP(0) (h, ®1,,,).
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2.3. A sorbanallasi modell

Ebben a fejezetben a 3. abran felvazolt, a rend-
szert az iigényosztaly szemszdgébdl leirdé Markov-lan-
cot konstrudljuk meg. A masik igényosztalyt fvel fogjuk
jeléIni (vagyis ha i=1, akkor j=2, és forditva). Amint az
az abran lathatd, az allapottér két részre oszthat6, az
alsé, és a felsé allapotsorra.

A fels6 részben, ahol nincsen a rendszerben masik
tipusu igény, az iigényosztaly a kiszolgald teljes kapa-
citasat hasznalhatja. Az allapottérnek ezen a részén
kdvetni kell (1) az iigényosztaly érkezési folyamatanak
a fazisat, (2) az i igényosztaly kiszolgalasi idejének a
fazisat, végil (3) a j igényosztaly érkezési folyamata-
nak a fazisat. Mivel mindharom esetben 2 fazisu elosz-
lasrol van sz6, ez eddig 8 allapotot jelent.

Ha megjelenik a j tipusu igény a rendszerben, a ki-
szolgalé kapacitasa aranyosan megoszlik, és az i igé-
nyosztalynak csdkkentett kapacitas jut. A jtipusd igény
megjelenése ezért a Markov-lancot az allapottér alsé
részébe viszi, ahol a kiszolgalas lassabb sebességgel
torténik. Ebben a részben kévetni kell az (1)-es és (2)-
es fazisokat, de a harmadik nyomon kévetendé dolog
a j igényosztaly aktiv periédus eloszlasanak a fazisa
lesz. Ez ismét 8 allapotot jelent. igy a teljes Markov-
lancnak dsszesen 16 allapota lesz.

Mar a 3. abrabdl is lathato, hogy ismét kvazi sziile-
tési-halalozasi folyamatot kapunk, melynek matrixblokk-
jai — az eddig leirtak alapjan — eképpen allnak éssze:
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Az irregularis 0. szint matrixai a kdvetezék:
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Mivel a fazisok szama kicsi (szintenként 16 allapot),
a klasszikus QBD megoldé algoritmusok nagyon gyor-
san (1 masodpercen beliil) képesek kiszamitani a telje-
sitményjellemzd&ket, kbz6ttik az esetlinkben fontos va-
rakozasi id6 momentumokat [6].

3. Numerikus eredmények
Hogy az eredmények hasznalhatésagat bemutassuk,

két példat allitottunk 6ssze. Az els6 esetben a két igény-
osztaly azonos mennyiségl munkat hoz a rendszerbe,
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mig a masodikban a 2-es tipusu igények tizszer annyi
kiszolgalasi id6t igényelnek, mint az 1-es tipusuak.

A példakban bemutatott gérbék nem csak a cikkben
ismertetett analitikus eljaras eredményeit tartalmazzak,
hanem a szimulacioval kapott eredményeket is, igy le-
mérhetd a kdzelitd eljaras pontossaga.

1. példa
A 4. és 5. abran a varakozasi id varhato értékét és
szorasat abrazoltuk, mikézben az 1-es osztaly terhelé-

sét (forgalmi intenzitasat) néveltiik. Amint varhaté volt,
a terhelés névekedésével a varhaté varakozasi idé né,
a relativ szérasnégyzet csokken.

A 6.-9. abrakon azt abrazoltuk, hogy milyen hatas-
sal van a varakozasi id6re, ha a kiszolgalasi idé, vagy
az érkezési id6 szorasat noveljik.

A bemutatott abrak alapjan elmondhatd, hogy a
szorasok ndvelése csak minimalis mértékben van ha-
tassal a masik igényosztaly vizsgalt teljesitményjellem-
z6bire.
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7. abra Varakozasi id6 relativ szérdsnégyzete
a kiszolgalasi id6
relativ szdorasnégyzetének fliggvényében

9. abra Vdarakozasi idé relativ szérasnégyzete
az érkezési id6k6zok
relativ szérasnégyzetének a fiiggvényében
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Atlagos varakozési idé
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11. abra Varakozdsi id6 relativ szérdasnégyzete
a forgalmi osztaly sulyanak fliggvényében

2. példa

Ebben a példadban a 2-es tipusu igények tizszer
annyi kiszolgalasi id6t igényelnek, mint az 1-es tipu-
suak.

A 12. és 13. abra a varakozasi id6 alakulasat mutat-
ja a terhelés figgvényében. Lathato, hogy még a 2-es
osztaly tllterhelése esetén is az 1-es tipusu igények
megkapjak a garantalt, sullyal csdkkentett kiszolgald
kapacitast, igy a varakozasi id6 nem né jelentésen.

A 14.-17. abrak az érkezési és kiszolgalasi id6k sz6-
rasanak hatasat szemiéltetik.

Ismét lathatd, hogy a 2-es tipusu igények varakoza-
si idejét nem befolyasolja az 1-es osztaly érkezési és ki-
szolgalasi idejének szoérasa. Igaz ugyan, hogy az ana-
litikus megoldas mutat egy kis 6sszefliggést, de a szi-
mulacié goérbéjétél valo tavolsag még mindig elfogad-
haté.

A 18. és 19. abran a varakozasi id6 két paraméterét
a sllyok beallitdsanak fliggvényében abrazoltuk.

A varhato varakozasi idd kozelitése j6, de a relativ
szorasnégyzet esetén itt tapasztaltuk a legnagyobb
kilénbséget a szimulacié és az analizis k6zétt (kb.
20%).
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4. Osszefoglalas

Ebben a cikkben egy kézelitd eljarast ismertetiink WFQ
rendszerek teljesitményvizsgalatara. A kozelités elvé-
nek bemutatasa utan klasszikus matrix-geometriai esz-
kdzodkkel oldottuk meg a felmerilé sorbanallas-elméleti
problémakat.

Mdédszerlink elénye, hogy nagyon kicsi a szamitasi-
génye, tovabba hogy az irodalomban latott korabbi meg-
oldasoknal altalanosabb, mivel az érkezési és kiszolga-
lasi id6kdz6knek nem csak a varhaté értékét, hanem a
szorasat is figyelembe veszi.

Két numerikus példan keresztul kimeritéen vizsgal-
tuk az eljaras pontossagat, minden lehetséges para-
méter fliggvényében. Az esetek nagy részében az
eredmények nagyon jol kdzelitették a szimulaci6 ered-
meényeit.

A legnagyobb eltérést (15-20%) a varakozasi id6 re-
lativ szérasnégyzetében tapasztaltuk, a varakozasi idé
varhat6 értékére azonban minden esetben j6 kézeli-
tést kaptunk.

12. 4bra Atlagos vérakozdsi id6
az érkezési intenzitas fliggvényében
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13. abra Varakozasi idé relativ szérasnégyzete

az érkezési intenzitas fiiggvényében
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Kétosztalyos WFQ kiszolgalas kézelit6 vizsgalata
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14. dbra Atlagos vdrakozési idé
az érkezési id6k6z6k
relativ szorasnégyzetének a fliggvényében

15. abra Vdrakozasi idé relativ szérasnégyzete
az érkezési id6kézdk
relativ szérasnégyzetének a fliggvényében
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16. dbra Atlagos vérakozési idé a kiszolgaldsi idé
relativ szérasnégyzetének a fliggvényében

18. dbra Atlagos vdrakozdsi idé
a forgalmi osztaly sulydnak fiiggvényében

17. abra Varakozasi id6 rel. szérasnégyzete a kiszolg. id6
relativ szérasnégyzetének a fliggvényében

19. dbra Varakozdasi id6 relativ szérasnégyzete
a forgalmi osztaly sulydnak fiiggvényében
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