
1. Bevezetés 

Végtelen kiszolgálóval rendelkezô sorbanállási model-
lek elôször a hagyományos telefonközpontok mérete-
zése során vetôdtek fel. A modellben Poisson folyamat
szerint érkezô telefonhívásokat fogadott és továbbított
a telefonközpont, ahol csak véges sok vonal állt ren-
delkezésre a hívások továbbítására. Ha ismerjük a te-
lefonközponton egyidôben átmenô hívások számának
stacionárius eloszlását, akkor meg tudjuk tervezni a ki-
menô vonalak számát úgy, hogy csak nagyon kicsi va-
lószínûsége legyen az érkezô hívások kapacitáshiány
miatti visszautasításának. 

A távközlési hálózatok fejlôdésével, a szolgáltatások
sokaságának megjelenésével az eredeti feladat általá-
nosítása is szükségessé vált. Az Internet forgalom sta-
tisztikai elemzése során kimutatták, hogy a Poisson fo-
lyamat sok esetben nem elég jó modell adathívások,
adatátviteli kapcsolatok érkezési folyamatának a leírá-
sára [3]. Másrészt, mint az ismertetésre kerülô példa is
mutatja, vannak esetek, mikor a stacionárius állapot leí-
rása nem elegendô kérdéseink megválaszolásához. 

A cikkben a Poisson folyamat általánosításaként az
úgynevezett Markov érkezési folyamatot [1] fogjuk al-
kalmazni. Az érkezéseket egy Markov lánc állapotai, il-
letve állapot-átmenetei befolyásolják. Mivel célunk az
volt, hogy a végtelen kiszolgálós sorbanállási rendsze-
rek tranziens viselkedésének lehetô legáltalánosabb
analitikus leírását adjuk, így a kiszolgálási idônek – a
hívások hosszának – az eloszlására is kellôképp gaz-
dag eloszláscsaládot választottunk. A cikkben fázis tí-
pusú eloszlásokat használunk, melyek elnyelô állapot-
tal rendelkezô Markov láncok abszorpcióig eltelô idejét
írják le. Ez az eloszláscsalád a gyakorlatban is jól hasz-
nálható, mivel ismert, hogy kellôen nagy állapotterû fá-
zis típusú eloszlással bármely eloszlást meg tudunk tet-
szôlegesen pontosan közelíteni [4]. 

A Markov érkezési folyamatok és fázis típusú tartási
idôk segítségével a feladat, bár nagyon általános, tel-

jes mértékben markovi maradt. Ez lehetôvé teszi a rend-
szer analitikus vizsgálatát nem csak stacionárius eset-
ben, hanem követni lehet a rendszer idôbeli változását
is, ami nagy elônyt jelent más – inkább a stacionárius
állapot leírására törekvô – módszerekkel szemben. A
rendszerben tartózkodó hívások számának momentu-
maira megadott idôfüggô differenciálegyenlet-rendszert
megoldjuk, és megmutatjuk, hogy a megoldás paramé-
terei hogyan függenek a bemeneti paraméterektôl. Meg-
jegyezzük, hogy a vizsgálatunk tárgyát képezô rendszer-
nél [5]-ben egy általánosabb esetet elemeznek, mi egy
eltérô, alkalmazás-központúbb megközelítést mutatunk. 

A számítási módszer segítségével egy gyakorlatban
felmerülô problémát oldunk meg. A feladat egy interne-
tes hírszolgáltató mûködéséhez kapcsolódik. Azt felté-
telezzük, hogy a hírszolgáltató a különbözô operációs
rendszerekkel és sokféle internetes böngészôvel ren-
delkezô felhasználóknak egységes külalakkal kívánja
a híreket megjeleníteni. Ezt úgy éri el, hogy amikor egy
felhasználó egy hírt kér a kiszolgálótól, akkor a kiszol-
gáló érzékeli a felhasználó beállítását. A rendelkezés-
re álló információk alapján egy konvertáló segítségével
elkészíti, majd elküldi a hírnek egy olyan változatát, ame-
lyet a beállításoknak megfelelôen formázott. A hírek
konvertálásának folyamatát írjuk le az ismertetett szá-
mítások segítségével. 

A cikk következô fejezetében definiáljuk a használt
matematikai eszközöket, majd ismertetjük a számítási
eljárás lényeges lépéseit. Ezek után bemutatjuk a gya-
korlati problémát, végül összefoglaljuk a cikket. Az írá-
sunk végén található függelékben pedig elméleti állítá-
saink bizonyításai olvashatók. 

2. Matematikai háttér 

Az alábbiakban röviden összefoglaljuk a Markov érke-
zési folyamatot (angol betûszóval: MAP). A téma rész-
letesebb tárgyalása [1]-ben található angol nyelven. 
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Ebben a cikkben egy végtelen sok kiszolgálóval rendelkezô sorbanállási rendszert vizsgálunk idôfüggô esetben, azaz nem

a stacionárius megoldását keressük, hanem a rendszerben lévô igények számát követjük nyomon az idô múlásának függvé-

nyében. A sorbanállási rendszerbe igények érkeznek egy nem stacionárius pontfolyamat szerint, és az igények kiszolgálása

is véletlen ideig tart. Ezt a nem stacionárius érkezési folyamatot egy Markov érkezési folyamatként adjuk meg. Az idôben vál-

tozó sorbanállási rendszer egy inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszerre vezet, melynek megoldását kiszámítjuk.

A számítási módszert egy gyakorlati példára – egy távközlési szolgáltatás vizsgálatára – alkalmazzuk. 



A Markov érkezési folyamat egy olyan egyszerû pont-
folyamat, amelynek érkezéseit egy folytonos idejû Mar-
kov folyamat befolyásolja. Tekintsünk egy sztochasztikus
folyamatot: 

ahol N(t) a (0,t) intervallumban történô érkezések
számát, míg J(t) a t idôpontban a folyamat „fázisát” je-
löli. Itt J(t) egy folytonos idejû Markov folyamat egy vé-
ges, M elemû állapottéren, N(t) pedig egy J(t)-tól függô
sztochasztikus folyamat. Az (N(⋅),J(⋅)) együttes szto-
chasztikus folyamat egy folytonos idejû Markov folya-
mat lesz az {(n,j) : n ≥0 , 1≤ j≤M} állapottéren, az alábbi
definíció szerint. 

Osszuk fel az {(n,j) : n ≥0 , 1≤ j≤M} állapotteret rész-
halmazokra: 

ahol k nemnegatív egész. Ekkor legyen Q mátrix az
(N(⋅),J(⋅)) folyamat infinitezimális generátor mátrixa az
alábbi definícióval: 

ahol 

Szemléletesen arról van szó, hogy a J(⋅) folytonos ide-
jû Markov folyamat infinitezimális generátor mátrixa D.
Ez a mátrix bomlik fel két mátrix összegére. Ezek közül
a D0 mátrix tartalmazza azokat az állapotátmeneteket,
ahol nem történik érkezés, míg D1 mátrix írja le azokat
az állapotátmeneteket, ahol történik érkezés, illetve szin-
tén D1 mátrix adja meg a feltételes Poisson folyamatok
érkezési intenzitását, amikor is nem vált állapotot a J(⋅)
folyamat, de érkezés történik. (A Markov érkezési folya-
matokat általánosíthatjuk nem egyszerû pontfolyama-
tokra is, azaz megengedhetünk egyszerre több érke-
zést is. Ekkor további Dn mátrixok írják le a csoportos ér-
kezéseket.) 

A Markov érkezési folyamatok egy speciális osztá-
lyát Markov-modulált Poisson folyamatoknak nevezzük.
A Markov-modulált Poisson folyamatok esetén a D1 mát-
rixnak csak a diagonálisában vannak nem nulla elemek,
azaz érkezés nem fordulhat elô, amikor a J(⋅) Markov
folyamat állapotot vált. A Markov-modulált Poisson fo-
lyamatok részletes összefoglalása [2]-ben található. 

Egy másik speciális osztály az úgynevezett PH felú-
jítási folyamatok osztálya. Ezek olyan felújítási folyama-
tok, melyek felújítási idôközének eloszlása PH (fázis tí-
pusú) eloszlás. A PH eloszlások tulajdonképpen külön-
bözô paraméterû Erlang eloszlások keverékei, de inkább

egy elnyelô állapottal rendelkezô Markov folyamatnak
az indítás és az elnyelôdés között eltelt idejeként defi-
niálják ôket. 

Ezen második definíciónak megfelelôen, a PH elosz-
lásokat egy (α,T) párral reprezentálhatjuk. Az α vektor
adja meg a tranziens állapotok eloszlását a Markov lánc
indításakor. A T mátrix pedig egy szubsztochasztikus
mátrix, azaz 

A T mátrix a lényeges része az elnyelô Markov folya-
matunk generátor mátrixának, ami a következôképpen
írható le: 

ahol 

A PH eloszlás eloszlásfüggvényét a következô mó-
don fejezhetjük ki az (α,T) pár segítségével: 

ahol az α vektorral fejezzük ki az elnyelô Markov lánc
kezdeti eloszlását. 

Ekkor D0 = T és D1= τα , vagyis a J(⋅) Markov folya-
mat állapottere megegyezik az elnyelô Markov folyamat
tranziens állapotaival. Amikor az elnyelôdés következ-
ne, akkor a Markov érkezési folyamatban érkezés tör-
ténik, és a J(⋅) folyamat újraindul α kezdeti eloszlással. 

3. Egy korlátlan számú kiszolgálóval
rendelkezô sorbanállási rendszer 
momentumai 

Tekintsünk egy olyan sorbanállási rendszert, melybe az
igények MAP folyamat szerint érkeznek, és végtelen sok
kiszolgáló egymástól függetlenül, párhuzamosan szol-
gálja ki az igényeket PH eloszlású kiszolgálási idôvel. A
cél a rendszerben egyidejûleg kiszolgálás alatt álló igé-
nyek számának meghatározása. 

Jelölje X(t) a kiszolgálás alatt lévô igények számát t
idôpontban és J(t) a MAP érkezési folyamat fázisát t+
idôpontban! Jelölje továbbá µ(K)(t) azt az M dimenziós
vektort, melynek i-ik koordinátája µi

(K)(t), ahol 

(1)

Azaz, itt µi
(K)(t) a kiszolgálás alatt lévô igények szá-

mának K-dik faktoriális momentuma, ha a rendszert az
i-dik fázisból indítjuk. 

A cél az, hogy számítsuk ki a fenti sorbanállási rend-
szer momentumainak idôbeli változásait leíró függvé-
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nyeket. Ezeket a függvényeket egy differenciálegyenlet-
rendszer határozza meg. A momentum függvények ki-
számításának módját a Függelékben ismertetett (10)-(16)
egyenletekbôl olvashatjuk le. A momentum függvények
lényegében 

illetve
alakú függvények lineáris kombinációi. Minél maga-

sabb momentum függvényt kívánunk kiszámítani, an-
nál több tagja van a függvényt megadó összegnek. Az
exponensek és a lineáris kombináció együtthatóinak a
kiszámítását a Függelékben ismertetjük. 

4. Gyakorlati példa 

Ebben a fejezetben egy példa segítségével vizsgáljuk a
momentumok gyakorlati kiszámításának lehetôségeit.
A példa egy hírszolgáltató mûködését vizsgálja. A hír-
szolgáltatás egy honlapon keresztül mûködik. A hírszol-
gáltató szervere érzékeli a felhasználók böngészôinek
típusát és az operációs rendszereket. A cél az, hogy a
lehetô legtöbb típusú operációs rendszeren futó külön-
féle böngészôkkel a lehetô legjobb minôségben jelen-
jenek meg a cikkek. (Tehát a képek mérete, felbontása,
a szöveg tördelése, a honlapon esetleg elôforduló ani-
mációk hasonlóképpen mutassanak a különféle típusú
számítógépeken.) 

A szolgáltatás mûködését az 1. ábrán illusztráljuk.
Célunk a konvertálási funkcionalitás vizsgálata egy

új hír megjelenésétôl egészen addig, amíg már az ösz-
szes lehetséges formátumban létezik a cikk. A felhasz-
nálók gyors kiszolgálása érdekében egyszerre több kon-
vertálás is elôfordulhat. Ha a konvertálók száma nem
elég nagy, akkor elôfordulhat az az eset, amikor az ösz-
szes konvertáló foglalt, és ezért a kiszolgáló nem ké-
pes egy új beállításokkal rendelkezô felhasználó kéré-
sét teljesíteni. A konvertálók száma viszont nem lehet
nagyon nagy sem, például azért, mert egy ilyen beren-
dezés drága. A feladat az, hogy megállapítsunk a fog-
lalt konvertálók számára egy olyan felsô korlátot, mely-
nél csak nagyon kicsi valószínûséggel lesz egyszerre
több foglalt. 

Az egyszerûség kedvéért feltételezzük, hogy a fel-
használók kérései Poisson folyamat szerint érkeznek,
bár ennél általánosabb eseteket is tudnánk kezelni. A
példában használt számadatok az illusztrációt szolgál-
ják, a gyakorlatban nem vizsgáltuk, hogy hányféle bön-
gészôvel olvasnak cikkeket a felhasználók, illetve azt
sem, hogy mennyi ideig tarthat egy konvertálás elvég-
zése egy valós számítógépen. Feltesszük tehát, hogy
összesen tízféle böngészôre van konvertáló eljárás, és
átlagosan másodpercenként 8 kérés érkezik. A konver-
táláshoz szükséges idô exponenciális eloszlású, és egy
konvertálás átlagosan 5 másodpercig tart. 

A tízféle böngészôtípus elôfordulási gyakoriságait és
a másodpercenként elôforduló kérések számát (érke-
zési intenzitás) az 1. táblázat foglalja össze: 

1. táblázat  

A 2. táblázatban látható, hogy a Markov érkezési fo-
lyamat állapotterének leírása számnégyesek segítségé-
vel lehetséges. Ezekkel a számnégyesekkel körülbelül
azt írjuk le, hogy melyik típusú felhasználó számára van
már a tárolóban megfelelô változat. 

2. táblázat
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1. ábra  A hírszolgáltatás mûködésének vázlata

A nyilak mellett i  számok jelzik az események idôrendjét: 

1. Mikor egy új cikk jelenik meg, 
akkor a hírszolgáltató elkészít egy alapváltozatot. 

2. Amint beérkezik egy üzenet valamely felhasználótól 
az új cikket kérendô, 

3. akkor a szolgáltató szervere átalakítja az alapváltozatot 
a felhasználó számára konvertált változattá. 

4. Mivel elôfordulhat, hogy késôbb lesz egy másik felhasználó 
hasonló beállí tásokkal, aki szintén erre a cikkre kíváncsi, 
ezért a konvertált változatot a szerver tárolja, így a továbbiakban
a konvertálást erre a beállításra már nem kell elvégezni. 

5. A tároló elküldi a kért változatot a kiszolgálónak,  
6. a kiszolgáló pedig továbbítja a cikket a felhasználónak.

Ha egy késôbbi felhasználó olyan típusú beállításokkal rendelkezik,
melyekre az anyagnak már létezik konvertált változata, 
akkor a kiszolgáló közvetlenül a tárolóhoz fordul a cikkért.
Megjegyezzük, hogy a konvertálók nem feltétlenül különálló 
számítógépek. Elôfordulhat, hogy a hírszolgáltató szervere végzi
a konvertálási feladatot különbözô programszálakon. 



A számnégyes tagjainak a jelentései sorrendben: 
1) Ha még nem történt konvertálás az 1. típusú 

felhasználók részére, akkor értéke 0, különben 1.
2) Ha még nem történt konvertálás a 2. típusú 

felhasználók részére, akkor értéke 0, különben 1. 
3) Itt számoljuk a 3.-5. típusú felhasználók számára

elvégzett konvertálásokat. Ez a tag 0 és 3 közötti
értékeket vehet fel. 
Itt fontos megjegyezni, hogy nem számít az,
hogy milyen sorrendben érkeztek a 3.-5. típusú
felhasználók, mivel gyakoriságaik egyformák. 

4) Itt számoljuk a 6.-10. típusú felhasználók
számára elvégzett konvertálásokat. 
Ez a tag 0 és 5 közötti értékeket vehet fel. 
Itt szintén azért elegendô egy számláló, 
mivel a 6.-10. típusú felhasználók gyakoriságai
megegyeznek, és ezért itt sem számít, 
hogy milyen sorrendben érkeztek. 

Az állapotok száma 2 ⋅ 2 ⋅ 4 ⋅ 6 = 96.
Az állapot átmenet csak olyan számnégyesek között

lehetséges, ahol csak egyetlen tag különbözik eggyel.
A kiinduló állapot a (0,0,0,0), vagyis ekkor még a tároló
üres. Az állapotátmeneteket a D1 96x96-os mátrixban
adjuk meg. A D1 mátrix elemeit az alábbi módon adjuk
meg. 

Ha a mátrixelemnek megfelelô állapotátmenet az 1.
típusú felhasználók részére történô konvertálást ír le,
akkor a mátrixelem értéke 8 ⋅ 0.21=1.68, ahogyan azt
az 1.táblázatban is láthatjuk az „Intenzitás” oszlopban.
A 2. típusú konvertálási igények beérkezéséhez tarto-
zó állapotátmenetek intenzitása 1.6. 

A 3.-5. típusú felhasználók esete egy kicsit különbö-
zik az elôzôektôl. Ezek érkezési intenzitása egyforma,
ezért az olyan átmeneteknél, ahol az állapotleíró szám-
négyes 3. tagja változik, elegendô csupán annyit szá-
mon tartani, hogy eddig hány konvertálást végeztünk el
a 3.-5. típusok számára. Az induláskor ugyanis 3 ⋅ 1.04
= 3.12 intenzitással jöhet kérés a 3.-5. típusok valame-
lyikétôl. Az elsô kérés után azonban már csak a meg-
maradó két típustól jöhet kérés, tehát az intenzitás le-
csökken 2 ⋅ 1.04 = 2.08-ra, míg ha már kettô típust ki-
szolgáltunk, akkor a megmaradó 3.-5. típusú kérés ér-
kezési intenzitása 1.04 lesz. 

A 6.-10. típusú kéréseket leíró állapot átmenetekre
ugyanazok vonatkoznak, mint a 3.-5. típusúak kéréseire
azzal a különbséggel, hogy a kezdeti intenzitás 5 ⋅ 0.32
= 1.6 lesz, és ez csökken le 0.32-re, amikor már csak 1
hiányzó típus marad. 

Ekkor a hír megjelenésétôl kezdve folyamatosan ér-
keznek a kérések a kiszolgálóhoz. Az elsô másodper-
cekben sorra érkeznek be olyan böngészôkrôl kérések,
amelyekre a hírnek még nem létezik konvertált változa-
ta. Ekkor van a konvertálóknak a legtöbb dolguk. Ami-
kor a leggyakrabban elôforduló beállításoknak megfe-
lelô változatok már elkészültek, akkor egyre kevesebb
konvertálásra van szükség. Ha 10 konvertáló áll rendelke-
zésre, akkor azonnal ki tudunk szolgálni minden igényt.
Azonban látni fogjuk, hogy ennél kevesebb konvertáló
is elegendô a feladat elvégzéséhez. 

Miután megkonstruáltuk a D0 és D1 mátrixokat, kiszá-
mítjuk a (6) egyenlethez szükséges V mátrixot, és ezzel
megkapjuk a differenciálegyenlet-rendszer homogén
részének a megoldását is. Megjegyezzük, hogy a D =
D0 + D1 mátrix minden sajátértéke valós és egyszeres.
A partikuláris megoldás felírásához elôször kiszámítjuk
a H(t) függvénybôl kiindulva a (7) egyenletben szereplô
ƒk(t) függvényeket, melyek (8)-as alakúak. Ezek után
felírhatjuk a ĉm(t) függvényeket (10) alapján. A jelen pél-
dában a –cm(t) függvények felírására nincs szükség. Vé-
gül pedig a momentum függvények a homogén rész és
a partikuláris megoldás összegeként állnak elô (15)-ben. 

A 2. ábrán az egyszerre foglalt konvertálók átlagos
számának idôbeli változását láthatjuk. Az is látható az
ábrán, hogy a legnagyobb foglaltság a hír megjelené-
se után körülbelül 0.75 másodperccel következik be. 

2. ábra  
A foglalt konvertálók átlagos számának alakulása 

röviddel egy új hír megjelenése után

Annak érdekében, hogy egy olyan korlátot állapít-
hassunk meg, melynél több foglalt konvertáló elôfordu-
lásának a valószínûsége kicsi, kiértékeljük a párhuza-
mosan futó konvertálások számának momentumait az
új hír megjelenése után 0.75 másodperccel. Ekkor azt
feltételezzük, hogy tetszôleges számú konvertáló áll a
rendelkezésünkre. A 3. táblázat tartalmazza az ered-
ményeket: 

3. táblázat
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Mivel legfeljebb 10 párhuzamos konvertálás fordul-
hat elô, így az elsô 10 momentum segítségével egy-
szerûen kiszámítható a párhuzamos konvertálások szá-
mának az eloszlása egy Vandermonde típusú mátrix
segítségével [10]. A 4. táblázatban azt láthatjuk, hogy
milyen valószínûséggel lép túl a párhuzamos konvertá-
lások száma (N) különbözô korlátokat, amelyeket n-el
jelöltünk. 

4. táblázat  
A párhuzamosan futó konvertálások

számának eloszlása a hír megjelenése
után 0.75 másodperccel

Ha a tervezés során 1 ezrelék alá
szeretnénk csökkenteni annak a való-
színûségét, hogy a foglalt konvertá-
lók, illetve párhuzamosan futó prog-
ramszálak száma meghaladja a ren-
delkezésre álló kapacitásokat, a táb-
lázatból megállapíthatjuk, hogy 10
konvertáló helyett elegendô csupán
5 konvertáló, illetve ennek megfelelô
processzorteljesítmény használata,
mivel annak valószínûsége, hogy több,
mint 5-re lenne szükség 5 ⋅ 10–4.

5. Összefoglalás 

Jelen cikkben egy végtelen számú kiszolgálóval rendel-
kezô (Kendall jelölésével MAP/PH/∞) sorbanállási rend-
szer tranziens viselkedését vizsgáltuk analitikus eszkö-
zök segítségével. A sorbanállási rendszer momentu-
maira egy differenciálegyenlet-rendszert adtunk meg,
melynek megtaláltuk az idôfüggô megoldását. A sor-
ban tartózkodó igények számának átlagát, szórásnégy-
zetét illetve magasabb momentumait felhasználva meg-
kaptuk a sorban tartózkodó igények számának az elosz-
lását is, szintén az eltelt idô függvényében. 

A számítási módszer hasznosságát egy gyakorlati
példán keresztül mutattuk be. A példa egy internetes
hírszolgáltatás lehetséges mûködésérôl szól. A hírszol-
gáltató minden hírt testre szab a különbözô beállítások-
kal rendelkezô elôfizetôi csoportok számára. Ez a folya-
mat azonban idôigényes, és elôfordulhat, hogy egy
idôben több elôfizetônek is konvertálni kell a hírt. Az
analitikus modell segítségével kiszámítjuk az egy idôben
szükséges konvertálások számát, és egy felsô korlátot
adunk erre, amelyet a rendszer nagy valószínûséggel
nem lép túl. A korlát pedig megadja a szolgáltatás za-
vartalan mûködéséhez szükséges számítási kapacitás
nagyságát. 

Mind az elméleti, mind a gyakorlati példához kapcso-
lódóan vannak további kutatási lehetôségek. 

A momentumok kiszámításakor feltételeztük, hogy a
rendszer az indulás pillanatában nem szolgál ki egyet-
len igényt sem. Ezt a (2) illetve (3) egyenletekkel leírt
differenciálegyenlet-rendszer kezdeti feltételeinél rögzí-
tettük. Feltételezhetjük azonban azt is, hogy induláskor
a rendszerben véletlen számú igény van. Az igények

számának eloszlása ismeretében meghatározhatjuk a
faktoriális momentumaikat, és ezek a momentumok lesz-
nek a differenciálegyenlet-rendszer kezdeti feltételei. 

A gyakorlati példában felmerül az a probléma, hogy
nagyszámú és sokféle lehetséges beállítási típusnál a
Markov érkezési folyamat állapottere igen nagy lesz, és
emiatt a számítás futási ideje jelentôs mértékben meg-
nô. A példában megjelenô Markov érkezési folyamat
azonban tulajdonképpen hasonló struktúrájú független
Markov érkezési folyamatok szuperponáltja, így a számí-
tások egy elemi esetre egyszerûsíthetôk le, mely szin-
tén analitikusan kezelhetô, és ezzel a számítási igény
csökkenthetô. 

További problémát kaphatunk a gyakorlati példa mó-
dosításával. Tegyük fel, hogy egyetlen konvertáló esz-
közünk van, és a konvertálási kéréseket egy FIFO sor-
ban tároljuk, amíg kiszolgálásra nem kerülnek. A prob-
léma ekkor egy véges számú kiszolgálóval rendelkezô
sorbanállási rendszerre vezethetô vissza. Ebben az
esetben más matematikai eszközöket felhasználó ana-
litikus vizsgálatokra van lehetôségünk. 

6. Függelék 

[6] alapján a következô differenciálegyenlet-rendszert
adhatjuk meg a µ(K)(t) vektorokra: 

(2)

és K ≥ 2 esetén (3)

Itt a kiszolgálási idô eloszlásfüggvénye H(t), valamint
1] az 1-ekbôl álló M dimenziós oszlopvektor. A beveze-
tôben megjegyeztük, hogy a vizsgálatunk tárgyát ké-
pezô rendszernél [5]-ben egy általánosabb esetet tár-
gyalnak. [5]-ben a rendszer idôfüggô momentum-gene-
ráló függvényét közvetlenül adják meg, míg mi a diffe-
renciálegyenlet-rendszert megoldva kapjuk meg mo-
mentumok függvényeit az idôfüggô generátorfüggvény
felhasználása nélkül. 

Látható, hogy a (2) egyenlet megoldásából a maga-
sabb momentumok iteratív módon számolhatóak a (3)
egyenlet felhasználásával. 

Bár nem tartozik ezen cikk szûken vett témakörébe,
megjegyezzük, hogy faktoriális momentumok aszimpto-
tikus viselkedésére a következô tételt mondják ki [6]-ban:

1. Tétel: Ha az igények kiszolgálási idejének az
átlaga véges (µ = ∫0

∞(1–H (t))dt < ∞), 
akkor a µ(K)(t) vektor egy cKe=(cK,...,cK) vektorhoz
konvergál K ≥ 1,t → ∞ esetén.

A tételbôl látható tehát, hogy véges várható értékû
kiszolgálási idô esetén a faktoriális momentumok t → ∞
határértéke független a kezdeti állapottól. 

[6] cikk szerzôi a (2) és (3) differenciálegyenletekre
numerikus megoldást javasoltak. Megkaphatjuk azon-
ban az egzakt megoldást is, ha feltételezzük, hogy az
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igények kiszolgálási ideje PH eloszlású, vagyis felírható
különbözô paraméterû Erlang eloszlások kevertjeként.
Azaz feltételezzük, hogy H (t) a következô alakban ír-
ható fel: 

(4)

ahol  I ≥ 1, Ji ≥ 0, βi ≥ 0. 
A megoldás az elsôrendû inhomogén lineáris diffe-

renciálegyenletek szokásos megoldási menetét követi
(részletek: [7,8]). Az (1) egyenlettel definiált faktoriális
momentumok felírhatóak az egyenlet homogén részé-
nek általános megoldása és az inhomogén rész parti-
kuláris megoldása összegeként. Mivel a D0 és D1 mát-
rixok konstansok, a homogén rész megoldása az összes
momentum esetében ugyanaz. A K-ik momentumra vo-
natkozó differenciálegyenlet inhomogén részének meg-
oldása viszont a (K-1)-ik momentumtól függ (K ≥ 2). Elô-
ször kiszámítjuk a megoldást µ(1)(t)-re, majd a bemuta-
tott módszert alkalmazva kaphatjuk meg a megoldást a
magasabb momentumokra. 

A (2) egyenlet megoldásának elsô lépése a homo-
gén rész megoldása: 

(5)

A megoldás exponenciális függvények 
lineáris kombinációjaként adható meg:

(6)

Itt az MxM-es V mátrix a D mátrixot Jordan alakúra
hozó hasonlósági transzformáció mátrixa (oszlopai az
D mátrix általánosított jobboldali sajátvektorai). Ha a D
mátrix minden sajátértéke egyszeres, akkor a V mátrix
oszlopai a D mátrix sajátvektorai, az rm számok a saját-
vektorokhoz tartozó sajátértékek. A cm-ek pedig meg-
határozandó ismeretlenek. 

A D mátrix sztochasztikusságából azonnal követke-
zik az alábbi tétel:

2. Tétel: A D mátrixnak a 0 az egyik sajátértéke és
az összes sajátértékének a valós része nem pozitív.

Mivel a 0 is egy sajátértéke D-nek, így a homogén
rész megoldásában van egy tag, amelyik nem függ t-
tôl. Ez a tag marad meg t → ∞ esetén. Az általánosság
megtartása mellett tegyük fel, hogy r1=0. 

A D valós együtthatós mátrix komplex sajátértékei
konjugált párokat alkotnak. Emiatt azonban a további-
akban megjelenô egyenletek komplex együtthatói is kon-
jugált párokba rendezhetôek, így a végeredményben a
képzetes részek kiegyenlítik egymást. Ennek részletes
ellenôrzésével ebben a cikkben nem foglalkozunk. 

Abban az esetben, ha valamelyik sajátérték több-
szörös, akkor a µn

(1)(H)(t) függvény felírásában az ermt

együtthatói között t szerinti polinom függvények is meg-
jelennek, 

de a megoldási módszer lényegében változatlan
marad. 

A differenciálegyenlet-rendszer általános megoldá-
sának a felírásához szükség van egy partikuláris meg-
oldásra is. Ezt az állandók variálásának módszerével
kaphatjuk meg, azaz tekintsük a homogén megoldás
cm együtthatóit t szerinti függvényeknek. 

(7)

ahol 

Az ƒk(t) függvény általános formája a következô: 

(8)

Ha a (2) egyenlet partikuláris megoldását keressük,
akkor az ƒk(t) (8)-beli kifejezésében ϒi ,k=βi  minden k-ra.
Megjegyezzük, hogy a magasabb momentum függvé-
nyek egyre több tagból állnak. Amint azt látni lehet a
(3) egyenlet inhomogén részén, a ϒi,k exponensek és
a βj  exponensek összegei adják meg a ϒl,k+1 exponen-
seket. 

A cm(t) (1≤ m ≤ M) függvények deriváltjait kifejezhet-
jük az ƒk(t) függvényekkel és a V mátrix inverzével. Je-
lölje A = V–1 a V mátrix inverzét! Ekkor a (7) egyenletet
megoldva -re kapjuk a következô kifejezést: 

(9)

A cm(t) függvényt a (9) egyenlet integrálásával kap-
hatjuk meg. Itt az integrálás során az összeg különbö-
zô t-tôl függô tagjait a következô séma szerint kaphat-
juk meg: 

és 

Egy partikuláris megoldásnál elegendô az integrá-
lás során kapott konstanst 0-nak venni, a cm(t) függvé-
nyeket a következô alakban írhatjuk fel (10): 

itt =ϒi ,k+ rm. Ha valamely i és k indexekre =0,
akkor az ehhez tartozó cm(t) függvények a következô
alakúak: 

(11)

Ekkor a partikuláris megoldás n-ik komponensét ĉm(t)
és c–m(t) függvényekbôl kaphatjuk meg: 

(12)

(13)
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és a teljes partikuláris megoldás pedig 

(14)

ahol 1 ≤ n ≤ M.
Megjegyezzük, hogy mind             , mind 

0-hoz konvergál t → ∞ esetén. 
Miután megkaptuk az elsô momentumra vonatkozó

differenciálegyenlet homogén részének a megoldását 
( ) és egy partikuláris megoldását (             ) is,
így az általános megoldást szintén megkaptuk. 

(15)

A (6) egyenletben található cm együtthatók megha-
tározásához a (2) egyenlet kezdeti feltételét használ-
hatjuk, azaz 

Jelölje c = [c1,c2,...,cm] az együtthatók vektorát. Ekkor
ismételten az A = V–1 jelölést használva a konstanso-
kat a 

(16)

egyenletbôl kaphatjuk meg. 
Mivel az egyenletrendszer általános alakjában az

(n+2)-dik momentumra vonatkozó egyenletet ugyanúgy
vezettük vissza az (n+1)-dik momentum függvényére,
mint ahogyan az (n+1)-dik momentumra vonatkozó e-
gyenletet az n-dik momentum függvényére, a momen-
tum függvényeket iteratív úton kaphatjuk meg a (3)
egyenlet jobb oldalába való behelyettesítéssel. 

Megjegyezzük, hogy a momentum függvények tulaj-
donképpen a faktoriális momentumokat adják meg. Az
eredeti momentumokat a másodfajú Stirling számok (∆i,n)
segítségével kaphatjuk meg: 

∆i,n meghatározására pedig találhatunk egy rekurzív
kifejezést [9] 5.2 fejezetében. 

A gyakorlatban az iterációs lépések során csak szor-
zást és összeadást végzünk. Ekkor az (n+1)-ik momen-
tum függvényben szereplô ϒi,k és α(k)

i,j  konstansokat ál-
lítjuk elô az n momentum függvény ismeretében. Saj-
nos tetszôlegesen nagy momentum függvényeket nem
tudunk meghatározni, mivel az iterációs lépések során
a ϒi,k és α(k)

i,j  konstansok száma nem korlátos. 
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