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Ebben a cikkben egy végtelen sok kiszolgaléval rendelkezé sorbanallasi rendszert vizsgalunk idéfliggé esetben, azaz nem
a staciondrius megolddsat keressiik, hanem a rendszerben 1év6 igények szamat kévetjik nyomon az idé mulasanak figgvé-
nyében. A sorbanalldsi rendszerbe igények érkeznek egy nem staciondrius pontfolyamat szerint, és az igények kiszolgéalasa
is véletlen ideig tart. Ezt a nem staciondrius érkezési folyamatot egy Markov érkezési folyamatként adjuk meg. Az id6ben val-
tozd sorbanalldsi rendszer egy inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszerre vezet, melynek megoldasat kiszamitjuk.

A szamitdsi médszert egy gyakorlati példara — egy tavkézlési szolgaltatas vizsgalatara — alkalmazzuk.

1. Bevezetés

Végtelen kiszolgaléval rendelkezd sorbanallasi model-
lek el6szdr a hagyomanyos telefonkézpontok mérete-
zése soran vetddtek fel. A modellben Poisson folyamat
szerint érkezd telefonhivasokat fogadott és tovabbitott
a telefonkdzpont, ahol csak véges sok vonal allt ren-
delkezésre a hivasok tovabbitasara. Ha ismerjik a te-
lefonk&zponton egyid6ben atmend hivasok szamanak
stacionarius eloszlasat, akkor meg tudjuk tervezni a ki-
mend vonalak szamat ugy, hogy csak nagyon kicsi va-
I6szinlisége legyen az érkez6 hivasok kapacitashiany
miatti visszautasitasanak.

A tavkozlési haldzatok fejlédésével, a szolgaltatasok
sokasaganak megjelenésével az eredeti feladat altala-
nositasa is sziikségessé valt. Az Internet forgalom sta-
tisztikai elemzése soran kimutattak, hogy a Poisson fo-
lyamat sok esetben nem elég j6 modell adathivasok,
adatatviteli kapcsolatok érkezési folyamatanak a leira-
sara [3]. Masrészt, mint az ismertetésre ker(l6 példa is
mutatja, vannak esetek, mikor a stacionarius allapot lei-
rasa nem elegend6 kérdéseink megvalaszolasdhoz.

A cikkben a Poisson folyamat altalanositasaként az
ugynevezett Markov érkezési folyamatot [1] fogjuk al-
kalmazni. Az érkezéseket egy Markov lanc allapotai, il-
letve allapot-atmenetei befolyasoljak. Mivel célunk az
volt, hogy a végtelen kiszolgalds sorbanallasi rendsze-
rek tranziens viselkedésének lehetd legaltalanosabb
analitikus leirasat adjuk, igy a kiszolgalasi idének — a
hivasok hosszanak — az eloszlasara is kell6képp gaz-
dag eloszlascsaladot valasztottunk. A cikkben fazis ti-
pusU eloszlasokat hasznalunk, melyek elnyel6 allapot-
tal rendelkezd Markov lancok abszorpcidig elteld idejét
irjak le. Ez az eloszlascsalad a gyakorlatban is j6l hasz-
nalhat6, mivel ismert, hogy kell6en nagy allapotterd fa-
zis tipusu eloszlassal barmely eloszlast meg tudunk tet-
sz6legesen pontosan kodzeliteni [4].

A Markov érkezési folyamatok és fazis tipusu tartasi
id6k segitségével a feladat, bar nagyon altalanos, tel-
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jes mértékben markovi maradt. Ez lehetévé teszi a rend-
szer analitikus vizsgalatat nem csak stacionarius eset-
ben, hanem kévetni lehet a rendszer id6beli valtozasat
is, ami nagy el6nyt jelent mas — inkabb a stacionarius
allapot leirasara térekvé — modszerekkel szemben. A
rendszerben tarté6zkoddé hivasok szamanak momentu-
maira megadott id6éfliggé differencialegyenlet-rendszert
megoldjuk, és megmutatjuk, hogy a megoldas paramé-
terei hogyan fliggenek a bemeneti paraméterektdl. Meg-
jegyezzik, hogy a vizsgalatunk targyat képezé rendszer-
nél [5]-ben egy altalanosabb esetet elemeznek, mi egy
eltérd, alkalmazas-kézpontubb megkdzelitést mutatunk.

A szamitasi modszer segitségével egy gyakorlatban
felmer(il6 problémat oldunk meg. A feladat egy interne-
tes hirszolgéaltaté mikddéséhez kapcsolddik. Azt felté-
telezzlik, hogy a hirszolgaltaté a kiilénbz6 operacids
rendszerekkel és sokféle internetes bongészdvel ren-
delkez6 felhasznaloknak egységes kilalakkal kivanja
a hireket megjeleniteni. Ezt ugy éri el, hogy amikor egy
felhasznald egy hirt kér a kiszolgal6tdl, akkor a kiszol-
galo érzékeli a felhasznald beallitasat. A rendelkezés-
re allé informaciok alapjan egy konvertald segitségével
elkésziti, majd elkildi a hirnek egy olyan valtozatat, ame-
lyet a beadllitasoknak megfeleléen formazott. A hirek
konvertalasanak folyamatat irjuk le az ismertetett sza-
mitasok segitségével.

A cikk kdvetkezd fejezetében definialjuk a hasznalt
matematikai eszkdzoket, majd ismertetjik a szamitasi
eljaras Iényeges lépéseit. Ezek utan bemutatjuk a gya-
korlati problémat, végll dsszefoglaljuk a cikket. Az ira-
sunk végén talalhaté fliggelékben pedig elméleti allita-
saink bizonyitasai olvashaték.

2. Matematikai hattér
Az alabbiakban rdviden dsszefoglaljuk a Markov érke-

zési folyamatot (angol betlszéval: MAP). A téma rész-
letesebb targyalasa [1]-ben talalhaté angol nyelven.
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A Markov érkezési folyamat egy olyan egyszerd pont-
folyamat, amelynek érkezéseit egy folytonos idejd Mar-
kov folyamat befolyasolja. Tekintsiink egy sztochasztikus

fo|yamatot: {(N(f), J(t)) it= 0}1

ahol N(t) a (0,f) intervallumban tértén6 érkezések
szamat, mig J(t) a t id6pontban a folyamat ,fazisat” je-
16li. 1tt J(f) egy folytonos idejd Markov folyamat egy vé-
ges, Melem( allapottéren, N(t) pedig egy J(f)-tol fliggb
sztochasztikus folyamat. Az (N(D,J()) egylttes szto-
chasztikus folyamat egy folytonos idejli Markov folya-
mat lesz az {(n,j):n=0,1<j<M} allapottéren, az alabbi
definici6 szerint.

Osszuk fel az {(n,j):n=0, 1<j<M} allapotteret rész-

halmazokra:
I(k) = {(k,1),(k.2),...,(k,M)},

ahol k nemnegativ egész. Ekkor legyen Q matrix az
(N(),J(Q) folyamat infinitezimalis generator matrixa az
alabbi definicidval:

D, D, 0 0
0 D, D 0
Q=0 0 D, D,
0 0 0 D,
ahol L : ; : ]
. D0 és D1 MxM -es matrixok,

Dlzo,

[DO];_J:-O. l<i=j=<M, és [DO];',:'S 0,1=i=M,

D=D 0+D lmétrix sztochasztikus,

vagyis minden sordsszege 0.

Szemléletesen arrol van szé, hogy a J([Jfolytonos ide-
ji Markov folyamat infinitezimalis generator matrixa D.
Ez a matrix bomlik fel két matrix 6sszegére. Ezek kdzdl
a D, métrix tartalmazza azokat az allapotatmeneteket,
ahol nem térténik érkezés, mig D, matrix irja le azokat
az allapotatmeneteket, ahol torténik érkezés, illetve szin-
tén D, matrix adja meg a feltételes Poisson folyamatok
érkezési intenzitasat, amikor is nem valt allapotot a J(I)
folyamat, de érkezés torténik. (A Markov érkezési folya-
matokat altalanosithatjuk nem egyszerd pontfolyama-
tokra is, azaz megengedhetiink egyszerre tébb érke-
zést is. Ekkor tovabbi D, matrixok irjak le a csoportos ér-
kezéseket.)

A Markov érkezési folyamatok egy specidlis oszta-
lyat Markov-modulalt Poisson folyamatoknak nevezziik.
A Markov-modulalt Poisson folyamatok esetén a D; mat-
rixnak csak a diagonalisdban vannak nem nulla elemek,
azaz érkezés nem fordulhat el§, amikor a J() Markov
folyamat allapotot valt. A Markov-modulalt Poisson fo-
lyamatok részletes 6sszefoglalasa [2]-ben talalhaté.

Egy masik specialis osztaly az ugynevezett PH felu-
jitasi folyamatok osztalya. Ezek olyan feldjitasi folyama-
tok, melyek felljitasi id6kdzének eloszlasa PH (fazis ti-
pusu) eloszlas. A PH eloszlasok tulajdonképpen kuldn-
b6z8 paraméter( Erlang eloszlasok keverékei, de inkabb
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egy elnyeld allapottal rendelkez6 Markov folyamatnak
az indités és az elnyel6dés kdzott eltelt idejeként defi-
nialjak 6ket.

Ezen masodik definicidnak megfelel6en, a PH elosz-
lasokat egy (a,T) parral reprezentalhatjuk. Az a vektor
adja meg a tranziens allapotok eloszlasat a Markov lanc
inditasakor. A T matrix pedig egy szubsztochasztikus
matrix, azaz

e T invertalhato matrix,
. [T]”:,»O.] <i=j=<M, és [T]“.s 0.1sisM,
¢ T matrix sordsszege nem pozitiv.

AT matrix a Iényeges része az elnyel6 Markov folya-
matunk generator matrixanak, ami a kévetkez6képpen

irhaté le: T
0 of

ahol 1

r=-TI, 1=
1

A PH eloszlas eloszlasfliggvényét a kovetkezé mo-
don fejezhetjik ki az (a,T) par segitségével:

F(t)=1-ce" I,

ahol az o vektorral fejezziik ki az elnyel§ Markov lanc
kezdeti eloszlasat.

Ekkor D, =T és Dy= 10, vagyis a J(I[) Markov folya-
mat allapottere megegyezik az elnyeld Markov folyamat
tranziens allapotaival. Amikor az elnyel6dés kévetkez-
ne, akkor a Markov érkezési folyamatban érkezés tor-
ténik, és a J(Ifolyamat Ujraindul a kezdeti eloszlassal.

3. Egy korlatlan szamu kiszolgaléval
rendelkezd sorbanallasi rendszer
momentumai

Tekintsiink egy olyan sorbanallasi rendszert, melybe az
igények MAP folyamat szerint érkeznek, és végtelen sok
kiszolgaldé egymastdl fuggetlenil, parhuzamosan szol-
galja ki az igényeket PH eloszlasu kiszolgalasi id6vel. A
cél a rendszerben egyidejlileg kiszolgalas alatt all6 igé-
nyek szamanak meghatarozasa.

Jeldlje X(f) a kiszolgalas alatt Iévé igények szamat t
idépontban és J(t) a MAP érkezési folyamat fazisat t+
idépontban! Jeldlje tovabba LK(f) azt az M dimenzids
vektort, melynek Fik koordinataja pK\(t), ahol

1 & ()= E[X¥)(1) | (0)=0,7(0)= ],
K21,1<i<M, (1)
XE)= X x@)-1] - [x()-K +1]

Azaz, itt yK)(f) a kiszolgalas alatt [évé igények sza-
manak K-dik faktoridlis momentuma, ha a rendszert az
dik fazisbol inditjuk.

A cél az, hogy szamitsuk ki a fenti sorbanallasi rend-
szer momentumainak idébeli valtozasait leird fliggvé-
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nyeket. Ezeket a fliggvényeket egy differencidlegyenlet-
rendszer hatdrozza meg. A momentum fliggvények ki-
szamitasanak madjat a Fliggelékben ismertetett (10)-(16)
egyenletekbdl olvashatjuk le. A momentum fliggvények
Iényegében
t'e™, lletve tle™

alaku fuggvények linearis kombinaciéi. Minél maga-
sabb momentum fliggvényt kivanunk kiszamitani, an-
nal tobb tagja van a fliggvényt megadd 6sszegnek. Az
exponensek és a linearis kombinaci6 egyitthatéinak a
kiszamitasat a Fliggelékben ismertetjiik.

4. Gyakorlati példa

Ebben a fejezetben egy példa segitségével vizsgaljuk a
momentumok gyakorlati kiszamitasanak lehet8ségeit.
A példa egy hirszolgaltat6 mikodését vizsgalja. A hir-
szolgaltatas egy honlapon keresztil miikédik. A hirszol-
galtaté szervere érzékeli a felhasznalék béngészbinek
tipusat és az operacios rendszereket. A cél az, hogy a
lehetd legtdbb tipusu operacids rendszeren futé kilén-
féle bongészbkkel a lehetd legjobb mindségben jelen-
jenek meg a cikkek. (Tehat a képek mérete, felbontasa,
a szbveg térdelése, a honlapon esetleg eléfordulé ani-
macidk hasonléképpen mutassanak a kildnféle tipusu
szamitogépeken.)

A szolgéltatds miikddését az 1. dbran illusztraljuk.

Célunk a konvertalasi funkcionalitas vizsgalata egy
Uj hir megjelenésétdl egészen addig, amig mar az 6sz-
szes lehetséges formatumban létezik a cikk. A felhasz-
naldk gyors kiszolgalasa érdekében egyszerre tébb kon-
vertalas is eléfordulhat. Ha a konvertalék szama nem
elég nagy, akkor el6fordulhat az az eset, amikor az &sz-
szes konvertal6 foglalt, és ezért a kiszolgalé nem ké-
pes egy Uj beallitasokkal rendelkezd felhasznal6 kéré-
sét teljesiteni. A konvertalok szama viszont nem lehet
nagyon nagy sem, példaul azért, mert egy ilyen beren-
dezés draga. A feladat az, hogy megallapitsunk a fog-
lalt konvertalék szamara egy olyan fels6 korlatot, mely-
nél csak nagyon kicsi valészinliséggel lesz egyszerre
tébb foglalt.

Az egyszerliség kedvéeért feltételezziik, hogy a fel-
hasznaldk kérései Poisson folyamat szerint érkeznek,
bar ennél altalanosabb eseteket is tudnank kezelni. A
példaban hasznalt szdmadatok az illusztraciét szolgal-
jak, a gyakorlatban nem vizsgaltuk, hogy hanyféle bén-
gészbvel olvasnak cikkeket a felhasznaldk, illetve azt
sem, hogy mennyi ideig tarthat egy konvertalas elvég-
zése egy valds szamitdgépen. Feltessziik tehat, hogy
bsszesen tizféle bédngészére van konvertalé eljaras, és
atlagosan masodpercenként 8 kérés érkezik. A konver-
talashoz sziikséges idé exponencialis eloszlasu, és egy
konvertalas atlagosan 5 masodpercig tart.

H(t)y=1-¢ °.
A tizféle bongészébtipus el6fordulasi gyakorisagait és

a masodpercenként eléforduld kérések szamat (érke-
zési intenzitas) az 1. tablazat foglalja dssze:

Tipus  Gyakorisdg Intenzitds
1. tipus 21% 1.68

2. tipus 20% 1.6

3. tipus 13% 1.04

4. tipus 13% 1.04

5. tipus 13% 1.04
6.tipus 4% 0.32

7. tipus 4% 0.32

8. tipus 4% 0.32

9. tipus 4% 0.32
10. tipus 4% 0.32 1. tablazat

A 2. tablazatban lathato, hogy a Markov érkezési fo-
lyamat allapotterének leirasa szamnégyesek segitségé-
vel lehetséges. Ezekkel a szamnégyesekkel korllbell
azt irjuk le, hogy melyik tipusu felhasznalé szamara van
mar a taroléban megfeleld valtozat.

Gyakorisag  Tipusok Intenzitas
21% 1. 1.68
20% 2. 1.6
13% 3.4.5. 1.04 o
2. tablazat
4% 6.7.8.9.,10. 032
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A nyilak melletti szamok jelzik az események idérendjét:

1.

2.

3.

4.

5.
6.

Mikor egy uj cikk jelenik meg,

akkor a hirszolgdltato elkészit egy alapvaltozatot.

Amint beérkezik egy lzenet valamely felhasznaldétol

az uj cikket kérendé,

akkor a szolgdltaté szervere dtalakitja az alapvaltozatot

a felhasznald szamara konvertalt valtozatta.

Mivel el6fordulhat, hogy késébb lesz egy masik felhasznald
hasonlé beallitasokkal, aki szintén erre a cikkre kivancsi,
ezért a konvertalt valtozatot a szerver tarolja, igy a tovabbiakban
a konvertalast erre a bedllitasra mar nem kell elvégezni.

A tarolo elkiildi a kért valtozatot a kiszolgdlonak,

a kiszolgald pedig tovabbitja a cikket a felhasznédlénak.

Ha egy késébbi felhasznald olyan tipusu bedllitasokkal rendelkezik,
melyekre az anyagnak mar létezik konvertalt valtozata,

akkor a kiszolgalé kézvetlenil a tarolohoz fordul a cikkért.
Megjegyezziik, hogy a konvertalék nem feltétlenil kiilénallé
szamitogépek. El6fordulhat, hogy a hirszolgaltaté szervere végzi
a konvertalasi feladatot kiil6nbézé programszalakon.
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A szamnégyes tagjainak a jelentései sorrendben:

1) Ha még nem tértént konvertalas az 1. tipusu
felhasznaldk részére, akkor értéke 0, kiilénben 1.

2) Ha még nem tértént konvertalas a 2. tipusu
felhasznaldk részére, akkor értéke 0, kiilénben 1.

3) lit szamoljuk a 3.-5. tipusu felhasznaldk szamara
elvégzett konvertalasokat. Ez a tag 0 és 3 kdzotti
értékeket vehet fel.
Itt fontos megjegyezni, hogy nem szamit az,
hogy milyen sorrendben érkeztek a 3.-5. tipusu
felhasznalok, mivel gyakorisagaik egyformak.

4) It szamoljuk a 6.-10. tipusu felhasznalok

szamara elvégzett konvertalasokat.

Ez atag 0 és 5 kozotti értékeket vehet fel.

Itt szintén azért elegend6 egy szamlalo,

mivel a 6.-10. tipusu felhasznalék gyakorisagai
megegyeznek, és ezért itt sem szamit,

hogy milyen sorrendben érkeztek.

Az allapotok szama 2 [ [# [6 = 96.

Az allapot atmenet csak olyan szamnégyesek kozott
lehetséges, ahol csak egyetlen tag kildnbézik eggyel.
A kiindulé allapot a (0,0,0,0), vagyis ekkor még a tarold
res. Az allapotatmeneteket a D; 96x96-0s matrixban
adjuk meg. A D, matrix elemeit az alabbi médon adjuk
meg.

Ha a matrixelemnek megfelel§ allapotatmenet az 1.
tipusu felhasznaldk részére torténé konvertalast ir le,
akkor a matrixelem értéke 8 (0.21=1.68, ahogyan azt
az 1.tdblazatban is lathatjuk az ,Intenzitas” oszlopban.
A 2. tipusu konvertalasi igények beérkezéséhez tarto-
z6 allapotatmenetek intenzitdsa 1.6.

A 3.-5. tipusu felhasznalék esete egy kicsit killédnbd-
zik az el6z8ektdl. Ezek érkezési intenzitdsa egyforma,
ezért az olyan atmeneteknél, ahol az allapotleiré szam-
négyes 3. tagja valtozik, elegend§ csupan annyit sza-
mon tartani, hogy eddig hany konvertalast végeztiink el
a 3.-5. tipusok szamara. Az indulaskor ugyanis 3 [11.04
= 3.12 intenzitassal j6het kérés a 3.-5. tipusok valame-
lyikét6l. Az els6 kérés utan azonban mar csak a meg-
marado két tipustol johet kérés, tehat az intenzitas le-
cs6kken 2 [11.04 = 2.08-ra, mig ha mar kett6 tipust ki-
szolgaltunk, akkor a megmaradé 3.-5. tipusu kérés ér-
kezési intenzitasa 1.04 lesz.

A 6.-10. tipusu kéréseket leir6 allapot atmenetekre
ugyanazok vonatkoznak, mint a 3.-5. tipustak kéréseire
azzal a kllénbséggel, hogy a kezdeti intenzitas 5 [0.32
= 1.6 lesz, és ez csdkken le 0.32-re, amikor mar csak 1
hianyz6 tipus marad.

Ekkor a hir megjelenésétél kezdve folyamatosan ér-
keznek a kérések a kiszolgaléhoz. Az els6 masodper-
cekben sorra érkeznek be olyan béngészékrél kérések,
amelyekre a hirnek még nem létezik konvertalt valtoza-
ta. Ekkor van a konvertaléknak a legtébb dolguk. Ami-
kor a leggyakrabban eléforduld beallitasoknak megfe-
lel6 valtozatok mar elkésziltek, akkor egyre kevesebb
konvertalasra van sziikség. Ha 10 konvertal6 all rendelke-
zésre, akkor azonnal ki tudunk szolgalni minden igényt.
Azonban latni fogjuk, hogy ennél kevesebb konvertald
is elegendd a feladat elvégzéséhez.
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Miutan megkonstrualtuk a D, és D; matrixokat, kisza-
mitjuk a (6) egyenlethez szlikséges V matrixot, és ezzel
megkapjuk a differencidlegyenlet-rendszer homogén
részének a megoldasat is. Megjegyezziik, hogy a D =
D, + D; matrix minden sajatértéke valds és egyszeres.
A partikularis megoldas felirasahoz el6szér kiszamitjuk
a H(t) figgvénybdl kiindulva a (7) egyenletben szerepl6
fi(t) flggvényeket, melyek (8)-as alakuak. Ezek utan
felirhatjuk a €,,(f) figgvényeket (10) alapjan. A jelen pél-
daban ac,(f) figgvények felirdsara nincs sziikség. Vé-
gil pedig a momentum fliggvények a homogén rész és
a partikularis megoldas 6sszegeként alinak el (15)-ben.

A 2. abran az egyszerre foglalt konvertalok atlagos
szamanak id6beli valtozasat lathatjuk. Az is lathaté az
abran, hogy a legnagyobb foglaltsag a hir megjelené-
se utan korilbeldl 0.75 masodperccel kdvetkezik be.
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2. abra
A foglalt konvertdlok dtlagos szamanak alakuldasa
réviddel egy uj hir megjelenése utan

Annak érdekében, hogy egy olyan korlatot allapit-
hassunk meg, melynél tébb foglalt konvertald eléfordu-
lasanak a valdszinlsége kicsi, kiértékeljik a parhuza-
mosan futd konvertalasok szamanak momentumait az
Uj hir megjelenése utan 0.75 masodperccel. Ekkor azt
feltételezzlk, hogy tetsz8leges szamu konvertal6 all a
rendelkezésiinkre. A 3. tablazat tartalmazza az ered-
ményeket:

Faktoralis
momentum  Momentum
. 1.848 1.848
2. 3063 4911
3. 4499 15.537
4. 5763 56.048
5. 6307 224.208
6. 5734 976.641
7. 4157  4573.540
8. 2253 22805388
9. 0812 120181397 o
10. 0146 665327954 | O tablazat
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Mivel legfeljebb 10 parhuzamos konvertalas fordul-
hat el6, igy az els6 10 momentum segitségével egy-
szerlien kiszamithat6 a parhuzamos konvertalasok sza-
manak az eloszlasa egy Vandermonde tipusd matrix
segitségével [10]. A 4. tabldazatban azt lathatjuk, hogy
milyen valészin(iséggel Iép tul a parhuzamos konverta-
lasok szama (N) kilonb6z6 korlatokat, amelyeket n-el
jeléltink.

4. tablazat
A parhuzamosan futé konvertdldsok n  P(N>n)
szamadnak eloszlasa a hir megjelenése 0 0.871
utan 0.75 masodperccel ’ ’
1. 0.577
Ha a tervezés soran 1 ezrelék ala 2. 0276
szeretnénk csOkkenteni annak a valo-
PP . 3. 0.095
szinlségét, hogy a foglalt konverta-
6k, illetve parhuzamosan futé prog- | 4~ 0.023
ramszalak szama meghaladja a ren- 5. 0.004
delkezesre allo kapacitasokat, a tab- | ¢  5.10-
lazatbél megallapithatjuk, hogy 10 5
L1z . . 7. 4-10
konvertalé helyett elegendd csupan P
5 konvertald, illetve ennek megfeleld 8. 2:10
processzorteljesitmény hasznalata, 9. 3-10°
mivel annak valdszinlsége, hogy tébb, | 1q. 0

mint 5-re lenne sziikség 5 (1107

5. Osszefoglalas

Jelen cikkben egy végtelen szamu kiszolgaléval rendel-
kez8 (Kendall jel6lésével MAP/PH/®) sorbanallasi rend-
szer tranziens viselkedését vizsgaltuk analitikus eszko-
z6k segitségével. A sorbanallasi rendszer momentu-
maira egy differencidlegyenlet-rendszert adtunk meg,
melynek megtalaltuk az id6fliggé megoldasat. A sor-
ban tartozkodé igények szamanak atlagat, szérasnégy-
zetét illetve magasabb momentumait felhasznalva meg-
kaptuk a sorban tart6zkodo igények szamanak az elosz-
lasat is, szintén az eltelt id6 fliggvényében.

A szamitasi modszer hasznossagat egy gyakorlati
példan keresztlil mutattuk be. A példa egy internetes
hirszolgaltatas lehetséges miikédésérdl szél. A hirszol-
galtaté minden hirt testre szab a kiilénb6z6 beallitasok-
kal rendelkez§ el6fizetSi csoportok szamara. Ez a folya-
mat azonban id@igényes, és el6fordulhat, hogy egy
idében tébb eléfizetének is konvertalni kell a hirt. Az
analitikus modell segitségével kiszamitjuk az egy id6ben
szlkséges konvertalasok szamat, és egy felsd korlatot
adunk erre, amelyet a rendszer nagy valdszinlséggel
nem lép tdl. A korlat pedig megadja a szolgaltatas za-
vartalan mikoédéséhez szikséges szamitasi kapacitas
nagysagat.

Mind az elméleti, mind a gyakorlati példahoz kapcso-
I6ddan vannak tovabbi kutatasi lehet6ségek.

A momentumok kiszamitasakor feltételeztlk, hogy a
rendszer az indulas pillanatdban nem szolgal ki egyet-
len igényt sem. Ezt a (2) illetve (3) egyenletekkel leirt
differencialegyenlet-rendszer kezdeti feltételeinél régzi-
tettiik. Feltételezhetjiik azonban azt is, hogy indulaskor
a rendszerben véletlen szamu igény van. Az igények
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szamanak eloszlasa ismeretében meghatarozhatjuk a
faktorialis momentumaikat, és ezek a momentumok lesz-
nek a differencidlegyenlet-rendszer kezdeti feltételei.

A gyakorlati példaban felmer(l az a probléma, hogy
nagyszamu és sokféle lehetséges beallitasi tipusnal a
Markov érkezési folyamat allapottere igen nagy lesz, és
emiatt a szamitas futasi ideje jelents mértékben meg-
nd. A példaban megjelend Markov érkezési folyamat
azonban tulajdonképpen hasonl6 struktiraja figgetlen
Markov érkezési folyamatok szuperponaltja, igy a szami-
tasok egy elemi esetre egyszer(sitheték le, mely szin-
tén analitikusan kezelhet8, és ezzel a szamitasi igény
csOkkenthetd.

Tovabbi problémat kaphatunk a gyakorlati példa mé-
dositasaval. Tegy(k fel, hogy egyetlen konvertalé esz-
kdzlnk van, és a konvertalasi kéréseket egy FIFO sor-
ban taroljuk, amig kiszolgalasra nem keriiinek. A prob-
Iéma ekkor egy véges szamu kiszolgaléval rendelkez6
sorbandllasi rendszerre vezethet§ vissza. Ebben az
esetben mas matematikai eszkdzoket felhasznalé ana-
litikus vizsgalatokra van lehetéségiink.

6. Fiiggelék

[6] alapjan a koévetkezd differencidlegyenlet-rendszert
adhatjuk meg a UK)(f) vektorokra:

%;;"'(;):D;:"'(;)Jr{]—n(:)}l)llL 1"(0)=0. (2)
dar

és K= 2 esetén (3)

d

?;s”“{r): D )+ K- H(@)D, (). w'"'(0)=0.
[

Itt a kiszolgalasi id6 eloszlasfliggvénye H(f), valamint
1] az 1-ekbél all6 M dimenziés oszlopvektor. A beveze-
t6ben megjegyeztik, hogy a vizsgalatunk targyat ké-
pez6 rendszernél [5]-ben egy altalanosabb esetet tar-
gyalnak. [5]-ben a rendszer idéfliiggé momentum-gene-
ralo fliggvényét kdzvetleniil adjak meg, mig mi a diffe-
rencialegyenlet-rendszert megoldva kapjuk meg mo-
mentumok fliggvényeit az id6fliggé generatorfliggvény
felhasznalasa néelkil.

Lathatd, hogy a (2) egyenlet megoldasabol a maga-
sabb momentumok iterativ médon szamolhatdak a (3)
egyenlet felhasznalasaval.

Bar nem tartozik ezen cikk sziiken vett témakérébe,
megjegyezzlk, hogy faktoridlis momentumok aszimpto-
tikus viselkedésére a kdvetkez6 tételt mondjak ki [6]-ban:

1. Tétel: Ha az igények kiszolgalasi idejének az
atlaga véges (U = [;°(1-H (f))dt < ),

akkor a UK(t) vektor egy cxe=(Cx...,Cx) vektorhoz
konvergal K2 1,t » o esetén.

A tételbdl lathat6 tehat, hogy véges varhat6 értéki
kiszolgalasi id6 esetén a faktorialis momentumok t — o
hatarértéke fuggetlen a kezdeti allapottol.

[6] cikk szerzéi a (2) és (3) differencidlegyenletekre
numerikus megoldast javasoltak. Megkaphatjuk azon-
ban az egzakt megoldast is, ha feltételezzlk, hogy az
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Id6ben valtoz6 sorbandllasi rendszer vizsgalata...

igények kiszolgalasi ideje PH eloszlasu, vagyis felirhatd
kilénb6z6 paraméter( Erlang eloszlasok kevertjeként.
Azaz feltételezziik, hogy H(t) a kbvetkezd alakban ir-

haté fel: I L
O=1-3 > a, ¥, (4)
i=l

ahol 121,420,520
A megoldas az elsérendl inhomogén lineéris diffe-
rencidlegyenletek szokasos megoldasi menetét koveti
(részletek: [7,8]). Az (1) egyenlettel definialt faktoridlis
momentumok felirhatéak az egyenlet homogén részé-
nek altalanos megoldasa és az inhomogén rész parti-
kularis megoldasa &sszegeként. Mivel a D, és D; mat-
rixok konstansok, a homogén rész megoldasa az 6sszes
momentum esetében ugyanaz. A K-ik momentumra vo-
natkozé differencialegyenlet inhomogén részének meg-
oldasa viszont a (K-1)-ik momentumtdl fiigg (K=2). EI&-
sz0r kiszamitjuk a megoldast ((f)-re, majd a bemuta-
tott mdédszert alkalmazva kaphatjuk meg a megoldast a
magasabb momentumokra.
A (2) egyenlet megoldasanak elsé 1épése a homo-
gén rész megoldasa:
i‘“”"”'([] _
dt
A megoldas exponencialis fliggvények
linearis kombinacidjaként adhaté meg:
i
pXD (1) = Z [V1],,.c.e™. (6)
m=1
Itt az MxM-es V matrix a D matrixot Jordan alakura
hozé hasonlosagi transzformacié matrixa (oszlopai az
D matrix altalanositott jobboldali sajatvektorai). Ha a D
matrix minden sajatértéke egyszeres, akkor a V matrix
oszlopai a D matrix sajatvektorai, az r,, szamok a sajat-
vektorokhoz tartoz6 sajatértékek. A c,,-ek pedig meg-
hatarozandé ismeretlenek.
A D matrix sztochasztikussagabdl azonnal kdvetke-
zik az alabbi tétel:

2. Tétel: A D matrixnak a 0 az egyik sajatértéke és
az 8sszes sajatértékének a valds része nem pozitiv.

D}'JIHHI(J'). (5)

Mivel a 0 is egy sajatértéke D-nek, igy a homogén
rész megoldasaban van egy tag, amelyik nem fligg +
t6l. Ez a tag marad meg t —» o esetén. Az altalanossag
megtartasa mellett tegyik fel, hogy r;=0

A D valds egyutthatés matrix komplex sajatértékei
konjugalt parokat alkotnak. Emiatt azonban a tovabbi-
akban megjelend egyenletek komplex egyditthatéi is kon-
jugalt parokba rendezhetbek, igy a végeredményben a
képzetes részek kiegyenlitik egymast. Ennek részletes
ellendrzésével ebben a cikkben nem foglalkozunk.

Abban az esetben, ha valamelyik sajatérték tébb-
sz0Oros, akkor a u,((HA(t) figgvény felirasaban az ert
egyUtthatoi kozott t szerinti polinom fliggvények is meg-

jelennek,
=2, VI 2 cayt'e”

de a megoldasi modszer Ienyegeben valtozatlan
marad.

1|KH|
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A differencidlegyenlet-rendszer altalanos megolda-
sanak a felirasahoz szilkség van egy partikularis meg-
oldasra is. Ezt az allanddk varialasanak mddszerével
kaphatjuk meg, azaz tekintsiik a homogén megoldas

cn, egyltthatoit t szerinti fliggvényeknek.
\

Z[ﬂw;amw=ﬂmq (7)

m=l

ahol
\f

L =(=H(0)Y. [D],..

i=l

Az £ (1) fuggveny altalanos formaja a kovetkezd:

Lilty= Z Za (8)

Ha a (2) egyenlet partikularis megoldasat keressiik,
akkor az f(f) (8)-beli kifejezésében y; ,=f; minden k-ra.
Megjegyezziik, hogy a magasabb momentum fliggvé-
nyek egyre tébb tagbdl allnak. Amint azt latni lehet a
(3) egyenlet inhomogeén részén, a y;, exponensek és
a Byexponensek 0sszegei adjak meg a yj,; exponen-
seket.

A c,(t) (1€ m< M) figgvények derivaltjait kifejezhet-
juk az f,(f) figgvényekkel és a V matrix inverzével. Je-
16lje A = V—1 a V matrix inverzét! Ekkor a (7) egyenletet

megoldva n L -re kapjuk a kdévetkez§ kifejezést:
d
% (r)—Z (A, fi (e ™ =
_Z [A], Z Z e 1emsM 9)

A c,(f) figgvényt a (9) egyenlet integralasaval kap-
hatjuk meg. Itt az integralas soran az 6sszeg kulénbo-
z0 t+16l fuggd tagjait a kdvetkezd séma szerint kaphat-
juk meg:

viir_ ke
f(“”--—g...Z G

C =0

ha & =0,

1

es f!"u’.f s
J+1
Egy partikularis megoldasnal elegendd az integra-

las soran kapott konstanst 0-nak venni, a c,(t) fliggvé-
nyeket a kdvetkez§ alakban |rhatJuk fel (10):

(0 ZZZZM v e ep)

+C, had=0.

d€ms M.

((\; ) i I

itt 0/ =y; x+ Ip- Ha valamely i és k indexekre J,;'=0,
akkor az ehhez tartozé c,(f) fliggvények a kévetkez6
alakdak:

\f [iE i .
e, =Y 3 X [Alalf e
= = o j+1

Ekkor a parﬁkuléris megoldas n-ik komponensét &,(1)
és c ,(t) figgvényekbdl kaphatjuk meg:
\

a7 0= [V],.,6,. (e

m=l

(11)

(12)

_—II”’ Z [\" m”(m(f]t’

m=|

(13)
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és a teljes partikularis megoldas pedig
‘hl;rluf’r(r} 2 ;}:JIM":{I) + }_filllﬂj'(f}. (14)

ahol1<n<M.

Megjegyezziik, hogy mind 2" (¢), mind """ (1),
0-hoz konvergél t —» o esetén.

Miutan megkaptuk az els§ momentumra vonatkoz6
differencialegyenlet homogén részének a megoldasat
(u\""")(1)) és eqgy partikularis megoldasat (z."""" (1)) is,
igy az altalanos megoldast szintén megkaptuk.

w0y = w0, (15)

A (6) egyenletben talalhat6 c,, egyitthaték megha-
tarozasahoz a (2) egyenlet kezdeti feltételét hasznal-
hatjuk, azaz

A
1, (0)=p,""(0)+ 3 [V],,c, =0.
m=1
Jeldlje ¢ = [¢y,Cs,...,Cp] @z egyltthatok vektorat. Ekkor
ismételten az A = V-1jeldlést haszndlva a konstanso-

kat a -
c=-A " (0) (16)

egyenletbdl kaphatjuk meg.

Mivel az egyenletrendszer altalanos alakjaban az
(n+2)-dik momentumra vonatkozé egyenletet ugyanugy
vezettlk vissza az (n+1)-dik momentum fliggvényére,
mint ahogyan az (n+1)-dik momentumra vonatkozé e-
gyenletet az n-dik momentum fliggvényére, a momen-
tum flggvényeket iterativ uton kaphatjuk meg a (3)
egyenlet jobb oldalaba val6 behelyettesitéssel.

Megjegyezziik, hogy a momentum fliggvények tulaj-
donképpen a faktorialis momentumokat adjak meg. Az
eredeti momentumokat a mésodfaju Stirling szamok (4, ,)
segitségével kaphatjuk meg:

k' =" A, k(k=1)..(k=i).k = n.
i=1

A; ,meghatarozéasara pedig talalhatunk egy rekurziv
kifejezést [9] 5.2 fejezetében.

A gyakorlatban az iteracios lépések soran csak szor-
zast és dsszeadast végzink. Ekkor az (n+1)-ik momen-
tum fiiggvényben szerepl§ y; , és a{f) konstansokat al-
litjuk el6 az n momentum fliggvény ismeretében. Saj-
nos tetsz6legesen nagy momentum fliggvényeket nem
tudunk meghatarozni, mivel az iteracios Iépések soran

a v« és a) konstansok szama nem korlatos.
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