Jelzéskodolas
tobbszoros hozzaférésu VAGY csatornan

GYORI SANDOR

BME, Szamitastudomanyi és Informaciéelméleti Tanszék

gyori@szit.bme.hu
Reviewed

Kulcsszavak: tobhszérés hozzaférés, kombinatorika, kodkonstrukciok, bhecslési modszerek

A jelzéskddoldst tébbszorés hozzaférésid VAGY csatorndn vizsgdljuk, amikor az ésszes T kéziil legfeliebb M felhasznalé ak-
tiv. Bemutatunk gyakorlati alkalmazasi példdkat. A matematikai probléma megegyezik az extremalis kombinatorika M-fedés-
mentes halmazrendszerek témakérével. Alsé és felsé korlatokat adunk az n(T,M) minimalis kédszéhosszra, és néhany kéd-

konstrukcidt is ismertetiink. A jelenleg ismert legjobb korlatok 1<«M<T esetén:

2

2 logM

1
log 7T < n(T,M) < mleogT.,

tehat meglehetésen tavol van egymastol az alsé és fels6 korlat. Ismertetiink néhany hatékony kédkonstrukciot.

1. Csatornamodell

A T-felhasznalés tobbszérdés hozzaférésd VAGY csa-
torna — melyet el6szér Cohen, Heller és Viterbi [6] ve-
zetett be — binaris bemenetekkel (x;, 1 < i< T) és bina-
ris kimenettel rendelkezd determinisztikus csatorna,
melynek kimenetén pontosan akkor jelenik meg 0, ha
az 0sszes bemenete 0. A csatorna kimenete tehat a
bemenetek Boole-algebra szerinti 6sszegeként adodik
(1. abra): T
y= \/x,-:xl\/xz\/m\/xT.
i=1

VAGY csatornaként modellezhet6 példaul egy
olyan kommunikaciés csatorna, amelyen a ki/bekap-
csolas (OOK, On/Off Keying) modulacios eljarast alkal-
mazzuk, vagyis az 1-es bitnek megfeleltetiink egy jela-
lakot, mig a 0-s bitet a konstans 0 jelszint jelenti. Ekkor
a demodulacié az a déntés, hogy az dsszes aktiv fel-
hasznal6 a 0 jelszintet adta-e a csatornaba.

Egy tobbsz6rdés hozzaférést lehetévé tevd kddnak
altalaban harom feladatot kell megoldania [16]:

— az aktiv felhasznalok azonositasa (detection,

identification),
— kédszavaik szinkronizalasa (synchronization),
— az lzenetek hibavédelme (decoding).

1. 4bra Tébbsz6rés hozzaférésid VAGY csatorna
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Folyamatosan aktiv felhasznalok esetén a maxima-
lis, egységnyi kihasznaltsag a legegyszeriibb mddon,
az idBosztas segitségével is elérhetd. Részleges fel-
hasznal6i aktivitas esetén a hatékony kommunikacio
megvalositasa nehéz és még korantsem megoldott prob-
léma.

A tovabbiakban a jelzéskodolas (signature coding)
esetét fogjuk vizsgalni. Minden felhasznaldénak van egy
sajat n-bites kddszava, amelyet jelzésre hasznalhat, vi-
szont a csupa 0 kddsz6t (a konstans 0 jelszintet) hasz-
ndlja, ha éppen nem aktiv.

A kodolasi probléma a kévetkez8: keresslink olyan
kodot, amely garantalja, hogy ha a T felhasznal6 kézdl
egyidejlleg legfelijebb M felhasznald akar jelezni (ak-
tiv), akkor a VAGY csatorna kimeneti vektorabdl egyér-
telmlden meghatarozhat6é az aktiv felhasznalék halma-
za. Az eréforras hatékony kihasznalasa érdekében ha-
tarozzuk meg azt a minimalis kédszéhosszat, amely
mellett a probléma még megoldhato.

A kddosztasos tObbszérés hozzaférésli (CDMA)
rendszerekben a felhasznalok altaldban csak egy-egy
kommunikacios ciklus idejére kapnak kddot (session
code), tehat itt nincs azonositasi feladat. Esetlinkben
viszont minden felhasznalé elére megkapja az alkalma-
zando6 kdédot, amely a rendszer teljes élettartama alatt
allandé.

1.1. UD és ZFD kédok

Az UD és ZFD kdédokat a VAGY csatornan valé kom-
munikacidhoz Kautz és Singleton [14] vezették be.

1. definicid (UD kod)

T darab n hosszu kddszobdl allé kéd M-edrendben
egyértelmien dekdédolhaté (Uniquely Decipherable,
UD(T,M,n)), ha a legfeljebb M kddszobdl allo ésszegek
mind kiilénb6z6ek.
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Formalisan ez azt jelenti, hogy egy C= {X;,X5,....X7}
kéd UD(T,M,n) tulajdonsagl, ha barmely A,B C
{1,2,...,T} halmazra, melyekre igaz, hogy |A| = M,|B| <

= i
M,A = B, teljesil az alabb \/Xi y \/ X,
i€cA JjEB
(Binaris vektorok 6sszegén a koordinatankénti Boole-
0sszegek vektorat értjik.)

Példa: dokumentumkeresé rendszer. Egy kényv-
tari nyilvantartasban a dokumentumokroél (kényvek, fo-
lyéiratok stb.) kiilénb6éz6 tulajdonsagokat tarolnak. A
keresés ezek alapjan térténik, vagyis el kell déntendiink,
hogy egy adott dokumentum rendelkezik-e egy tulaj-
donséaggal.

A vizsgalat megkdnnyitésére a dokumentumok fej-
részében hatékonyan szeretnénk tarolni jellemz6 tulaj-
donsagaikat. Amennyiben a lehetséges tulajdonsagok
szama T és egy adott dokumentum ezekbdl legfeljebb
M-mel rendelkezhet, a sziikséges informacié egy bina-
ris vektorba kodolhat6d, melynek hossza legalabb

M
n = log 20 (”71) ~ MlogT,

hiszen barmely, legfeljebb Mtulajdonsag egyuttesét
meg kell tudnunk kilénbdztetni.

Amennyiben a dokumentumok és tulajdonsagaik
bévilhetnek, akkor az ezeket leird binaris vektort cél-
szer(i UD kddként el@allitani, mivel egy Gjabb tulajdon-
sag esetén csak az annak megfelel6 kdédsz6 VAGY
kapcsolatat kell vennilink a régi Boole-6sszeggel. Le-
gyen x; az iedik tulajdonsaghoz rendelt binaris vektor.

Ekkor az i,...,in(m = M) tulajdonségokkal rendelkezd
dokumentum leird vektora az alabbi Boole-6sszegként
adadik: _ \/ X;.

./E{ils~--~,[m}

igy UD(T,M.n) kéd alkalmazasaval a leiré vektorbol
meg tudjuk hatarozni, hogy a dokumentum mely tulaj-
donsagokkal rendelkezik [14 és 5].

Az UD tulajdonsag egyrészt nehezen ellendrizhet6,
masrészt a dekddolas soran kimerité keresést igényel
a legfeljebb Mkddszdbdl allé 6sszegvektorok halmaza-
ban. Ezek kikliszobdlésére bevezetiink egy kénnyeb-
ben kezelhetd tulajdonsagot.

Azt mondjuk, hogy két, n hosszusagu binaris vektor
kézill z = (z,...,2,) fediy = (y,...,y,) vektort, ha

zzy,

vagyis z;z y; (i=1,2,...,n).

Az el6z8 példaban a leird vektor kodolasa egysze-
ri és gyors volt. Szeretnénk egy hasonléan egyszer(
dekddold eljarast is. Vegylk észre, hogy tetszéleges j &€
{iy, bpy...,ip}-re yzx,

Ez az UD kédok egy specidlis esetéhez vezet.

2. definicio (ZFD kod)

T darab n hosszu kédszobdl allé kéd M-edrendben
ZFD tulajdonsagu (Zero False Drop, ZFD(T,M,n)), ha a
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legfeljebb M kédszdbdl allé 6sszegek kizardlag az 6ket
alkotd vektorokat fedik.
Formadlisan ez azt jelenti, hogy ha valamely k-ra

y = Xy

akkor
Xk = XI/
valamely j;-re. A dokumentumkeres6 rendszer pél-
dajaban tehat ZFD tulajdonsag esetén egy y leir6 vek-
torral rendelkezd dokumentum pontosan akkor rendel-

kezik a k tulajdonsaggal, ha

y = X,
Ez valéban gyors dekddolast tesz lehet6vé, hiszen a
tulajdonsagok szamanak fliggvényében linearis idé-
ben végrehajthatdé, mig csupan az UD tulajdonséag
alapjan térténé dekddolas soran az 6sszes lehetséges
kombinaciot meg kellene vizsgalnunk.

A ZFD tulajdonsagot egy dekddolasi szaballyal de-
finialtuk, ezert a ZFD(T,M,n) kéd egyben UD(T,M,n) is.
Mennyit vesztiink azzal, hogy ha UD kdd helyett ZFD-t
hasznalunk?

1. tétel (Kautz és Singleton [14])
Egy UD(T,M,n) kéd ZFD(T,M —1,n) tulajdonsagdu, és
egy ZFD(T,M,n) kéd UD(T,M,n) tulajdonsagu.

Bizonyitas
1. Legyen a Ckoéd UD(T,M,n). Ha Cnem lenne ZFD
(T,M—-1,n) tulajdonsagu, akkor lennének olyan x,, &
{X4,...,Xp_1} k6dszavai, hogy
XMS X1 \ XE VeV XM—17
vagyis
X1 \Y XZ Vv XM_1 \Y XM= X1 \Y X2 \VARAY XM—17

ami ellentmond annak, hogy C UD(T,M,n).

2. Tegylk fel, hogy a C kéd ZFD(T,M,n), de nem
UD(T,M,n).
Ekkor Iéteznek olyan {x,X5,....Xx} = {¥1,Y2,---,¥ 1},
K,L = M kdédszbhalmazok, amelyekre

X1 \'% XZ VoV XK= y1 \' y2 AN yL.

Mivel a két halmaz nem egyenld, létezik egy olyan
kodszd, amely csak az egyikben van benne. Legyen
ez X;, amely tehat nincs benne az {y4,y,,...,y,} hal-
mazban, ugyanakkor

Xij =Yy VYo V'vVyy,
ami ellentmond a feltételezéslinknek. [ |

Jeldlie nzp(T,M) és nyp(T,M) a ZFD(T,M) illetve az
UD(T,M) kéd minimalis hosszat.

1. kivetkezmény
A ZFD és UD tulajdonsagu kédosztalyok kézétt az
alabbi tartalmazasi kapcsolat all fenn:

ZFD(T,M,n) C UD(T,M,n) C ZFD(T,M—1,n) C -,
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a minimalis kodszohosszakra pedig:
nzeo(T,M) = nup(T,M) = nzep(T,M—1) = -+ .

Példa: jelzéskddolas. Tekintsliink egy T-felhaszna-
I6s tobbszdrds hozzaférési VAGY csatornat, ahol min-
den felhasznal6 rendelkezik egy n hosszusagu binaris
vektorral (kdédszéval). Ha egy felhasznal6 aktiv, elkildi
a sajat kddszavat, ellenkez8 esetben a csupa 0 kod-
sz6t adja a csatorna bemenetére.

A VAGY csatorna kimenetébdl, vagyis az aktiv fel-
hasznalék kodszavainak Boole-6sszegébdl meg kell
tudnunk allapitani, hogy mely felhasznalok voltak akti-
vak. Amennyiben egyidejlileg legfeljebb M felhasznald
lehet csak aktiv, ugy egy UD(T,M,n) kéddal megoldha-
t6 a probléema, illetve az egyszerl dekddolhatésag ér-
dekében hasznalhatunk ZFD(T,M,n) kédot is.

Példa: riasztas. Flizziink fel T darab tlizjelz6 ké-
szliléket egy kézOs vezetékre. Amikor egy készilék je-
lezni kivan, OOK modulaciéval elkiildi a kédszavat a
vezetéken. Ha az egyidej( jelzések szama nem halad-
hatja meg az M-et, akkor az aktiv allomasok azonosit-
hatdk a vezetéken megjelend jelbdl.

Példa: bejelentkezés. Tekintsiink egy mobil tavkdz-
Iési rendszert, amelyben sok, viszonylag ritkan aktiv fel-
hasznalé akar korlatozott szamud csatornan keresztill
kapcsolatot teremteni. Az adashoz a felhasznaldknak
be kell jelentkeznilk a rendszerbe. Ehhez elkildik az
egyedi kddszavukat a bazisallomasnak egy VAGY csa-
tornan keresztll, amelynek kimenetébdl a bazisallomas
megallapitja, hogy mely felhasznaldk aktivak, és min-
degyikhez dedikalt csatornat rendel, amelyen mar tkd-
zés nélklil kommunikalhatnak.

Napjainkban a mobil tavkdzl6halézatok a bejelent-
kezéshez véletlen hozzaférést hasznalnak visszacsa-
tolassal. Ez a modszer kivalthaté a VAGY csatornan al-
kalmazott jelzéskddolassal, s igy megtakarithato a visz-
szacsatolasok feldolgozasa.

Példa: mérésadatgyiijtés. A fogyasztok elektromo-
senergia-felhasznalasat szeretnénk automatikusan
0sszegydjteni. Az elektromos halézat hasznalhat6 tébb-
sz0r0s hozzaférési VAGY csatornaként. Minden fo-
gyasztasmérd érahoz egyedi kddszét rendeliink, ame-
lyet az mindig elkild a kdz8s csatornan keresztil egy-
egy egyseég, példaul 1 kWh elfogyasztasa utan.

Példa: csomagkiildés litkozéses csatornan. A ré-
selt ALOHA modellhez hasonl6an tekintsiik a tébbszd-
rés hozzaférésl Utkdzéses csatornat azzal a lényegi
kllénbséggel, hogy nincs visszacsatolas, azaz az add
nem értesll arrél, hogy a csomagja itk6zétt-e vagy sem.

Mindegyik add rendelkezik egy egyedi kdédszoval
(protokoll sorozattal), az i-edik az x;-vel, és amennyiben
az i-edik adénak van elkildend§ csomagja, ugy azt az
X; 1-eseinek helyén ismételve elkildi, remélve azt, hogy
a csomag legalabb egyszer sikeresen atmegy. T fel-
hasznal6 esetén, amelyek kdzil egyidejlleg legfeljebb
M aktiv, ZFD(T,M —1,n) kéd alkalmazasaval ez teljesit-
hetd, vagyis minden x; protokoll sorozatnak lesz olyan
1-ese, amelyet a masik M —1 protokoll sorozat nem fed
le.

1.2. Kapcsolat a halmazrendszerekkel

A ZFD problémat tébben és sokszor vizsgaltdk ex-
tremalis halmazrendszerek kapcsan. Legyen U egy n-
elem( alaphalmaz. (¥) médon jeléljik az U halmaz k-
elemd részhalmazainak halmazat (0 < k < n), mig 2v
pedig U hatvanyhalmazat jelenti:

n

U
QY=U ()
k=0
Az U halmaz részhalmazainak egy F rendszere a
hatvanyhalmaz egy részhalmaza (F C 2v).

3. definicio
(Fedésmentes halmazrendszer, [10 és 11])
Az F halmazrendszer M-fedésmentes, ha

fennall minden kiil6nbéz6 Fy,F;,...,Fy € T halmazra.

Keresslk az FC 2V M-fedésmentes halmazrendszer
maximalis T méretét, ha |U = n. Ez a probléma meg-
egyezik a ZFD koédok minimalis hosszanak meghataro-
zasaval.

A paraméterek megfeleltetése a kdvetkezg. Legyen
U={1,2,...,n}, és egy F € F halmazhoz rendeljik az x¢
akkor all 1-es, ha i€ F.

A halmazrendszer T szamossdaga jatssza a lehetsé-
ges felhasznal6k szamanak szerepét, az M-fedésmen-
tes tulajdonsag felel meg az M-edrendi ZFD tulajdon-
sagnak és az U alaphalmaz n mérete pedig a kodszé-
hossznak.

2. ZFD kédok
minimalis hosszara vonatkozo korlatok

Ebben a szakaszban korlatokat adunk a ZFD(T,M) kéd
minimalis hosszara.

A legegyszer(bb alsé korlatot annak felismerésével
kapjuk, hogy a legfeljebb M kddszobdl allé 6sszegvek-
toroknak kilénbdznilk kell egymastol, vagyis szamuk
nem haladhatja meg az n-bites binaris vektorok szamat:

£ ()=

k=0

M

Felhasznalva, hogy ' (T) ~ TM Kapjuk a kdvet-

» . k
kez6 korlatot: k=0

nzep(T,M) = MlogT.

Bassalygo alabbi eredménye jellegében eltér a szo-
kasos korlatoktél, azonban tampontot ad arra vonatko-
z6lag, hogy milyen esetekben érdemes az id6osztas-
nal hatékonyabb kodolast keresniink.

2. tétel (Bassalygo-korlat, [8,9,1])

(M+1)(M+2) T}

Nzep(M,T) = min { 5
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A tételbd| kovetkezik, hogy ha V2T < M < T, akkor
nzep(T,M) = T, vagyis ha M értéke ebben a tartomany-
ban van, akkor egyetlen ZFD(T,M) kéd sem lehet jobb
az id6osztasnal.

3. tétel [8,9,11,15]
A ZFD(T,M) kéd minimdlis hosszara jelenleg ismert
legjobb alsé korlat, T— o,M — « és M <« T esetén:
2

logM

ahol a k konstans értéke [8] szerint 1/2, [11] szerint
1/4, [15] alapjan pedig 1/8.

A és Zeisel [3] a véletlen kodvalasztas technikajaval
adott felsé korlatot a minimalis kédszéhosszra.

nzrp(T,M) > k (I+o0(1))logT

4. tétel [3]
Rogzitett M és T — « esetén

Nzep(T.M) = KIMM?(1+0(1)) logT,
K(M) < 1.5112.

Amennyiben M — « js teljeslil,

ahol

. 1
h]\r,?jipK(M) =13~ 1.4427
Bizonyitas

Tekintstink egy véletlenszer(ien valasztott kédot az
1,2,...,L (L = M) abécé felett. A kddszavak hossza n/L,
és az egyes szimbolumokat egymastdl fliggetlenil
egyenletes eloszlas szerint sorsoljuk. Ebbél a kodbol
készitlink egy binaris C kodot ugy, hogy minden szim-
bélumot L hosszlsagu, 1 sllyd binaris sorozattal he-
lyettesitiink az alabbi leképezés szerint:

1=0...001
2=20...010
L=1...000

Ekkor a Ckdéd n hosszlsagu, binaris kédszavakbol
all. A Ckoéd nem teljesiti a ZFD tulajdonsagot, amennyi-
ben ki tudunk valasztani a T darab koédsz6 kéziul M-et
ugy, hogy minden L hosszlU szegmensben legalabb
egynek olyan pozicién van az 1-es bitje, amely meg-
egyezik egy t6lik fliggetlenil valasztott (M+1)-edik kod-
szééval.

n

(Wr-n(=2)) <
< oxp <(M+1)1nT+%ln <1_ (1_%) ))

Azt kell belatnunk, hogy ez a valészintiség 1-nél ki-
sebb, mert ekkor létezik M-edrendii ZFD koéd. Ehhez az
exponencialis fliggvény argumentumanak kell 0-nal ki-
sebbnek lennie:

M
(M+l)lnT+%1n <1— <1 —%) ) <0

Ebbdl a kédszbéhosszat kifejezve kapjuk, hogy

P <
(Cnem ZFD)
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(M+1)LlogT
—log(l — (1 - %)
vagyis a kddszéhosszat ennél nagyobbra valasztva

letezik M-edrendl ZFD kéd, tehat a minimalis kddszo-
hossz ennél nem nagyobb:

M> < Pygletlen

(M+1)LlogT
—log (1 — (1 — %)M> .
Aszimptotikusan az aldbbi fels§ hatart kapjuk:
Nzep(T,M) < KIMM?*(1+0(1)) log T

nzep(T,M) <

ahol
In2

Ar?i? M+1 1\M
< +

Vélasszuk meg a szegmenshosszt L = |YEL| ¢r-
tékre, és alkalmazzuk az M < L esetén fennalld

K(M) =

(1- %)M > exp (— 1) egyenl6tlenséget.
igy kapjuk, hogy

In2 In2
< <
kM) < —aln(l—e ) ~ —In(1—e1)

ahol o= ML
Lz ]

~1.5112

In2

Ha M — o, akkor a—In 2, igy

In2 1
li K(M) = = — ~1.4427
msupK(M) = — ol —e ™) ~ in2
s ezzel belattuk a tételt. [ |

A minimalis kédszbéhosszra kapunk felsé korlatot ab-
ban az esetben is, ha a 4. tételt6l eltér6en nem kon-
stans sUlyu kdédszavakkal dolgozunk, hanem a kédsza-
vakban szerepl 1-es bitek szama binomialis eloszlas
szerinti.

5. tétel (Dyachkov és Rykov [9])

1«M«T és T— » esetén
Nzep(T,M) < e INn2M(M+1) logT =
1.884M?%(1+0(1)) logT.

Bizonyitas

Tekintsiink egy n hosszu kédszavakbdl all6 vélet-
lenszer(ien valasztott binaris kédot. A kddszavak bitjeit
egymastol fliggetlendl sorsoljuk: p valészinlséggel 1-
est, 1 — p valészin(iséggel pedig 0-t. igy egy kodszo-
ban Iév8 1-esek szama binomidlis eloszlast kdvet. A C
kod nem ZFD tulajdonsagu, amennyiben ki tudunk va-
lasztani a T darab kodszé kézil M-et Ggy, hogy minden
olyan pozicion, ahol egy t6lik flggetlendl valasztott
(M+1)-edik kddsz6 1-est tartalmaz, az M kézil legalabb
egynek szintén van 1-ese.

P(C nem ZFD)
< Y’ P(minden I-es fedett | 1-esek szdma =

k=0
= k)P(1-esek szama = k) <
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(
N (AT4>(T_M) (p(1-(=p")+1-p)" =
(AZ)(TM) (1= p(1—p)™)".

Ez a kifejezés a minimumat p = 5

fel, és itt az értéke
P(C nem ZFD)

esetén veszi

n
T 1 1\
< (T-M)[1- - <
M M+1 M+1
T LA
< (T—Mm)(1--=5 <
M M+1
T __n_ 1
< < )(T—M)e w1 <
M
< TMe—wme ! =
eManlogT—ﬁe’l <
< 1.

Mindkét oldal logaritmusat véve kapjuk

Mn2logT—3fte™!

és ebbdl
e In2M(M+1) log T < Nvsletien,

vagyis a kédszéhosszat ennél nagyobbra valasztva
létezik M-edrend( ZFD kdd, tehat a minimalis kédsz6-
hossz ennél nem nagyobb:

nzep(T,M) < e INn2M(M+1) logT. |

3. Kédkonstrukciok

ZFD kodok léetrehozasara Kautz és Singleton [14] kons-
tans sulyl modszert javasolt.

Egy kéd maximalis atlapolasanak (maximum over-
juk azon pozicidk szamat, amelyeken két tetszélege-
sen valasztott kdédsz6 kdzil mindkettében 1-es all.

1. lemma [14]

Legyen w,,;, a C kéd kddszavainak minimalis sulya.
Ha a kédszavak kézétti maximalis dtlapolas c, akkor a
C kéd ZFD tulajdonsagu legalabb My-adrendben, ahol

Wmin — 1
c J '

|

Ha minden c elem( szimbdlumegyiittes a C kdd le-
galabb két kédszavaban szerepel, akkor a kéd rendje
pontosan M.

Bizonyitas

A C kod rendelkezik a ZFD tulajdonsaggal M,-ad-
rendben, ugyanis minden kédsz6 sulya legalabb wy,;,=
Myc+1, igy egyetlen kodszét sem tud t6le kildénb6z6
M, darab masik kdédsz6 Boole-0sszege lefedni, hiszen
mindegyikkel csak legfeljebb ¢ pozicidn lapol at.

Ha minden c elem( szimbo6lumegylittes legalabb két
kddszoban szerepel, akkor barmely legfeljebb (My+1)c
sulyl kédszohoz taldlhaté My+1 masik kédszd, ame-
lyek 6sszege fedi azt. igy Cnem lehet ZFD tulajdonsa-
gu My+1-edrendben. [ |

6. tétel [14 és 10]

Legyen Cq egy (nqg,k) paraméterl és dg kédtavolsa-
gu GF(Q) feletti kéd (Q primhatvany). Helyettesitsiik a
Q-aris szimbdlumokat Q-hosszu 1-sulyd binaris soroza-
tokkal a kévetkezé mdédon:

0=0...001
1=20...010

Q-1=1...000

Az igy kapott konkatenalt C kéd T = Qk kddszét tar-
talmaz, melyek hossza n=Qng, és legalabb M-edrend-
ben ZFD tulajdonsagu, ahol

MEVQ_IJ.
ng —do

Bizonyitas
Nyilvanvaléan T = |C| = |Cgl = QK, n = Qng. A bina-
ris kod Hamming-tavolsaga a Q-aris tavolsag kétszere-
se: d=2dq, és minden kédszé w=ng sulyd. A binéris kéd
maximalis atlapolasa
C=W—g=no—do,
melybél az 1. lemma miatt kovetkezik az allitds. MW

Vizsgéljuk meg a Kautz-Singleton-konstrukcié né-
hany specidlis esetét!

Reed-Solomon kad [2, 10, 17]

Legyen (g egy maximalis, np=Q — 1 hosszlu Re-
ed-Solomon-kdd. A C konkatenalt kédnak T=Qk kéd-
szava van, s mindegyiknek w =no=Q — 1 sulya.

Mivel a Reed—-Solomon-kéd maximalis tavolsagu,
igy dg=ngq — k+1 (l&sd Gy6rfi, Gydri és Vajda [13]), ami-
ool c=ng—(ng— k+1) =k-1.

Egy maximalis tavolsagu kédban barmely k szimbé-
lum lehet (izenet, igy minden ¢ = k— 1 elem( szimb6-
lumegyittes pontosan Q-szor ismétlédik a binaris kdd-
ban. Az 1. lemmabdl kévetkez6en a ZFD tulajdonsag
rendje pontosan

=" =)
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Jelzéskodolas...

Felhasznalva, hogy & = {gg; kapjuk az alabbi egyen-

I6tlenséeget:

logT Q-2

<=—+1
logQ M
Ha adott T,M, és egy minimalis hosszusagu kodot

szeretnénk el6allitani a Kautz—Singleton-konstrukci6-
val, akkor meg kell keresnliink ennek az egyenlétlen-
ségnek eleget tevd legkisebb (primhatvany) Q értéket,
s ekkor a kddszbhossz n=Qny=Q(Q —1).

BCH kod [12]

Legyen Cq egy maximdlis, ng = Q" —1 hosszu BCH-
kod valamely r = 2-re. Ekkor a C konkatenalt kédnak
T =| Co|=Q*-1r+1 kddszava van, melyek hossza n=Qng
= Q(Q" 1), sllyuk pedig w=nqo=Q" —1. Cq minimalis ta-
volsagara alsé becslést adhatunk [4]:

do 2Q —1—(k-1)Q.

Ekkor a C binaris kéd ZFD tulajdonsaganak rendje
legalabb

nQ—l
M ng —dg
- (O -1)-1
T (O-D)—(Q—-1-(k-1)0 )
g2
-~ (k=1)0!
. 2
k—1

ami hozzavet6leg megegyezik a Reed—Solomon-
kod esetében kapott értéknek. A BCH-kod hasznalata-
nak elénye, hogy a lehetséges felhasznalék szamara
még kis r érték esetén is hatalmas szamot kapunk, bar
az is igaz, hogy a minimalis kddsz6hossz szintén na-
gyobb a Reed-Solomon-koédéhoz képest.

A kédkonstrukciokrdl részletes tanulmany olvashato
Dyachkov, Macula és Rykov [7] irasaban.
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