
1. Csatornamodell

A T-felhasználós többszörös hozzáférésû VAGY csa-
torna – melyet elôször Cohen, Heller és Viterbi [6] ve-
zetett be – bináris bemenetekkel (xi, 1 ≤ i ≤ T) és biná-
ris kimenettel rendelkezô determinisztikus csatorna,
melynek kimenetén pontosan akkor jelenik meg 0, ha
az összes bemenete 0. A csatorna kimenete tehát a
bemenetek Boole-algebra szerinti összegeként adódik
(1. ábra):

VAGY csatornaként modellezhetô például egy
olyan kommunikációs csatorna, amelyen a ki/bekap-
csolás (OOK, On/Off Keying) modulációs eljárást alkal-
mazzuk, vagyis az 1-es bitnek megfeleltetünk egy jela-
lakot, míg a 0-s bitet a konstans 0 jelszint jelenti. Ekkor
a demoduláció az a döntés, hogy az összes aktív fel-
használó a 0 jelszintet adta-e a csatornába.

Egy többszörös hozzáférést lehetôvé tevô kódnak
általában három feladatot kell megoldania [16]:

– az aktív felhasználók azonosítása (detection,
identification),

– kódszavaik szinkronizálása (synchronization),
– az üzenetek hibavédelme (decoding).

1. ábra  Többszörös hozzáférésû VAGY csatorna

Folyamatosan aktív felhasználók esetén a maximá-
lis, egységnyi kihasználtság a legegyszerûbb módon,
az idôosztás segítségével is elérhetô. Részleges fel-
használói aktivitás esetén a hatékony kommunikáció
megvalósítása nehéz és még korántsem megoldott prob-
léma.

A továbbiakban a jelzéskódolás (signature coding)
esetét fogjuk vizsgálni. Minden felhasználónak van egy
saját n-bites kódszava, amelyet jelzésre használhat, vi-
szont a csupa 0 kódszót (a konstans 0 jelszintet) hasz-
nálja, ha éppen nem aktív. 

A kódolási probléma a következô: keressünk olyan
kódot, amely garantálja, hogy ha a T felhasználó közül
egyidejûleg legfeljebb M felhasználó akar jelezni (ak-
tív), akkor a VAGY csatorna kimeneti vektorából egyér-
telmûen meghatározható az aktív felhasználók halma-
za. Az erôforrás hatékony kihasználása érdekében ha-
tározzuk meg azt a minimális kódszóhosszat, amely
mellett a probléma még megoldható.

A kódosztásos többszörös hozzáférésû (CDMA)
rendszerekben a felhasználók általában csak egy-egy
kommunikációs ciklus idejére kapnak kódot (session
code), tehát itt nincs azonosítási feladat. Esetünkben
viszont minden felhasználó elôre megkapja az alkalma-
zandó kódot, amely a rendszer teljes élettartama alatt
állandó.

1.1. UD és ZFD kódok

Az UD és ZFD kódokat a VAGY csatornán való kom-
munikációhoz Kautz és Singleton [14] vezették be.

1. definíció (UD kód)
T darab n hosszú kódszóból álló kód M-edrendben

egyértelmûen dekódolható (Uniquely Decipherable,
UD(T,M,n)), ha a legfeljebb M kódszóból álló összegek
mind különbözôek.
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Formálisan ez azt jelenti, hogy egy C = {x1,x2,...,xT}
kód UD(T,M,n) tulajdonságú, ha bármely A,B ⊂
{1,2,...,T } halmazra, melyekre igaz, hogy |A| ≤ M,|B| ≤
M,A ≠ B, teljesül az alábbi

(Bináris vektorok összegén a koordinátánkénti Boole-
összegek vektorát értjük.)

Példa: dokumentumkeresô rendszer. Egy könyv-
tári nyilvántartásban a dokumentumokról (könyvek, fo-
lyóiratok stb.) különbözô tulajdonságokat tárolnak. A
keresés ezek alapján történik, vagyis el kell döntenünk,
hogy egy adott dokumentum rendelkezik-e egy tulaj-
donsággal. 

A vizsgálat megkönnyítésére a dokumentumok fej-
részében hatékonyan szeretnénk tárolni jellemzô tulaj-
donságaikat. Amennyiben a lehetséges tulajdonságok
száma T és egy adott dokumentum ezekbôl legfeljebb
M-mel rendelkezhet, a szükséges információ egy biná-
ris vektorba kódolható, melynek hossza legalább 

M logT, 

hiszen bármely, legfeljebb M tulajdonság együttesét
meg kell tudnunk különböztetni.

Amennyiben a dokumentumok és tulajdonságaik
bôvülhetnek, akkor az ezeket leíró bináris vektort cél-
szerû UD kódként elôállítani, mivel egy újabb tulajdon-
ság esetén csak az annak megfelelô kódszó VAGY
kapcsolatát kell vennünk a régi Boole-összeggel. Le-
gyen xi az i-edik tulajdonsághoz rendelt bináris vektor.
Ekkor az i1,...,im(m ≤ M) tulajdonságokkal rendelkezô
dokumentum leíró vektora az alábbi Boole-összegként
adódik:

Így UD(T,M,n) kód alkalmazásával a leíró vektorból
meg tudjuk határozni, hogy a dokumentum mely tulaj-
donságokkal rendelkezik [14 és 5].

Az UD tulajdonság egyrészt nehezen ellenôrizhetô,
másrészt a dekódolás során kimerítô keresést igényel
a legfeljebb M kódszóból álló összegvektorok halmazá-
ban. Ezek kiküszöbölésére bevezetünk egy könnyeb-
ben kezelhetô tulajdonságot.

Azt mondjuk, hogy két, n hosszúságú bináris vektor
közül z = (z1,...,zn) fedi y = (y1,...,yn) vektort, ha

z ≥ y,

vagyis zi ≥ yi (i = 1,2,...,n).
Az elôzô példában a leíró vektor kódolása egysze-

rû és gyors volt. Szeretnénk egy hasonlóan egyszerû
dekódoló eljárást is. Vegyük észre, hogy tetszôleges j ∈
{i1, i2,...,im}-re

y ≥ xj.

Ez az UD kódok egy speciális esetéhez vezet.

2. definíció (ZFD kód)
T darab n hosszú kódszóból álló kód M-edrendben

ZFD tulajdonságú (Zero False Drop, ZFD(T,M,n)), ha a

legfeljebb M kódszóból álló összegek kizárólag az ôket
alkotó vektorokat fedik.

Formálisan ez azt jelenti, hogy ha valamely k-ra

y ≥ xk.

akkor xk = xi j

valamely ij  -re. A dokumentumkeresô rendszer pél-
dájában tehát ZFD tulajdonság esetén egy y leíró vek-
torral rendelkezô dokumentum pontosan akkor rendel-
kezik a k tulajdonsággal, ha

y ≥ xk.

Ez valóban gyors dekódolást tesz lehetôvé, hiszen a
tulajdonságok számának függvényében lineáris idô-
ben végrehajtható, míg csupán az UD tulajdonság
alapján történô dekódolás során az összes lehetséges
kombinációt meg kellene vizsgálnunk.

A ZFD tulajdonságot egy dekódolási szabállyal de-
finiáltuk, ezért a ZFD(T,M,n) kód egyben UD(T,M,n) is.
Mennyit vesztünk azzal, hogy ha UD kód helyett ZFD-t
használunk?

1. tétel (Kautz és Singleton [14])
Egy UD(T,M,n) kód ZFD(T,M –1,n) tulajdonságú, és

egy ZFD(T,M,n) kód UD(T,M,n) tulajdonságú.

Bizonyítás
1. Legyen a C kód UD(T,M,n). Ha C nem lenne ZFD

(T,M –1,n) tulajdonságú, akkor lennének olyan xM ∉
{x1,...,xM–1} kódszavai, hogy

xM ≤ x1 ∨ x2 ∨···∨ xM –1,

vagyis

x1 ∨ x2 ∨···∨ xM –1 ∨ xM = x1 ∨ x2 ∨···∨ xM –1,

ami ellentmond annak, hogy C UD(T,M,n).

2. Tegyük fel, hogy a C kód ZFD(T,M,n), de nem
UD(T,M,n). 
Ekkor léteznek olyan {x1,x2,...,xK} ≠ {y1,y2,...,yL},
K,L ≤ M kódszóhalmazok, amelyekre

x1 ∨ x2 ∨···∨ xK = y1 ∨ y2 ∨···∨ yL.

Mivel a két halmaz nem egyenlô, létezik egy olyan
kódszó, amely csak az egyikben van benne. Legyen
ez xi, amely tehát nincs benne az {y1,y2,...,yL} hal-
mazban, ugyanakkor

xi ≤ y1 ∨ y2 ∨···∨ yL,

ami ellentmond a feltételezésünknek. ■

Jelölje nZFD(T,M) és nUD(T,M) a ZFD(T,M) illetve az
UD(T,M) kód minimális hosszát.

1. következmény
A ZFD és UD tulajdonságú kódosztályok között az

alábbi tartalmazási kapcsolat áll fenn:

ZFD(T,M,n) ⊆ UD(T,M,n) ⊆ ZFD(T,M –1,n) ⊆ ··· ,
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a minimális kódszóhosszakra pedig:

nZFD(T,M) ≥ nUD(T,M) ≥ nZFD(T,M –1) ≥ ··· .

Példa: jelzéskódolás. Tekintsünk egy T-felhaszná-
lós többszörös hozzáférésû VAGY csatornát, ahol min-
den felhasználó rendelkezik egy n hosszúságú bináris
vektorral (kódszóval). Ha egy felhasználó aktív, elküldi
a saját kódszavát, ellenkezô esetben a csupa 0 kód-
szót adja a csatorna bemenetére. 

A VAGY csatorna kimenetébôl, vagyis az aktív fel-
használók kódszavainak Boole-összegébôl meg kell
tudnunk állapítani, hogy mely felhasználók voltak aktí-
vak. Amennyiben egyidejûleg legfeljebb M felhasználó
lehet csak aktív, úgy egy UD(T,M,n) kóddal megoldha-
tó a probléma, illetve az egyszerû dekódolhatóság ér-
dekében használhatunk ZFD(T,M,n) kódot is.

Példa: riasztás. Fûzzünk fel T darab tûzjelzô ké-
szüléket egy közös vezetékre. Amikor egy készülék je-
lezni kíván, OOK modulációval elküldi a kódszavát a
vezetéken. Ha az egyidejû jelzések száma nem halad-
hatja meg az M-et, akkor az aktív állomások azonosít-
hatók a vezetéken megjelenô jelbôl.

Példa: bejelentkezés. Tekintsünk egy mobil távköz-
lési rendszert, amelyben sok, viszonylag ritkán aktív fel-
használó akar korlátozott számú csatornán keresztül
kapcsolatot teremteni. Az adáshoz a felhasználóknak
be kell jelentkezniük a rendszerbe. Ehhez elküldik az
egyedi kódszavukat a bázisállomásnak egy VAGY csa-
tornán keresztül, amelynek kimenetébôl a bázisállomás
megállapítja, hogy mely felhasználók aktívak, és min-
degyikhez dedikált csatornát rendel, amelyen már ütkö-
zés nélkül kommunikálhatnak. 

Napjainkban a mobil távközlôhálózatok a bejelent-
kezéshez véletlen hozzáférést használnak visszacsa-
tolással. Ez a módszer kiváltható a VAGY csatornán al-
kalmazott jelzéskódolással, s így megtakarítható a visz-
szacsatolások feldolgozása.

Példa: mérésadatgyûjtés. A fogyasztók elektromo-
senergia-felhasználását szeretnénk automatikusan
összegyûjteni. Az elektromos hálózat használható több-
szörös hozzáférésû VAGY csatornaként. Minden fo-
gyasztásmérô órához egyedi kódszót rendelünk, ame-
lyet az mindig elküld a közös csatornán keresztül egy-
egy egység, például 1 kWh elfogyasztása után.

Példa: csomagküldés ütközéses csatornán. A ré-
selt ALOHA modellhez hasonlóan tekintsük a többszö-
rös hozzáférésû ütközéses csatornát azzal a lényegi
különbséggel, hogy nincs visszacsatolás, azaz az adó
nem értesül arról, hogy a csomagja ütközött-e vagy sem. 

Mindegyik adó rendelkezik egy egyedi kódszóval
(protokoll sorozattal), az i-edik az xi-vel, és amennyiben
az i-edik adónak van elküldendô csomagja, úgy azt az
xi  1-eseinek helyén ismételve elküldi, remélve azt, hogy
a csomag legalább egyszer sikeresen átmegy. T fel-
használó esetén, amelyek közül egyidejûleg legfeljebb
M aktív, ZFD(T,M –1,n) kód alkalmazásával ez teljesít-
hetô, vagyis minden xi protokoll sorozatnak lesz olyan
1-ese, amelyet a másik M –1 protokoll sorozat nem fed
le.

1.2. Kapcsolat a halmazrendszerekkel

A ZFD problémát többen és sokszor vizsgálták ex-
tremális halmazrendszerek kapcsán. Legyen U egy n-
elemû alaphalmaz. (U

k) módon jelöljük az U halmaz k-
elemû részhalmazainak halmazát (0 ≤ k ≤ n), míg 2U

pedig U hatványhalmazát jelenti:

Az U halmaz részhalmazainak egy F rendszere a
hatványhalmaz egy részhalmaza (F ⊆ 2U).

3. definíció
(Fedésmentes halmazrendszer, [10 és 11])
Az F halmazrendszer M-fedésmentes, ha 

F0 ⊆ F1 ∪ ··· ∪ FM

fennáll minden különbözô F0,F1,...,FM ∈ F halmazra.
Keressük az F ⊆ 2U M-fedésmentes halmazrendszer

maximális T méretét, ha |U| = n. Ez a probléma meg-
egyezik a ZFD kódok minimális hosszának meghatáro-
zásával. 

A paraméterek megfeleltetése a következô. Legyen
U = {1,2,...,n}, és egy F ∈ F halmazhoz rendeljük az xF
bináris kódszót, amelynek i-edik pozícióján pontosan
akkor áll 1-es, ha i ∈ F. 

A halmazrendszer T számossága játssza a lehetsé-
ges felhasználók számának szerepét, az M-fedésmen-
tes tulajdonság felel meg az M-edrendû ZFD tulajdon-
ságnak és az U alaphalmaz n mérete pedig a kódszó-
hossznak.

2. ZFD kódok 

minimális hosszára vonatkozó korlátok

Ebben a szakaszban korlátokat adunk a ZFD(T,M) kód
minimális hosszára.

A legegyszerûbb alsó korlátot annak felismerésével
kapjuk, hogy a legfeljebb M kódszóból álló összegvek-
toroknak különbözniük kell egymástól, vagyis számuk
nem haladhatja meg az n-bites bináris vektorok számát:

Felhasználva, hogy kapjuk a követ-
kezô korlátot:

nZFD(T,M) ≥ M logT.

Bassalygo alábbi eredménye jellegében eltér a szo-
kásos korlátoktól, azonban támpontot ad arra vonatko-
zólag, hogy milyen esetekben érdemes az idôosztás-
nál hatékonyabb kódolást keresnünk.

2. tétel (Bassalygo-korlát, [8,9,1])

nZFD(M,T) ≥ min

HÍRADÁSTECHNIKA
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A tételbôl következik, hogy ha √2T < M < T, akkor
nZFD(T,M) = T, vagyis ha M értéke ebben a tartomány-
ban van, akkor egyetlen ZFD(T,M) kód sem lehet jobb
az idôosztásnál.

3. tétel [8,9,11,15]
A ZFD(T,M) kód minimális hosszára jelenleg ismert

legjobb alsó korlát, T → ∞,M → ∞ és M <<T esetén:

ahol a k konstans értéke [8] szerint 1/2, [11] szerint
1/4, [15] alapján pedig 1/8.

A és Zeisel [3] a véletlen kódválasztás technikájával
adott felsô korlátot a minimális kódszóhosszra.

4. tétel [3]
Rögzített M és T → ∞ esetén

nZFD(T,M) ≤ K(M)M 2(1+o(1)) logT,
ahol K(M) ≤ 1.5112.

Amennyiben M → ∞ is teljesül,

Bizonyítás
Tekintsünk egy véletlenszerûen választott kódot az

1,2,...,L (L ≥ M) ábécé felett. A kódszavak hossza n/L,
és az egyes szimbólumokat egymástól függetlenül
egyenletes eloszlás szerint sorsoljuk. Ebbôl a kódból
készítünk egy bináris C kódot úgy, hogy minden szim-
bólumot L hosszúságú, 1 súlyú bináris sorozattal he-
lyettesítünk az alábbi leképezés szerint:

1 ⇒ 0. . .001
2 ⇒ 0. . .010
...
L ⇒ 1. . .000

Ekkor a C kód n hosszúságú, bináris kódszavakból
áll. A C kód nem teljesíti a ZFD tulajdonságot, amennyi-
ben ki tudunk választani a T darab kódszó közül M-et
úgy, hogy minden L hosszú szegmensben legalább
egynek olyan pozíción van az 1-es bitje, amely meg-
egyezik egy tôlük függetlenül választott (M+1)-edik kód-
szóéval.

P
(C nem ZFD)

Azt kell belátnunk, hogy ez a valószínûség 1-nél ki-
sebb, mert ekkor létezik M-edrendû ZFD kód. Ehhez az
exponenciális függvény argumentumának kell 0-nál ki-
sebbnek lennie:

Ebbôl a kódszóhosszat kifejezve kapjuk, hogy

vagyis a kódszóhosszat ennél nagyobbra választva
létezik M-edrendû ZFD kód, tehát a minimális kódszó-
hossz ennél nem nagyobb:

Aszimptótikusan az alábbi felsô határt kapjuk:

nZFD(T,M) ≤ K(M)M 2(1+o(1)) logT

ahol

Válasszuk meg a szegmenshosszt ér-
tékre, és alkalmazzuk az M ≤ L esetén fennálló 

egyenlôtlenséget.

Így kapjuk, hogy

ahol 

Ha M → ∞, akkor α→ ln 2, így

s ezzel beláttuk a tételt. ■

A minimális kódszóhosszra kapunk felsô korlátot ab-
ban az esetben is, ha a 4. tételtôl eltérôen nem kon-
stans súlyú kódszavakkal dolgozunk, hanem a kódsza-
vakban szereplô 1-es bitek száma binomiális eloszlás
szerinti.

5. tétel (Dyachkov és Rykov [9])
1<< M <<T és T → ∞ esetén
nZFD(T,M) ≤ e ln2M(M+1) logT ≈

1.884M 2(1+o(1)) logT.

Bizonyítás
Tekintsünk egy n hosszú kódszavakból álló vélet-

lenszerûen választott bináris kódot. A kódszavak bitjeit
egymástól függetlenül sorsoljuk: p valószínûséggel 1-
est, 1 – p valószínûséggel pedig 0-t. Így egy kódszó-
ban lévô 1-esek száma binomiális eloszlást követ. A C
kód nem ZFD tulajdonságú, amennyiben ki tudunk vá-
lasztani a T darab kódszó közül M-et úgy, hogy minden
olyan pozíción, ahol egy tôlük függetlenül választott
(M+1)-edik kódszó 1-est tartalmaz, az M közül legalább
egynek szintén van 1-ese.

P(C nem ZFD)

Jelzéskódolás...
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Ez a kifejezés a minimumát esetén veszi
fel, és itt az értéke

P(C nem ZFD)

Mindkét oldal logaritmusát véve kapjuk

és ebbôl
e ln2M(M+1) logT < nvéletlen,

vagyis a kódszóhosszat ennél nagyobbra választva
létezik M-edrendû ZFD kód, tehát a minimális kódszó-
hossz ennél nem nagyobb:

nZFD(T,M) ≤ e ln2M(M+1) logT. ■

3. Kódkonstrukciók

ZFD kódok létrehozására Kautz és Singleton [14] kons-
tans súlyú módszert javasolt.

Egy kód maximális átlapolásának (maximum over-
lap) vagy keresztkorrelációjának (cross-correlation) hív-
juk azon pozíciók számát, amelyeken két tetszôlege-
sen választott kódszó közül mindkettôben 1-es áll.

1. lemma [14]
Legyen wmin a C kód kódszavainak minimális súlya.

Ha a kódszavak közötti maximális átlapolás c, akkor a
C kód ZFD tulajdonságú legalább M0-adrendben, ahol

Ha minden c elemû szimbólumegyüttes a C kód le-
galább két kódszavában szerepel, akkor a kód rendje
pontosan M0.

Bizonyítás
A C kód rendelkezik a ZFD tulajdonsággal M0-ad-

rendben, ugyanis minden kódszó súlya legalább wmin≥
M0c+1, így egyetlen kódszót sem tud tôle különbözô
M0 darab másik kódszó Boole-összege lefedni, hiszen
mindegyikkel csak legfeljebb c pozíción lapol át.

Ha minden c elemû szimbólumegyüttes legalább két
kódszóban szerepel, akkor bármely legfeljebb (M0+1)c
súlyú kódszóhoz található M0+1 másik kódszó, ame-
lyek összege fedi azt. Így C nem lehet ZFD tulajdonsá-
gú M0+1-edrendben. ■

6. tétel [14 és 10]
Legyen CQ egy (nQ,k) paraméterû és dQ kódtávolsá-

gú GF(Q) feletti kód (Q prímhatvány). Helyettesítsük a
Q-áris szimbólumokat Q-hosszú 1-súlyú bináris soroza-
tokkal a következô módon:

0 ⇒ 0. . .001
1 ⇒ 0. . .010

...
Q – 1 ⇒ 1. . .000

Az így kapott konkatenált C kód T = Qk kódszót tar-
talmaz, melyek hossza n=QnQ, és legalább M-edrend-
ben ZFD tulajdonságú, ahol 

Bizonyítás
Nyilvánvalóan T = |C | = |CQ| = Qk, n = QnQ. A biná-

ris kód Hamming-távolsága a Q-áris távolság kétszere-
se: d=2dQ, és minden kódszó w=nQ súlyú. A bináris kód
maximális átlapolása

c = w – d–
2 

= nQ – dQ,

melybôl az 1. lemma miatt következik az állítás. ■

Vizsgáljuk meg a Kautz–Singleton-konstrukció né-
hány speciális esetét!

Reed–Solomon kód [2, 10, 17]
Legyen CQ egy maximális, nQ=Q – 1 hosszú Re-

ed–Solomon-kód. A C konkatenált kódnak T=Qk kód-
szava van, s mindegyiknek w =nQ=Q – 1 súlya. 

Mivel a Reed–Solomon-kód maximális távolságú,
így dQ=nQ – k+1 (lásd Györfi, Gyôri és Vajda [13]), ami-
bôl 

c = nQ – (nQ – k+1) = k – 1.

Egy maximális távolságú kódban bármely k szimbó-
lum lehet üzenet, így minden c = k – 1 elemû szimbó-
lumegyüttes pontosan Q-szor ismétlôdik a bináris kód-
ban. Az 1. lemmából következôen a ZFD tulajdonság
rendje pontosan
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Felhasználva, hogy kapjuk az alábbi egyen-
lôtlenséget:

Ha adott T,M, és egy minimális hosszúságú kódot
szeretnénk elôállítani a Kautz–Singleton-konstrukció-
val, akkor meg kell keresnünk ennek az egyenlôtlen-
ségnek eleget tevô legkisebb (prímhatvány) Q értéket,
s ekkor a kódszóhossz n=QnQ=Q(Q –1).

BCH kód [12]
Legyen CQ egy maximális, nQ = Qr –1 hosszú BCH-

kód valamely r ≥ 2-re. Ekkor a C konkatenált kódnak
T =|CQ|=Q (k–1)r+1 kódszava van, melyek hossza n=QnQ
= Q(Qr –1), súlyuk pedig w=nQ =Qr –1. CQ minimális tá-
volságára alsó becslést adhatunk [4]: 

dQ ≥Qr –1–(k–1)Qr–1. 

Ekkor a C bináris kód ZFD tulajdonságának rendje
legalább

ami hozzávetôleg megegyezik a Reed–Solomon-
kód esetében kapott értéknek. A BCH-kód használatá-
nak elônye, hogy a lehetséges felhasználók számára
még kis r érték esetén is hatalmas számot kapunk, bár
az is igaz, hogy a minimális kódszóhossz szintén na-
gyobb a Reed–Solomon-kódéhoz képest.

A kódkonstrukciókról részletes tanulmány olvasható
Dyachkov, Macula és Rykov [7] írásában.
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