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Összefoglalás 

Együttes amplitúdó- és fázisapproximációs módszert mutatunk be 
koncentrált paraméterű és mintavételezett szú'ró'k tervezésére. A 
realizációk köre az L C , C C D , aktív R C , kaszkád SC szűröktől a di­
gitális vagy hullámdigitális HR-szűrőkig terjed. Az approximáció 
alapgondolata a nem minimálfázisú szűrő minimálfázisú szűrőre és 
mindentáteresztő korrektorra történő dekompozíciója. így az amp­
litúdó- és fázisapproximáció felváltva végezhető. Mindkét approxi­
máció speciális függvények lineáris interpolációján alapul. A cikk 
végén néhány mintapéldát mutatunk be. 

1. Bevezetés 

A szűrőtervezés célja általában az, hogy előírt ampli­
túdó-követelményeket kis ingadozású fáziskarakterisz­
tika mellett valósítunk meg. A hagyományos koncep­
ció szerint az amplitúdó-követelményeket minimálfá­
zisú hálózattal valósítjuk meg, a fázist pedig mindent­
áteresztővel korrigáljuk. Jobb megoldást érhetünk el, 
ha a korrektor mindentáteresztő tulajdonságáról le­
mondunk és a korrektor-hálózatot is felhasználjuk az 
amplitúdó-karekterisztika alakításához. 

Az együttes amplitúdó- és fázisapproximációt sok 
speciális esetre megoldották mind koncentrált para­
méterű, mind mintavételezett szűrőkre reciprok és 
nemreciprok megvalósításokkal [1-9]. Az együttes 
approximációnak az irodalomban tárgyalt speciális 
eseteiben az amplitúdó és a fázis közelítésére csak bi­
zonyos típusú approximációk megengedettek, azaz az 
egységnyi átvitelt vagy maximálisan laposan vagy 
egyenletesen közelítik. Az ismert módszerek egy ré­
szében mindkét közelítés összes paraméterét együtt 
kell kezeim, ennek következtében az eljárás konver­
genciáját nehéz kézben tartani. Más módszerekben az 
amplitúdót és a fázist ugyanazokon a frekvenciaponto­
kon kell interpolálni [5]. 

Ebben a cikkben olyan együttes approximációs 
módszert mutatunk be, amelyben mind az amplitúdó, 
mind a fázis maximálisan laposan és egyenletesen is 
közelíthető, az előírások pedig tetszőlegesen megad­
hatók mind aluláteresztő mind sáváteresztő szűrőkre. 
A módszer alapgondolata az, hogy egy nem minimál­
fázisú szűrőt approximálunk, amelyet két fiktív részre 
bontunk. A közelítés során mind az amplitúdóra és a 
fázisra együttesen, mind az amplitúdóra külön maxi­
mális számú szabadságfokot használunk fel. A két 
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approximáció paraméterei elkülönülnek, interpolációs 
pontjaik pedig függetlenek egymástól. Mindez jobban 
megközelíthetővé teszi a stabilitás és a konvergencia 
kérdését. Az iteráció egyszerű és néhány lépésben 
konvergál. 

292 Híradástechnika, XLI. évfolyam, 1990. 12. szám 



2. Nem minimálfázisú hálózatok dekompozíciója 

Köztudott, hogy minden nem minimálfázisú hálózat 
két fiktív részre bontható: egy minimálfázisú hálózatra 
és egy mindentáteresztő korrektorra. A nem minimál­
fázisú szúró' átviteli függvényének pólusai a bal félsí­
kon, zérusai a jobb félsíkon, a képzetes tengelyen és 
sávszűrő' esetén az origóban fekszenek. Általános eset­
ben a zérusok a bal félsíkra is kerülhetnek, de szelek­
tív szűrők esetében, ha az amplitúdó közelítésére ma­
ximális számú szabadságfokot kötünk le, elegendő a 
fent említett esettel foglalkozni. A nem minimálfázisú 
hálózat egyik része, a fiktív korrektor tartalmazza a 
nem minimálfázisú hálózat jobb félsíkbeli zérusait és 
ezek tükörképeként a bal félsíkon pólusokat. A fiktív 
minimálfázisú hálózat tartalmazza a nem minimálfázi­
sú hálózat pólusait, képzetes tengelyen fekvő zérusait 
és azokat a bal félsíkon fekvő fiktív zérusokat, amelye­
ket a korrektor fiktív pólusaival egybeejtünk. 

Egy n-edfokú nem minimálfázisú hálózat átviteli 
függvénye a következőképpen írható fel: 

H(p) = 
N(p) L m (p )p b M(p) 

D»(P) Dn(p) 
0 ) 

ahol L r a (p) képviseli a képzetes tengelyen az origón kí­
vüli m darab átviteli zéruspárt, p b jelenti az origóban 
lévő átviteli zérusokat sávszűrők esetén és M(p) képvi­
seli a jobb félsíkon fekvő átviteli zérusokat. A H(p) át­
viteli függvény dekomponálásához a jobb félsíkbeli zé­
rusok tükörképeként a bal félsíkon fiktív pólusokat és 
ezeket kiejtő zérusokat definiálunk. A fiktív minimál­
fázisú hálózat és a fiktív korrektor átviteli függvényeit 
a következőképpen vezethetjük be: 

H(p) = 
L m (p )p b M(p) M ( - p ) 

D n (p) M ( - p ) 

L m ( p ) p b M ( - p ) M(p) 

D n (p ) M ( - p ) 

= H M P ( p ) • H c ( p ) . (2) 
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1. ábra. Nem minimálfázisú szűrő dekompozíciója minimálfázisú 
hálózatra és mindentáteresztő korrektorra 

D n(p)-vel közelítjük az áteresztősávi amplitúdót, 
L m ( p ) és p b a zárósávot alakítja k i és M(p)-vel korri­
gáljuk a fázist. A nevező fokszámából látszik, hogy as 
áteresztősávi amplitúdó-approximációhoz maximális 
számú szabadságfokot használunk fel. 

Az 1. ábrán egy hetedfokú nem minimálfázisú szűré 
dekompozíciója látható. A szűrő két zérusa a jobb fél­
síkon fekszik, így két fiktív része: egy másodfokú min­
dentáteresztő korrektor és egy hetedfokú minimálfázi­
sú hálózat. 

3. Az együttes approximáció algoritmusa 

A nem minimálfázisú szűrő dekompozíciója az együt 
tes approximációt visszavezeti arra a problémára, hogy 
találjuk meg a szűrő két fiktív részét. A dekompozíció 
nak megfelelően az amplitúdó és a fázis approximáci 
ója elkülönül és felváltva végezhető. 
Az n-edfokú nem minimálfázisú szűrő együttes appro­
ximációja öt lépésben történik. 

1. lépés: 
Az amplitúdó- és a fáziselőírásoknak megfelelően 
megválasztjuk a szűrő két fiktív részének fokszámát, 
azaz a korrektorét ( n c ) és a minimálfázisú hálózatét, 
amely egyenlő a nem minimálfázisú szűrő fokszámával 
( n M P = n). Az approximáció során maximális számú 
szabadságfokot használunk fel az áteresztősávi ampli­
túdó-közelítésre adott fokszám mellett. 
2. lépés: 
Az áteresztő- és zárósávi amplitúdó-előírásokat egy 
n M P ' = n M P - n c fokú minimálfázisú hálózattal elégítjük 
ki , amelynek csak képzetes zérusai vannak. Az ampli­
túdó közelítése során az a célunk, hogy a lehető leg­
szélesebb áteresztősávot érjük el az adott fokszámú 
szűrővel. A minimálfázisú hálózat fáziskarakterisztiká­
ját n< fokú mindentáteresztő korrektorral korrigáljuk. 

H n ( p ) = H M P ( p ) H c ( p ) = L m ( p ) p b M(p) 
I M P ) M ( - p ) 

(3) 

3. lépés: 
Az előző lépés minimálfázisú hálózatának fokszámát 
( n M P ' ) megnöveljük a korrektor fokszámával (nc), azaz 
a minimálfázisú hálózat fokszáma n M P = n M P ' + n c = n 
lesz. 

4. lépés: 
Az n M P fokú minimálfázisú hálózat zérusait a képzetes 
tengelyen és a bal félsíkon írjuk elő, az előző fáziskor­
rekció eredményeként kapott korrektor pólusainak 
helyén. Az amplitúdó közelítésekor a képzetes tenge­
lyen lévő zérusok a tengelyen vándorolnak, a bal félsí­
kon fekvők helye azonban kötött. Az áteresztő- és a 
zárósávi amplitúdó közelítését úgy végezzük, hogy az 
áteresztősáv a lehető legszélesebb legyen az adott 
fokszám mellett. Az áteresztősáv kiszélesedését már 
az első lépésben figyelembe vehetjük, amikor a mini-
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málfázisú hálózat fokszámát megválasztjuk. A fázis­
korrekciót ismét egy ric fokú mindentáteresztővel vé­
gezzük. 

H„(p) = H M P ( p ) • H c (p) = 

L m ( p ) p b [ M ( - p ) ] e l S z ő [M(p)] 4 j 

(4) 
D„(P) [M ( -p ) ]új 

5. lépés: 
A minimálfázisú hálózat bal félsíkbeli zérusait és az új 
korrektor pólusait, azaz az [ M ( - p ) ] e l & ő és [M(-p)] Ü J po­
linomokat összehasonlítjuk. Ha egy adott hibahatáron 
belül nem egyeznek meg, akkor az approximációt a 4. 
lépéstói folytatjuk. Ha megegyeznek, akkor a minimál­
fázisú hálózat bal félsíkbeli zérusai és a korrektor pó­
lusai kiejtik egymást, és a nem minimálfázisú szűrő két 
fiktív részét megtaláltuk. 

A fenti algoritmusban mind az amplitúdó, mind a 
fázis közelítése tetszőleges technikával végezhető. 
Fontos azonban, hogy az amplitúdót úgy közelítsük, 
hogy a lehető legszélesebb áteresztősávot kapjuk. Az 
áteresztősáv kiszélesedésének eredményeként a fázis­
hiba a specifikált áteresztősávban kisebb lesz, így egy­
szerűbb korrektorral is kielégíthetők a fáziselőírások. 
Munkánkban mind az amplitúdó, mind a fázis közelí­
tésére interpolációs technikát alkalmaztunk. 

Az amplitúdó és a fázis közelítését felváltva végez­
zük, így paramétereik elválnak egymástól s a tervező 
egyszerűbb problémával kerül szembe, mint abban az 
esetben, amikor valamennyi paramétert együtt kell be­
állítani. A megoldott feladatok tapasztalatai alapján a 
szűrő stabilitását és az amplitúdó-karakterisztika át­
meneti sávbeli monotonitását a módszer biztosítja l i ­
neáris fázis közelítése esetén, és a konvergencia-prob­
lémák is könnyebben kezelhetők, mint más együttes 
algoritmusokban. 

A 2. ábrán egy hetedfokú nem minimálfázisú szűrő 
pólusait és zérusait ábrázoltuk az algoritmus második 
és negyedik lépésében, valamint az approximáció vé­
gén. Az első lépésben a hetedfokú nem minimálfázisú 
szűrőt felbontottuk egy másodfokú korrektorra és egy 
hetedfokú minimálfázisú hálózatra. A második lépés­
ben (a) az amplitúdó-előírásokat egy ötödfokú mini­
málfázisú hálózattal, a fáziselőírásokat egy másodfokú 
korrektorral elégítettük ki . A harmadik lépésben a mi­
nimálfázisú hálózat fokszámát hétre növeltük. Zérusa­
it a képzetes tengelyen és a korrektor pólusainak he­
lyén a bal félsíkon írtuk elő. A negyedik lépésben (b) a 
minimálfázisú hálózat zérusai és a korrektor pólusai 
nem ejtik k i egymást. Az algoritmus végén (c) a mini­
málfázisú hálózat zérusai és a korrektor pólusai meg­
egyeznek egy adott hibahatáron belül. 

A hagyományos módszerrel (minimálfázisú hálózat 
+ mindentáteresztő korrektor) összehasonlítva az 
együttes approximáció merőben más, mert az amplitú­
dó közelítésére használható szabadságfokok száma na­
gyobb, mint az azonos fokszámú hagyományos appro­
ximációban. A fázis közelítésekor az amplitúdó-karak­
terisztika nem változik. 

H - 5 9 7 - 2 

2. ábra. Hetedfokú nem minimálfázisú hálózatnak és fiktív részei­
nek pólus-zérus elrendezése 
a - második lépes, b - negyedik lépés, C - az approximáció 
eredménye 

Az együttes approximáció hatékonysága kétfélekép­
pen használható ki . Egyrészt a szűrő fokszáma csök­
ken, azaz az amplitúdó- és a fáziselőírások kisebb fok­
számú szűrővel is kielégíthetőek, mint a hagyományos 
módon. Másrészt ugyanolyan fokszámú szűrővel k i ­
sebb fázisingadozás érhető el. 

4. Az amplitúdó-karakterisztika approximációja 

Az amplitúdó-karakterisztika approximációjának 
klasszikus eseteit az irodalomból jól ismerjük. A mi 
esetünkben az amplitúdót kötött bal félsíkbeli zérusok 
figyelembevételével kell közelíteni. Munkánkban ezt a 
problémát interpolációs módszerrel oldjuk meg [10, 
11], amelyet a Remez-algoritmussal kombinálunk. Az 
áteresztő- és a zárósáv interpolációját külön végezzük. 
Az amplitúdókövetelményeket mindkét sávban tetsző­
leges függvényekkel írhatjuk elő. Az áteresztősávi 
amplitúdó-karakterisztikára magasabb deriváltakat is 
előírhatunk. 

4. 7. Az áteresztősáv interpolációja 

Az amplitúdó-karakterisztikát egy vx. frekvenciasoro­
zaton interpoláljuk. ai ( i = 0,l,...,r+1) jelöli azokat a 
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frekvenciákat, amelyeken az amplitúdót vagy derivált­
jait előírtuk. Összesen n=r+Zmj számú követelményt 
írhatunk elő, ahol r az amplitúdóelőírások száma, nij 
pedig az uj frekvencián az előírt deriváltak száma. A v{ 

frekvenciasorozatot az wj frekvenciákból képezzük. vv 

minden frekvenciát ( l+m^-szer tartalmaz, a frekven­
ciák sorrendje pedig tetszőleges. A specifikációt az 
F(p)/G(p) törtfüggvény hordozza, ahol F(p)-nek és 
G(p)-nek nincs közös zérusa, G(j vi)*Q, és F(p) és 
G(p) a vx sorozatnak megfelelő számú deriválttal ren­
delkezik, egyébként tetszőleges függvények. Az 
F(p)/G(p) amplitúdókarakterisztikáját a H(p) = 
N(p) /D(p) átviteli függvény amplitúdó-karakteriszti­
kája interpolálja a vx frekvenciasorozaton. A további­
akban a következő jelölést fogjuk alkalmazni: 
A(p )=A(p)A( -p ) p-nek bármely függvényére. 

Az áteresztősáv approximációja a következő egyen­
lettel írható le: 

N(p) F(p) _ W n (p ) 

D n (p) G p D n ( p ) G p 

n + 1 / 2 , 2 \ 

• « ! (P + VW n>0, (5) 

ahol D n (p)- t keressük, (n+1) az előírások száma és 
W n (p) egy páros hibafüggvény, amelynek nincsenek 
pólusai az előírt frekvenciákon. N n (p) rögzített az áte­
resztősáv közelítése során, mert a bal félsíkbeli fiktív 
zérusokból és a képzetes tengelyen fekvő zérusokból 
áll, amelyek helyét egy másik iterációs lépésben hatá­
rozzuk meg. A fenti egyenlet lineáris problémára re­
dukálható és az általánosított Newton-interpolációs 
formulába írható: 

D„(P) = mVm,."i ( P 2 + ^ l ) - (6) 

A Am és W n (p ) sorozatokat n szerinti rekurzióval 
számolhatjuk [10]. 

fin(p) ismeretében Hurwitz-faktorizációval kapunk 
stabil D n (p)- t [13]. 

4. 2. A zárósáv interpolációja 

A zárósáv, azaz a csillapításkarckterisztika approximá­
ciója során rögzített D n (p ) és M(p) mellett az L m (p) - t 
kell meghatároznunk úgy, hogy a | H(jw) | egyezzen 
meg az |F(jw)/G(jw)|-kel az u, helyeken 
(i=l,2,. . . ,m + l ) . 

A feladat az 

L m (p ) = a m( - i y | 
^D(p)F(p) 

M(p)Ö(p) (p b) 

ra + 1 

+ Z m ( p ) i « 1 ( p 2 + « 2 i ) 

(7) 
lineáris egyenlet megoldása L m (p)-re és am-re, ahol 
L m ( p ) 2m-edfokú, egységni vezető együtthatójú páros 
polinom, Z m ( p ) tetszőleges páros hibafüggvény úgy, 
hogy 1/Zm(j.w)#0 és a m az amplitúdó értéke a zárósáv 
kezdőpontjában. A problémának ez a felírása garan­
tálja, hogy L m ( p ) m különböző képzetes gyökpárból 
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áll. Sáváteresztő szűrő esetén a b és m paramétereket 
úgy kell választani, hogy a szűrő minél szimmetriku-
sabb legyen [14]. 

Az L m ( p ) polinom és a m rekurziós formulával szá­
molható [10]. 

Mint hangsúlyoztunk az együttes approximáció is­
mertetésekor, az ampli túdó közelítése során a lehető 
legszélesebb áteresztősávot szeretnénk elérni. Ezért az 
interpoláció eredményét , am-t megszorozzuk 3^^/^-
mel. így a zárósáv nincs túlteljesítve és az áteresztősáv 
kiszélesedik, ami a fázis közelítésekor igen előnyös. 

Egy n-edfokú aluláteresztő szűrő esetén n paramé­
tert használunk az áteresztősáv közelítésére és egyet a 
zárósáv határára. Az interpolációs pontokat mindkét 
sávban a 3. ábrán tüntettük fel. Érdemes megjegyezni, 
hogy az algoritmusban a véges képzetes zérusok szá­
ma tetszőleges. 

Interpolációs pontok 

• : az áteresztó 'sávban 
A : a zárósávban 
X : ú j interpolációs pontok 

F ( j c J ) / G I j O ) ) 

I H-597-T] 

.?. ábra. Mindkét sávban egyenletes ingadozású szűrő interpoláci­
ós pontjai 

Az amplitúdó- és csillapításkarakterisztika együttes 
approximációja során aluláteresztő esetben az áteresz­
tősávban n frekvenciát osztunk ki , az (n+ l ) -d ik a zá­
rósáv határa. A zárósávban m szabadságfok áll rendel­
kezésünkre. Az n darab frekvencia maximálisan lapos 
amplitúdóapproximáció esetén az origó, hiszen előír­
juk az amplitúdót és ( n - 1 ) deriváltját u = 0-ban. 
Egyenletes ingadozású amplitúdóapproximáció esetén 
n darab amplitúdóértéket írunk elő az áteresztősáv­
ban, ez n darab frekvenciát jelent. Sávszűrő esetben a 
két zárósávot külön kezeljük. Hasonlóan járunk el, 
mint aluláteresztő esetben, csak az w=0 frekvencia he­
lyére a sávközépi frekvencia lép. 

4.3. Ileraüv approximáció 

Egyenletes approximáció esetén az áteresztő- és a zá­
rósávot a Remez-algorilmus köti össze iteratív módon 
[16], az új interpolációs pontokat az előírás és lH(ju) | 
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maximális eltérésének helyén választjuk. A Remez-al-
goritmus kezdőpontjait az úgynevezett Csebisev- és in­
verz Cserbisev-frekvenciákon érdemes választani. 

Az amplitúdó approximációjakor először az átviteli 
zérusokat írjuk elő. Ezek a zérusok meghatározzák a 
számlálót, N(p)-t, és a nevező, D(p) interpolációja kö­
vetkezik. Ekkor a nevező ismeretében a számláló in­
terpolációja következik, stb. Az iteratív interpolációt 
addig végezzük, amíg az együtthatók alig változnak. 

5. Fázisapproximáció 

Az együttes approximációs algoritmusban használt fá­
zisapproximációs módszer tetszőleges fázis közelítése­
re alkalmas [18]. Legyen <ps(u) az előírt fáziskarakte­
risztika, *n( u ) a korrigálandó fáziskarakterisztika és 
2v(u) a mindentáteresztő korrektor fáziskarakteriszti­
kája. Minden fáziskarakterisztikát úgy értelmezünk, 
hogy az az átviteli függvény reciprokához tartozik, így 
a futásidő egyszerűen a fázis deriváltja. A korrektor-
polinom tervezéséhez előírt fázis és futásidő 

»(«) = V 2 [ * s ( u ) - » i i ( « ) ] , (8) 

T ( Ü ) = 1/2[ T S ( « ) - T „ ( U ) ] , 

» ( « c ) = V 2 [ » s ( « e ) - » H ( « e ) ] , (10) 

ahol uc az áteresztősáv sávközépi frekvenciája. T S(W) az 
előírt futásidő karakterisztika, T „ ( U ) a korrigálandó fu­
tásidő, 2T(W) pedig a korrektor futásideje. Egyszerűség 
kedvéért a korrektor fokszámát a továbbiakban n-nel 
jelöljük ( = n c ) . 

A koncentrált paraméterű szűrő tervezésekor lineá­
ris fázis előírása esetén vs(u)-t a következőképpen ír­
juk elő: 

(Ps(«) = 2{((p c-u cT)signu + uT} , (11) 

T S(W) = 2 T , <ps(uc) = 2<>>c, (12) 

ahol <Í>c a sávközépi fázistolás és T a késleltetés. Sávát­
eresztő szűrőkre % és T szabad paraméterek, míg szé­
lessávú sávszűrőkre <pc~wcT, aluláteresztőkre pedig 
<pc=0, uc = 0. A 4. ábrán az előírt lineáris fáziskarakte­
risztikát [17] és egy azt közelítő fáziskarakterisztikát 
rajzoltunk fel. 

Mintavételezett szűrő esetén a fázisapproximációra 
két lehetőség kínálkozik. Egyrészt közvetlenül a z-tar-
tományban is elvégezhetjük, ahol z = exp(jí2Ts) és T s a 
mintavételi periódusidő. Másrészt az előírásokat a bi-
lineáris transzformációval az u referenciafrekvencia­
tartományba transzformálhatjuk és a közelítést ott el­
végezve az eredményeket bilineáris transzformációval 
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•I. ábra. FJőírt lineáris és azt közelítő fáziskarakterisztika 

visszatranszformáljuk. A bilineáris transzformáció sze­
rint 

z - 1 u T s 

p= , u = t g — — , (13) 
z+1 2 

az előírt fázis- és futásidő-karakterisztika (<ps'(ti) és 
r s ' (n)) a refcrcnciafrekvencia-tartományban 

, 2 
«>«(«">) = * . ( -=r-arc tg u), (14) 

* S 

• * 2 r s'( JLarctgu) . (Úr-
T-s 1 + w T s 

A <ps'(fl) és r s (n) jelöléseket úgy választottuk, hogy a 
referencia-tartományban megegyezzenek a koncent­
rált paraméterű eset jelöléseivel, hogy mindkét eset­
ben azonos jelölésekkel dolgozhassunk. 

Ha mintavételezett esetben lineáris fázist írunk elő, 
akkor 

2T 2 T 

<ps(u) = 2{(<pc- — arctg wc)signu+ — arcig u] , (16) 
* s * s 

2T 1 
n(") = 2 — — — r , q>s(wc) = 2vc, (17) 

ahol u c =tg( í2 c T s /2) . Szélessávú sávszűrőre 
<i>c=2T/Ts arctg wc és alulátereszt őre <pc = 0, w c=0. 

A fázisapproximációt ebben a munkában aluláte­
resztő és sáváteresztő szűrőkre maximálisan lapos és 
egyenletes ingadozású esetre tárgyaljuk. Ezeket a 
problémákat korábban speciális esetekre oldották meg 
[18]. 

Adott *>n(ü) és T s mellett a mintavételezett esetben 
T értékének növelésével v(u) mind közelebb kerül a l i ­
neáris fáziskarakterisztikához, amely biztosan stabil a 
koncentrált paraméterű aluláteresztő esetben és <pc és 
T megfelelő választásával stabil a koncentrált paramé­
terű sávszűtő esetén [20, 23], míg a mintavételezett 
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aluláteresztő esetben akkor stabil, ha 2T/T s >n-1, ahol 
n a korrektor fokszáma [19]. Ez azt jelenti, hogy adott 
n-re a stabilitás T elegendően nagy értekre történő vá­
lasztásával biztosítható. 

A fentiekben vázolt problémát, az előírt fázis köze­
lítését interpolációs technikával oldjuk meg [10,1.1]. Az 
előírt fázist közelítő n-edfokú P n(p) polinomot rekur-
ziós formulával határozhatjuk meg: 

Po(p) = l , P ,(p) = «o + P , (18) 

P„ + i (p )=«„P„(p) + (p 2 + *„ 2 )Pn-,(p) n>l, (19) 

ahol l/a^0, 0<l<n-1, és az an sorozatot rekurzióval ha­
tározzuk meg az előírásokból, vn pedig az előírt frek­
venciapontokat jelenti [18]. Egy-egy an sorozathoz egy-
egy előírás tartozik, azaz az előírástól függően más­
más tulajdonságú a n sorozatot kapunk, amelyek a kö­
zelítés paramétereinek függvényei. 

Fáziskorrekció esetén általában az előírható fázis­
feltételek száma megegyezik a korrekció fokszámával. 
Elfajuló esetben azonban további feltételek adódnak, 
ezeket a szabad paraméterekkel kell megkeresnünk. 

Maximálisan lapos közelítés esetén az a feladat, 
hogy olyan P„(p) polinomot képezzünk, amelynek fá­
zisértékeit és a fázis deriváltjait aluláteresztő szűrő 
esetén az origóban, sávszűrő esetén a sávközépi frek­
vencián írtuk elő [20, 21]. A közelítés szabad paramé­
terei aluláteresztőre a T késleltetés, sávszűrőre a T 
késleltetés és a <PC sávközépi fázistolás. Ezeket a para­
métereket kell úgy megválasztani, hogy elfajuló, stabil 
megoldásra jussunk. Azt a pontot, ahol az elfajulás be­
következik, kritikus pontnak nevezzük. A kritikus pon­
tot az a n(T, tpc) sorozat vizsgálatával keressük meg. A 
kritikus pont definícióját és a megkeresésére szolgáló 
algoritmust a [11, 25] irodalmak tartalmazzák. Kr i t i ­
kus pont mindig található és ez a megoldás egyben 
stabil is. A kritikus pontban az előírt fázist közelítő 
P n(p) polinom felveszi a P n+i(p) polinom tulajdonsá­
gait, ugyanis P n + 1 (p ) degenerálttá válik és (n + l)-edfo-
kú közelítést valósít meg [22]. 

Egyenletes közelítés esetén olyan P n(p) polinomot 
kell találni, amelynek fázisértékeit és a fázis deriváltja­
it adott frekvenciákon előírtuk, az origóban pedig zé­
rus a fázisa. A közelítés szabad paramétereit úgy kell 
megválasztanunk, hogy stabil és egyenletes ingadozású 
fáziskarakterisztikát kapjunk. Az egyenletes közelítés 
paraméterei: a T késleltetés, az előírt frekvenciapon­
tok és sávszűrő esetén a % sávközépi fázistolás. A ma­
ximálisan lapos közelítéshez hasonlóan a közelítés 
rendje egyenletes esetben is növelhető, ugyanis n-ed­
fokú közelítés esetén azon pontok száma, amelyekben 
pontosan kielégítjük az előírásokat, nagyobb vagy 
egyenlő, mint (n + 1). Az egyenletes közelítés lényeges 
része a paraméterek kezdőértékének megválasztása. A 
frekvenciapontokat a sávszélek felé sűrűsödő módon 
kell választani, a sávközépi fázistolást pedig a 0-n tar­
tományban úgy, hogy a közelítés minél szimmetriku-

sabb legyen a sávközépi frekvenciára. A késleltetés 
kezdőértékét az együttes approximációs algoritmus 
második lépésében úgy választjuk meg, hogy elvégez­
zük az előírt fázis maximálisan lapos közelítését és az 
abból adódó optimális késleltetés lesz az egyenletes 
közelítés kezdőértéke. Az együttes approximációs al­
goritmus negyedik lépésében a késleltetés kezdőérté­
ke az előző korrekció eredményeként kapott késlelte­
tés értéke. Az egyenletes közelítés algoritmusa a [11, 
25] irodalmakban található. 

6. Stabilitás és konvergencia 

A koncentrált paraméterű és mintavételezett szűrők 
általunk javasolt együttes amplitúdó- és fázisapproxi­
mációja mindig stabil megoldásra vezet, amely mono­
ton az átmeneti sávban, ha fázisa lineáris az áteresztő­
sávban. Mivel a maximális számú szabadságfokot köt­
jük le a amplitúdó közelítésére az áteresztősávban, a 
szűrő két fiktív részre bontható. A két rész stabilitása 
garantálható. A minimálfázisú rész stabil, mert az 
amplitúdó közelítésének eredményeként kapott 
H(p)H(-p) polinomból a H(p) polinomot Hurwitz-
faktorizációval határozzuk meg [13]. A korrektor sta­
bilitását a fázisapproximációs algoritmus paraméterei­
nek megfelelő választásával garantáljuk. 

Az approximáció központi kérdése az algoritmus 
konvergenciája. Ez igen bonyolult kérdés. Köztudott, 
hogy a Remez-algoritmus konvergenciáját sem sike­
rült racionális törtfüggvényekre bizonyítani, pedig ez 
az algoritmus egyszerű amplitúdó-approximációt old 
meg. Tudjuk azt is, hogy az algoritmus konvergál, ha 
jó kezdőértékből indítjuk. Mindkét sávban egyenletes 
közelítésű szűrő esetén a Remez-algoritmus az együt­
tes közelítés részét képezi. Minezek ismeretében az 
algoritmus konvergenciáját példákon vizsgáltuk. Kü­
lönböző előírású szűrőket tervezve azt tapasztaltuk, 
hogy a megoldás mindig konvergens volt és a megol­
dást néhány lépésen belül megtaláltuk. 

7. Alkalmazások 

7. 1. Hetedfokú aluláteresztő tervezése hagyományos 
koncepció szerint és együttes approximációval 

Egy hetedfokú nem minimálfázisú aluláteresztő szűrőt 
approximálunk. A fáziskorrekciót másodfokú fiktív 
korrektorral végezzük. Az amplitúdó-előírásokat az 5. 
ábrán adtuk meg. Az a) ábrán az algoritmus második 
lépésének amplitúdóközelítése, azaz a hagyományos 
koncepció szerinti amplitúdó-approximáció eredmé­
nye látható, a b) ábrán pedig az eredményül kapott 
szűrő amplitúdó-karakterisztikája. Az áteresztősáv k i ­
szélesedése szembetűnő. A 6. ábrán az első (a) és az 
utolsó (b) korrekció fázishibáját adtuk meg, 
{A<p(w) = <ps(u)-(</>H(w) + 2<j>(w))}. A fázist egyenletesen 
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5. ábra. Hetedfokú nem minimálfázisú szűrő amplitúdó-karakte­
risztikája az approximáció elején és végén 

7. ábra. Tizedfokú sávszú'ró'k amplitúdó-karakterisztikája 
a - nyolcadfokú minimálfázisú hálózat + másodfokú kor­

rektor, 
b - tizedfokú minimálfázisú hálózat, 
C - tizedfokú nem minimálfázisú hálózat, az együttes app­

roximáció eredménye 

A T M [ms 

0,5 

•1.5 

6. ábra. Hétedfokú nem mini­
málfázisú szűrő fáziska-
rakterisztikájd az appro­
ximáció elején és végén 

f [MHz] 

298 H-597-6 

1.Í. CL) [kHz] 

I H-597-8 

S. ábra. Tizedfokú sávszú'ró'k futásidő-karakterisztikája 
a - nyolcadfokú minimálfázisú hálózat + másodfokú kor­

rektor 
b - tizedfokú minimálfázisú hálózat, 
C - tizedfokú nem minimálfázisú hálózat, az együttes app­

roximáció eredménye 

közelítettük. A példa az együttes approximáció egyik 
előnyére világít rá, ugyanis ugyanolyan fokszámú szű­
rővel jobb fázishiba-karakteris/tikát, azaz a sávszélen 
kisebb ingadozást kaptunk. 
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9. ábra. Tizedfokú sávszűrők pólus-zérus elrendezése 

a - nyolcadfokú minimálfázisú hálózat + másodfokú kor­
rektor 

b - tizedfokú minimálfázisú hálózat 
C - tizedfokú nem minimálfázisú hálózat, az együttes app­

roximáció eredménye 

7. 2. Szélessávú sávszűrő tervezése 

Második példaként három különböző tizedfokú sáv­
szűrőt hasonlítunk össze: egy nyolcadfokú minimálfá­
zisú hálózatot másodfokú korrektorral kiegészítve, egy 
tizedfokú minimálfázisú hálózatot és egy együttes app­
roximációval tervezett tizedfokú nem minimálfázisú 
hálózatot, amely másodfokú korrekciót valósít meg. 
Mindhárom esetben úgy választottuk meg az origóban 
fekvő zérusok számát, hogy a legszimmetrikusabb 
megoldást kapjuk [14]. A 7. ábrán az amplitúdó-karak­
terisztikákat, a 8. ábrán a futásidő-karakterisztikákat, 
a 9. ábrán pedig a szűrők pólusait és zérusait ábrázol­
tuk. Az a) és c) esetben a késleltetés 2msec, a sávkö-
zépi fázistolás 1.42rad volt. Az a) esetben az amplitú­
dó-követelményeket sértettük meg, a b) esetben pedig 
a futásidő ingadozása igen nagy. A tizedfokú nem mi­
nimálfázisú hálózat (c eset) teljesíti az amplitúdó-kö­
vetelményeket és futásidő-ingadozása a sávszélek felé 
haladva jobb, mint a másik két esetben. 

|H(j21Tf)| [db] 

0 5 10 15 20 , r _ k H 2 ] 

IH-597-lQl 

10. ábra. Nyolcadfokú nem minimálfázisú demodulátorszűrő ampli­
túdó-karakterisztikája 

1 H - 5 9 7 - H l 

11. ábra. Nyolcadfokú nem minimálfázisú demodulátorszűrő fázis­
karakterisztikája 

f (f) [ms] 

I 

0 5 10 15^ 20 f [ k H 2 ] 
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12. ábra. Nyolcadfokú nem minimálfázisú demodulátorszűrő futás­
idő-karakterisztikája 
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7. 3. Adatátviteli szűrő tervezése 

A harmadik példa azt mutatja be, hogyan csökkenthe­
tő a szűrő fokszáma, ha az előírásokat a fenti mód­
szerrel tervezett nem minimálfázisú szűrővel elégítjük 
k i . A koncentrált paraméterű aluláteresztő adatátviteli 
szűrő amplitúdó-karakterisztikája az egész frekvencia­
tengelyen előírt, még az átmeneti sávban is. Az áte­
resztősávi amplitúdó-ingadozás 0.5dB, a zárósávi csil­
lapítás 42dB volt. A zárósáv határa 22.5kHz. A szűrőt 
először hagyományos módon terveztük meg: egy ha­
todfokú minimálfázisú hálózattal elégítettük ki az 
amplitúdó-előírásokat, egy zéruspárt írtunk elő a kép­
zetes tengelyen, és harmadfokú korrektorral korrigál­
tuk a fázist. Ily módon 7 fokos fázisingadozást és 13/ÍS 
futásidő-ingadozást értünk el az adatátvitel Nyquist-
frekvenciájáig (16kHz) 100/JS késleltetés beállításával. 
Az együttes módszerrel approximálva a követelménye­
ket egy nyolcadfokú szűrővel elégítettük ki , amelynek 
három zérusa a jobb félsíkon, egy zéruspárja pedig a 
képzetes tengelyen helyezkedik el (10. ábra). A késlel­
tetés 108/JS, a maximális fázisingadozás a Nyquist-frek-
vencia alatt 4 fok (0.07 rad), a futásidő-ingadozás pe­
dig 15/is volt (11. és 12. ábra) 

1. táblázat 

Hagyományos Együttes 
közelítés approximáció 

Késleltetés 100 /is • 108 MS 
Fázisingadozás 7 fok 4 fok 
Futásidő-ingadozás 13 (is 15 /is 
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