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Összefoglalás 

A cikkben együttes amplitúdó- és fázisapproximációt ismertetünk 
F I R szűrők tervezésére. A módszer két részből áll: az áteresztősávi 
amplitúdó és fázis együttes interpolációjából és a zárósávi amplitú­
dó interpolációjából. A két részt a Remez-algoritmus köti össze. 

Az interpolációs polinomok rekurziós formulákkal állíthatók 
elő. Az együttes approximáció eredményeként adódó szűrők tulaj­
donságait összehasonlíthatjuk az egzakt lineárfázisú és a minimál-
fázisú szűrők tulajdonságaival. 

Bevezetés 

E cikkben együttes amplitúdó- és fázisapproximációs 
módszert ismertetünk FIR szűrőit tervezésére, amely 
az áteresztősávban lineáris fázist valósít meg. A mód­
szer átmenetet jelent az egzakt lineárfázisú szűrők és 
a minimálfázisú szűrők tervezése között. Az irodalom­
ból számos olyan módszert ismerünk, amelyekkel ha­
tékonyan tervezhetők egzakt lineárfázisú és minimál­
fázisú FIR szűrők [1-5]. Az egzakt lineárfázisú szűrők 
hossza és késleltetése azonban nagy, a minimálfázisú 
szűrőknek pedig nagy a fázistorzítása. Mindebből arra 
következtethetünk, hogy a két típus két szélső megol­
dást képvisel. Az egzakt lineárfázisú szűrőtervezéskor 
az egész frekvenciatartományban megköveteljük a l i ­
neáris fázismenetet, a minimálfázisú szűrőtervezés pe­
dig egyáltalán nem foglalkozik a fázis közelítésével. 

Olyan szűrőket tervezünk, amelyek tulajdonságai az 
egzakt lineárfázisú és minimálfázisú szűrők tulajdon­
ságai között helyezkednek el, így az általunk tervezett 
szűrőket a másik két szűrőcsoport átviteli zérusainak 
mozgatásával származtatjuk. Az 1. ábrán egy egzakt l i ­
neárfázisú aluláteresztő FIR szűrő lehetséges zérus-el­
rendezését látjuk, ahol az áteresztősávi zérusok négyes 
szimmetriában helyezkednek el. Új szűrőket úgy szár­
maztathatunk, hogy feladjuk a zérusok szimmetriáját 
és a lineáris fázist csak az áteresztő sávban közelítjük. 
A minimálfázisú hálózatból indulva (2. ábra) új szűrő­
ket az egységkörön kívül elhelyezett új zérusok beik­
tatásával kapunk lehetővé téve a fázis kiegyenlítését. 

A maximálisan lapos approximációt választva az át­
viteli függvény explicit formában megadható koncent­
rált, elosztott paraméterű és digitális szűrőkre [6-8]. 
Egyenletes közelítés esetére iterációs módszereket 
publikáltak [9-11]. 
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1. ábra. Közel lineárfázisú szűrő származtatása egzakt lineárfázisú 
szűrőből 
O - egzakt lineárfázisú szűrő zérusai 
A - közel lineárfázisú szűrő zérusai 
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2. ábra. Közel lineárfázisú szűrő származtatása minimálfázisú szű­
rőből 
• - minimálfázisú szűrő zérusai 
A - közel lineárfázisú szűrő zérusai 

Tervezési stratégia 

A FIR szűrők átviteli függvénye p-tartományban 

H [ p ) ~ (íTÍF (i) 

alakban fogalmazható meg. Az N(p) polinomot 

N{p) = Mm{p) • L,{p), m + 2l = N (2) 

alakban írhatjuk fel, ahol M m ( p ) m-ed fokú polinom, 
amely az áteresztősávi zérusokat foglalja magában, 
míg Li(p) 21-edfokú polinom, amely a zárósávi zéruso­
kat tartalmazza. 

A FIR szűrők együttes amplitúdó- és fázisapproxi­
mációja hasonlóan a [12]-ben található együttes app­
roximációs módszerekhez külön áteresztősávi és külön 
zárósávi approximácós eljárásból épül fel. 

A feladat M m ( p ) generálása, amely az adott ampli­
túdó- és fáziselőírásokat valósítja meg áteresztősáv­
ban, miközben Li(p)-t ismertnek tekintjük az áteresz­
tősávi approximáció szempontjából ül. L](p) meghatá­
rozása, amely az adott amplitúdó előírásokat interpo­
lálja zárósávban és ebben az esetben M m (p ) - t ismert­
nek tekintjük. Ezeket a lépéseket iteratíven ismételjük. 

A fenti interpolációs eljárásokat a Padé-approximá­
ción [13] alapuló lineáris problémaként fogalmaztuk 
meg, amely széleskörűen használt a hálózatelmélet­
ben. Az interpolációs polinomok meghatározása re­
kurzív úton történik és a rekurzióban szereplő együtt­
hatókat is rekurziós formulákkal határozzák meg. 

Ezek az interpolációs eljárások Remez-ciklusba fog­
lalhatók, [14], amely lehetővé teszi az egyenletes inga-
dozású amplitúdó karakterisztika kialakítását. 

A tervezési eljárás interpolációs algoritmusait a 
komplex p-tartományban fogalmaztuk meg, így szük­
séges az előírások előtorzítása a bilineáris transzfor­
mációnak megfelelően, míg a tervezés végén szintén a 

bilineáris transzformációval kaphatjuk meg a FIR szű­
rő z-tartománybeli transzferfüggvényét. A közvetlenül 
z-tartományban kidolgozott algoritmusok [15] -ben és 
az algoritmusok bizonyítása a [16] található meg. 

Áteresztősávi approximáció 

A tömörebb kezelés • érdekében bevezetjük az 
F(p) /G(p) racionális törtfüggvényt, amely az amplitú­
dó- és fáziselőírásokat hordozza. A feladat M m ( p ) 
meghatároTása, amely az előírt amplitúdó- és fáziselő­
írásokat valósítja meg az adott frekvenciákon rögzített 
L,(p) mellett (3. ábra) . 

Az M m ( p ) polinomok meghatározása lineáris egyen­
lettel fogalmazható meg, 

G(P) 

Mm(p)-L,{p) 

(l+p)N 

LI(P) 
+ ^ ( p ) ( I ^ p , n ( í , 2 + V'2) (3) 

ahol L,(p) rögzített, W n (p ) tetszőleges hibafüggvény 
pólusok nélkül az előírt f ( és f = 0 frekvenciákon, n és 
q az előírt frekvenciák számára utal és a (3)-ban sze­
replő m,n és q között az 

m + l = 2n + q 

kötés áll fenn. A q értéke 1 és 0 lehet m páros ül. pá­
ratlan értékére, q = l-nek csak aluláteresztő esetben 
van értelme. 
A (3) egyenlet rendezésével az 

G{p)-L,{p) 
i=i 

(5) 

alakú lineáris problémára jutunk. Az M m ( p ) polinom­
ra vonatkozó rekurziós összefüggés a [12] 6-1 táblázat 
alapján 

Mm+2{p) = Mm(P) + (A n + MnP) • Pq • Ü(P2 + «?). 

(6) m + 1 

alakban írható, míg a rekurzióban szereplő AN, na re­
kurziós együtthatók és a W n (p) hibafüggvény szintén 
rekurzív úton származtatható. Vezessük be a 

Wn(p) = Un(p)+PVn(p), 

Un(P) = Ev[Wn(p)}, 

Vn(p) = Od[Wn(p)} 
0) 
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jelöléseket, ahol Ev [P n(p)] ül. Od [P n(p)] a P(p) poli-
nom páros i l l . páratlan részét jelöli. A (7) felhasználá­
sával a AN, ií n rekurziós együtthatókra és a W„(p) hiba-
függvényre az alábbi összefüggések származtathatóak: 

K = -Un{p)\p=jVn+1, fMn = - V n ( p ) | p = j V t t + i , n = > 0 

^ n - l ( p ) + + • P 
P2 + vl 

un-i{p) + p 

V „ - l ( p ) + M n - 1 

wn(P) = 

Un(P) = 

V»(P)= 3 J _ 2 

P + K 
A rekurzió során az M m ( p ) polinom fokszáma 2-vel 
növekszik, így különböző kezdőfüggvények adódnak 
páros i l l . páratlan fokszámú polinomok esetén. 

Páros esetre az M m ( p ) és W n (p ) kezdőfüggvényei 

(8) 

(9) 

> » > 1 (10) 

(11) 

ahol 

-Mo(p) = A _ i , 

W o ( P ) p P M P ) G ( P ) 

A - i = 
F(p)(í + p)N 

G(P)-£I(P) 

(12) 

(13) 

míg páratlan esetben a kezdőfüggvények 

Mi(p) = A 0 + A Í 0 - P , 

WO(P) = -

Zárósávi approximáció 

F(P)(1 + P ) N 

G{p)L,[p) (14) 

Ebben az esetben a feladat az L,(p) polinom generálá­
sa, amely az ismert M m ( p ) polinommal együtt az előírt 
amplitúdóértékeket interpolálja az adott zárósávi frek­
venciasávon. Pontosabban a tervezésnél a szabad pa­
raméter a zárósávi csillapítás, ugyanis az áteresztőtar­
tomány, a zárótartomány sávszélfrekvenciája, továbbá 
az áteresztősávi ingadozás rögzített. Az L,(p) polinom 
21-edfokú páros polinom, így a feladatot rögtön lineá­
ris formában fogalmazzuk meg. 

L. (p) = a a ( - l ) <

1 

'(l + p*)» F(p) 

Mm(p)G(p) + 

+Ze(p)Í[(p2 + a?) 
i=l 

(15) 

ahol F(p)/G(p) az előírást hordozza, M m ( p ) a zárósá­
vi interpoláció szempontjából ismert polinom, a ~ je­
lölés a P (p) = P ( p j ] j ( - p ) jelölésére szolgál, az 
( l + p 2 ) N valójában a (1+p) , Z, (p) tetszőleges páros 
hibafüggvény pólusok nélkül az u, frekvenciákon és 
( - 1 ) ' az?* előírás váltakozó előjelét valósítja meg a 

3. ábrának megfelelően. A zárósávi előírás váltakozó 
előjele biztosítja, hogy a zárósávi zérusok a ju tengely­
re kerüljenek. A (15) egyenlet Lj(p) polinomja is re­
kurzív úton származtatható, az 

W P ) = (P2 + & ) M P ) - — ( p 2 + " 2

f c + i ) £ * - i ( p ) 

(16) 
egyenletnek megfelelően. A (16) polinomrekurzió a^, 
f k rekurziós együtthatói valamint a Zk(p) hibafüggvény 
a következő rekurzív összefüggésekkel származtatha­
tó: 

afc+i = a f c ( & - w 2 + 1 ) , 0 < k < l - 1 
(17) 

íTi_ YJ-U 1 I 1 (i) i. i o 1 N a* Z * = ± í ^ ± ^ l + w l + 2 i o < k < l - l 
flfc-i Zk(juk+2) 

Zk{ju>i) = 

1 < fc < / - 1, J fc=2< » ' < / + ! 

i - ! ( p ) = 0, L0{p) = l 

Z-i(M) = -(-!)*' 

6o(3Ui) - . .2 ,,,2 

o _ i = 1, 
' Mm{ju>i) • G(ju)i) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

3. ábra. A Remez-algoritmus alkalmazása 
O - interpolásiós pontok az áteresztősávban 
X - interpolációs pontok a zárósávban 
• - új interpolációs pontok az áteresztősávban 
A - új interpolációs pontok a zárósávban 
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Az áteresztő- és zárósávi approximáció kombinálása 

A tervezés áteresztősávi approximációval indul, ahol 
Lj(p) a referencia egzakt lineáris vagy minimálfázisú 
szűrő zérusait tartalmazza. A kezdő amplitúdó inter­
polációs pontokat az előírt toleranciasémán felváltva 
vesszük fel, mégpedig azokon a frekvenciákon, ahol a 
referenciaszűrő amplitúdómenetének szélső értékei 
vannak és a kezdő fázis interpolációs pontokat magán 
a báziskarakterisztikán vesszük fel, mégpedig ugyan­
azokon az áteresztősávi frekvenciákon, ahol az ampli­
túdóelőírásokat választottuk. (3. ábra). 

Az áteresztősávi interpoláció után a zárósávi inter­
polációs pontokat az előírt toleranciasémán vesszük 
azokon a frekvenciákon, ahol az eltérés a legnagyobb 
az előírás és az első interpoláció között (3. ábra) . 

A zárósávi approximáció után az új áteresztősávi in­
terpolációs pontokat az amplitúdóelőírás és az inter­
poláció eredményeként előálló H(p) amplitúdómene­
tének legnagyobb eltéréseinél választjuk, míg a fázis 
előírásokat ehhez választjuk, hasonlóan mint az első 
áteresztősávi interpolációnál (3. ábra) . 

Az interpolációs eljárásokat felváltva alkalmazva ér­
jük el az egyenletes ingadozású amplitúdókarakterisz­
tikákat. A Remez-algoritmus felváltva használja a két 
interpolációs eljárást és az új interpolációs pontokat 
mindig az előírás és eredmény legnagyobb eltéréseinél 
választjuk. A végső eredmény egyenletes ingadozású 
amplitúdókarakterisztikákat és egyenlőtlen ingadozású 
fáziskarakterisztikát biztosít. 

A szelektivitás növelése fázistorzítással 

Az áteresztősávi interpoláció az adott frekvenciákon 
egyszerre valósít meg amplitúdó- és fáziselőírásokat, 
így valójában mindkét karakterisztikát azonos sávszé­
lességgel valósítjuk meg. Azonban a fáziskarakteriszti­
kát elegendő keskenyebb sávban approximálni, ugyan­
is a jel spektruma általában a sáv szélénél kisebb [6]. 
A különböző sávszélességű approximáció az előzőek­
ben ismertetett algoritmusok segítségével a következő 
fázistorzítás felhasználásával valósítható meg [6]: 

: a s ( d B ) 

0.9 T1 = 0.949 1.0 T, = U(1 -T , ) 1 1 

(24) 

ahol T a közelítendő késleltetés, <p, (u) a torzított fázis­
előírás és u„ t a torzítási paraméterek, amelyeket kí­
sérletileg határoztunk meg a megengedett fázistorzítás 
figyelembevételével. így a zárósávi csillapítás jelentős 
növekedését érthetjük el. 

Tervezési példák 

Tervezési példákon keresztül vizsgáljuk az együttes 
approximációval tervezett aluláteresztő FIR szűrő tu­
lajdonságait és összehasonlító vizsgálatot végzünk a 
minimálfázisú, közel lineárfázisú és az egzakt lineárfá-
zisú FIR szűrők között. 

Az 1. tervezési példával vizsgáljuk az egzakt lineár­
fázisú szűrőből kiindulva tervezett közel lineáris fázisú 
FIR szűrők tulajdonságait, míg a 2. tervezési példában 
egy minimálfázisú szűrőből származtatjuk a közel line­
árfázisú szűrőt. 

Tervezési példa 1. 

A mintapéldában különböző késleltetésű közel lineár­
fázisú szűrőket tervezünk, amelyek késleltetését a re­
ferencia N=16-odfokú egzak: lineárfázisú szűrő T 0 = 
T - N / 2 késleltetése körül változtattuk. A szűrők áte-
resztősávja [0.0;0.4], zárósávja pedig [0.45;0.5]. 

Az áteresztősávi ingadozás minden esetben ugyanaz 
és a 4. ábra mutatja a zárósávi csillapítást az előírt kés­
leltetés függvényében. A közel lineárfázisú szűrők ter­
vezésénél nem használtuk az előző fejezetben ismerte­
tett fázistorzítást. 
Tekintsük a 

H - W - ( 1 + P ) N (25) 

transzferfüggvényt, amely a ( T 0 - A T ) késleltetést app-
roximálja, ebben az esetben a 

*T(-P) 
H+{P) 

(1 + P) 
(26) 

l H - 5 9 3 - l I 

. ábra. Összefüggés a zárócsillapítás és a késleltetés között 

transzferfüggvény ugyanolyan amplitúdókarakteriszti­
kával rendelkezik és fáziskarakterisztikájának a (T D + 
Ar)-tól való eltérése éppen ellentétes, mint H-(p) fá-
ziskarakterisztikájának ( T 0 - Ar)-tól . Tekintve az új el­
járással tervezett, a (T D + A T ) U1.(T0 - A T ) késleltetést 
közelítő közel lineárfázisú FIR szűrőt a két transzfer­
függvény ugyanolyan tulajdonságot mutat, mint 
H + (p) i l l . H-(p) azonos kezdeti feltételekből indítva a 
két approximációt. így a 4. ábrán látható zárócsillapí­
tás-késleltetés grafikonja szimmetrikus T q körül. 

A legnagyobb zárócsillapításhoz tartozó T T = 0,949 
T0 késleltetésű közel lineárfázisú szűrő fázishiba-ka-
rakterisztikája az 5. ábrán látható. 
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a r c H ( e J 1 J 

6, = 0.1153 
0.0707 

a r c H m ( e J " ) - u T l r i , a r c H n ( e J u ) - t j T 

a r c H ( e J U ) - T r u 

5. ábra. 1. mintapélda 
Közel lineárfázisú szűrő T1 = 0,949 T 0 késleltetéssel 
a) Amplitúdókarakterisztika 
b) Fáziskarakterisztika 

1. táblázat. 
A 2. mintapélda szűrőinek összehasonlítása 

Szűrő Minimál -
fázisú 

Közel 
lineárfázisú 

Egzakt 
lineárfázisú 

Fokszám 11 14 16 

Ingadozás az 
áteresztősávban 

0.10679 
(1.862dB) 

0.10567 
(1.842dB) 

0.1153 
(2.012dB) 

Ingadozás a 
zárósávban 

0.09983 
(20.01dB) 

0.09826 
(20.15dB) 

0.1153 
(18.76dB) 

Késleltetés 0.264 2.31 8.0 

Futásidő 
ingadozás 

2.6333 1.4918 0.0 

Fázisingadozás 18.6° 13.8° 0.0° 

+—f 

[TT- 593-6 | 
6. ábra. 2. mintapélda 

Összehasonlítás a minimálfázisú, a közel lineárfázisú és az 
egzakt lineárfázisú aluláteresztő F I R szűrők között 
a) Fáziskarakterisztikák 
b) Fázishiba-karakterisztikák, 
(folytonos görbe: minimálfázisú szűrő, 
szaggatott görbe: közel lineárfázisú szűrő) 

t=14. A közel lineárfázisú szűrő tervezéséhez 8 iterá­
cióra volt szükség és 36,3 sec CPU időre I B M 4331 gé­
pen. 

Az /. táblázat összehasonlítást mutat a minimálfázi­
sú, a közel lineárfázisú és az egzakt lineárfázisú szűrő 
között. A minimálfázisú szűrőnél a késleltetést úgy ér­
telmezzük, hogy az ez által a késleltetés által meghatá­
rozott lineárfázistól a szűrő valóságos fázismenete 
ugyanolyan mértékben térjen el mind pozitív mind ne­
gatív irányban ugyanabban a frekvenciasávban, amely­
ben a közel lineárfázisú szűrőnél a fázist közelítettük. 

A szűrő fáziskarakterisztikáit és a fázishiba-karak-
terisztikákat a 6. ábra mutatja. 

Összegezés 

Tervezési példa 2. 

A mintapéldában összehasonlítjuk egy ugyanarra az 
amplitúdóelőírásokra tervezett egzakt lineárfázisú, kö­
zel linárfázisú és minimálfázisú szűrők tulajdonságait. 
A közel linárfázisú szűrő esetén alkalmaztuk a fázis­
torzítást, amelynél a torzítási paraméterek f,=0.45 és 

Az előzőekben új tervezési eljárást adtunk FIR szűrők 
együttes amplitúdó- és fázisapproximációjára. A terve­
zési eljárás külön áteresztő és külön zárósávi interpo­
lációból épül fel, az interpolációs polinomok számítása 
rekurzív úton történik, továbbá a rekurziós együttha­
tókat is rekurzíven származtatjuk. 

Az interpolációs algoritmusokat a Remez-algorit-
musba ágyazva valósítjuk meg az iteratív tervezést, oly 
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módon, hogy az algoritmusokat felváltva alkalmazzuk 
és az új interpolációs pontokat az előírás és az előző 
interpolációs eredményként kapott H (j u) legnagyobb 
eltéréseinél választjuk. 

Mintapéldák segítségével vizsgáltuk a közel lineár­
fázisú szűrők tulajdonságait és megadtuk az azonos 
amplitúdókarakterisztikával, de ellentétes fázismenet­
tel rendelkező szűrők közötti összefüggést. 

Összehasonlítottuk egy mintapéldán keresztül a mi­
nimálfázisú, a közel lineárfázisú és az egzakt lineárfá­
zisú aluláteresztő FIR szűrőket. A tervezett közel line­
árfázisú szűrő kisebb fokszámú és késleltetésű, mint 
az egzakt lineárfázisú szűrő viszonylag csekély fázis­
torzítás árán. 
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