FIR sziirdk egyiittes amplitido-

és fazisapproximacioja
LEEB FERENC - DR. HENK TAMAS
Tavkozlési Kutat6 Intézet

Osszefoglalas

A cikkben egyiittes amplitid6- és fazisapproximdaciét ismertetiink
FIR sz{irSk tervezésére. A médszer két részb8l 4ll: az ateresztEsavi
amplirdd6 és fazis egyiittes interpolaciéjabd! és a zarésavi ampliti-
d6 interpolaci6jabol. A két részt a Remez-algoritmus koti Gssze.

Az interpolaciés polinomok rekurziés formuldkkal éllithark
el8. Az egyiitres approximaci6é eredményeként ad6dé szlirdk tulaj-
donségait Osszehasonlithatjuk az egzak? linedrfazisi és a minimal-
fazist sz{irSk tulajdonsagaival.

Bevezetés

E cikkben egyiittes amplitido- és fazisapproximéaci6s
médszert ismertetiink FIR sz{irGk tervezésére, amely
az iteresztGsavban linedris fazist val6sit meg. A mod-
szer 4dtmenetet jelent az egzakt linearfazisa sziirGk és
a minim4lfazisti szlirSk tervezése kozott. Az irodalom-
bol szdmos olyan médszert ismeriink, amelyekkel ha-
tékonyan tervezhetGk egzakt linearfazisi és minimal-
fazist FIR sziirGk [1-5]. Az egzakt line4rfazisa sztirSk
hossza és késleltetése azonban nagy, a minimalfazist
szlirGknek pedig nagy a fazistorzitdsa. Mindebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy a két tipus két szélsG megol-

zr_ 22,

dast képvisel. Az egzakt linedrfazist szdrStervezéskor

az egész frekvenciatartomdnyban megkoveteljik a li- -

zr_ 22

nedris fazismenetet, a minimalfazisa sz{irGtervezés pe-
dig egyaltaldn nem foglalkozik a fazis kozelitésével.

Olyan sziirSket terveziink, amelyek tulajdonsagai az
egzakt linearfazist és minim4alfazisG sztirGk tulajdon-
sagai kozott helyezkednek el, igy az ltalunk tervezett
sziirGket a masik két sziirGesoport atviteli zérusainak
mozgatisaval szirmaztatjuk. Az 1. dbrdn egy egzakt li-
neérfazist aluliteresztS FIR sziir§ lehetséges zérus-el-
rendezését latjuk, ahol az 4teresztsavi zérusok négyes
szimmetridban helyezkednek el. Uj sziirSket tigy szér-
maztathatunk, hogy feladjuk a zérusok szimmetrigjat
és a linearis fazist csak az dteresztS sdvban kozelitjiik.
A minimélfazist hal6zatbol indulva (2. dbra) 1 sziirs-
ket az egységkoron kiviil elhelyezett Gj zérusok beik-
tatdsaval kapunk lehet&vé téve a fazis kiegyenlitését.

A maximélisan lapos approxim4ciot valasztva az 4t-
viteli fiiggvény explicit formiban megadhaté koncent-
ralt, elosztott paraméterd és digitalis sziirGkre [6-8].
Egyenletes kozelités esetére iterdciés modszereket
publikaltak [9-11].
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1. dbra. Kozel linearfazisi szlir§ szdrmaztatisa egzakt linedrfazist

sz{ir6bol

O — egzakt linearfazisi sz{ir8 zérusai
A - kozel linedrfazisd sz{irS zérusai
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2. dbra. Kozel linedrfazisu sz{{r8 szdrmaztatasa minimalfazisa szd-
rébol
0O - minimalfazisd sz{r6 zérusai
A - kozel linearfazisa sz{irG zérusai

Tervezési stratégia

A FIR sziir§k atviteli filggvénye p-tartoményban

H[p) = —— 1
P = G5 g ™)
alakban fogalmazhat6é meg. Az N(p) polinomot

N(p) = Mm(p) - Li(p), m+2l=N (2)

alakban irhatjuk fel, ahol M, (p) m-ed foki polinom,
amely az ateresztGsavi zérusokat foglalja magaban,
mig L,(p) 2l-edfoki polinom, amely a zar6savi zéruso-
kat tartalmazza.

A FIR sziirk egyiittes amplitid6- és fazisapproxi-
méciGja hasonléan a [12])-ben taldlhaté egyiittes app-
roximéacios médszerekhez kiilon tereszt&savi és kiilon
Zardsavi approximacés eljarasbdl épiil fel.

A feladat M, (p) generélasa, amely az adott ampli-
tado- és faziselGirasokat valdsitja meg ateresztSsav-
ban, mikozben L(p)-t ismertnek tekintjiik az teresz-
t&savi approximdacié szempontjabél iil. L,(p) meghata-
rozésa, amely az adott amplitidé elGirasokat interpo-
lalja z4rdsavban €s ebben az esetben M, (p)-t ismert-
nek tekintjiik. Ezeket a lépéseket iterativen ismételjiik.

A fenti interpolacids eljarasokat a Padé-approxima-
cién [13] alapul linearis problémaként fogalmaztuk
meg, amely széleskorlien hasznalt a halézatelmélet-
ben. Az interpolaciés polinomok meghatarozasa re-
kurziv Gton torténik és a rekurzidban szerepl§ egyiitt-
hatokat is rekurzids formul4dkkal hatarozzak meg.

Ezek az interpolacids eljarasok Remez-ciklusba fog-
lalhatok, [14], amely lehetGvé teszi az egyenletes inga-
dozast amplitido6 karakterisztika kialakitdsat.

A tervezési eljaras interpolacids algoritmusait a
komplex p-tartomanyban fogalmaztuk meg, igy sziik-
séges az elGirasok elGtorzitasa a bilinearis transzfor-
maciénak megfelelGen, mig a tervezés végén szintén a
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bilineéris transzforméaciéval kaphatjuk meg a FIR szi-
r§ z-tartomanybeli transzferfiiggvényét. A kozvetleniil
z-tartomanyban kidolgozott algoritmusok [15] -ben és
az algoritmusok bizonyitasa a [16] taldlhaté meg.

Atereszt@savi approximacié

A tomorebb kezelés. érdekében bevezetjik az
F(p)/G(p) racionélis tortfiiggvényt, amely az amplita-
d6- és faziselGirasokat hordozza. A feladat M, (p)
meghataroréasa, amely az el§irt amplitado- és fazisels-

irasokat val6sitja meg az adott frekvencidkon rogzitett
L,(p) mellett (3. abra).

Az M, (p) polinomok meghatarozasa line4ris egyen-
lettel fogalmazhat6 meg,

Mm(p) ! L[(P) .
I+p¥

_F(P) Li(p) q - 2 2
—W+Wn(P)'(Tfr—p)—N~p -llz_[l(p t9) (@3)

ahol Ly(p) rogzitett, W,(p) tetszGleges hibafiiggvény
p6lusok nélkiil az elGirt ¢, és ¢ = 0 frekvencidkon, n és

q az eldirt frekvencidk szadmara utal és a (3)-ban sze-
repl§ m,n és q kozott az

m+1=2n+q

kotés all fenn. A q értéke 1 és 0 lehet m péros ill. pa-
ratlan értékére, q=1-nek csak alulitereszt§ esetben
van értelme.

A (3) egyenlet rendezésével az

F(p) (14 p)" ¢ TT(2 ., .2
W+Wn(P)'P 'H(P + ;)

=1
%)

M, (p) =

alakd lineéris problémara jutunk. Az M (p) polinom-
ra vonatkoz6 rekurzids Osszefiiggés a [12] 6-1 téblazat
alapjan

Mpi2(p) = M. (p) + (An + Bnp) - p?- H(pz + ‘U?),
=1

"= m+1 6)
2

alakban irhat6, mig a rekurziéban szerepl§ A, u, re-
kurziés egyiitthatok és a W, (p) hibafiiggvény szintén
rekurziv dton szarmaztathaté. Vezessiik be a

Wal(p) = Un(p) +p - Val(p),
Un(p) = Ev[W,(p)],
Valp) = Od[Wn () . 7

271




jeloléseket, ahol Ev [P,(p)] ill. Od [P,(p)] a P(p) poli-
nom péros ill. paratlan részét jeloli. A (7) felhasznals-
s4val a ), u, rekurziés egyiitthatokra és a W,(p) hiba-
filggvényre az al4bbi Osszefiiggések szarmaztathat6ak:

Ap = _Un(p)|x>=.'ivn+1 s Bbn = _Vn(P)|P=J'Vn+1’ n=>0

®
Wa-1(p) + An—1+ Bn-1-p
Walp) = p? +12 9
Up—1(p)+An—1-p
Un(p) = 1(pz)+u2 - n>1 (10)
Va-1(p) + tin—
Valp) = 22D L ot (ay

- A rekurzié sordn az M, (p) polinom fokszdma 2-vel
novekszik, igy kilonbozd kezddfiuggvények adddnak
péros ill. paratlan fokszam@ polinomok esetén.

Piros esetre az M,,(p) és W,(p) kezddfiiggvényei

M (P) = A—1,
Walo) — ___F@yu+mN (12)
° pLi(p) - G(p)
ahol
oy = Flo)-(i+p)"
G(p) - Li(p) (13)
mig paratlan esetben a kezddfiiggvények
M;(p) = Ao+ b0 * P,
_ _Fp)(a+p”
P = =G Lip) (19)

ZAr6s4vi approximacié

Ebben az esetben a feladat az L,(p) polinom generéla-
sa, amely az ismert M (p) polinommal egyiitt az el&irt
amplitadoértékeket interpoldlja az adott zar6savi frek-
vencias4von. Pontosabban a tervezésnél a szabad pa-
raméter a zar6savi csillapitds, ugyanis az ateresztStar-
tomany, a zarGtartomany sivszélfrekvencisja, tovibba
az 4teresztOsavi ingadozés rogzitett. Az L,(p) polinom
2l-edfokt paros polinom, igy a feladatot rogton hneé-
ris form4ban fogalmazzuk meg.

) 2\N
Lfp) = an(-1yy [ L2 EL) ”(p)) : Gif;’ Ly

!

+2.(p) [T (0 + w?) (15)

i=1

ahol F(p)/G(p) az elSirast hordozza, M,,(p) a zar6sa-
vi interpoléci6 szempontjibdl ismert polinom, a ~ je-
1olés a P (p) = P(w( p) jelolésére szolgdl, az
(1+p9N val6jaban a (1+p)", Z, (p) tetszbleges paros
hibafiiggvény polusok nélkul az w; frekvencidkon és

222,

(-1)! az-eldiras valtakoz6 elGjelét valésitja meg a
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3. sbranak megfelelGen. A zar6sévi elGirds véltakozo
elGjele biztositja, hogy a z4ar6savi zérusok a ju tengely-
re keriiljenek. A (15) egyenlet L(p) polinomja is re-
kurziv Giton szarmaztathat6, az

Lina(p) = 07+ &) La(p) = -7 +fyn) n-a ()

(16)
egyenletnek megfelelen. A (16) polinomrekurzi6 a,,
¢, rekurzios egyiitthat6i valamint a Z,(p) hibafuggvény
a kovetkez$ rekurziv osszefiiggésekkel szdrmaztatha-
to:

ap1 = ax(€x —wP, ), 0<k<I—1

a7
o= - Zk-—l(jwk+2)/\+w2 0<k<i—1
T a1 Zi(jwrsa) btz T ==
Z(Jw;) =
k(gw:) (18)
(Ek 1~ wf) - Zg—1 (Jwi) — =2 Zp_5(juw;)
wk+1 w?,
1<k<Lli-1, k=2<:<Il+1 (19)
Li(p)=0, Lo(p)=1 (20)
. N fad -
p —Jwi)N - F(jw;
2.y (jug) = (1) -y L 3D Pl g,
M,, (Jw:) - G(ywi)
) 1+ ao - Z, (jws)
N 4, (gwi) 2
Z,(Jws) o7 — w2 (22)
a1=1, = Mm,(J;“Z,' Glsw1) (23)
(1 - jwi)¥ — F(jw,)
: Flelw)]
4 )
[H(el W)
! +F(ev)
I )
I Y |
£ o | ’ 05
arc Flelw)
f’ | _ IF (el
arc Hielw)
N
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3. dbra. A Remez-algoritmus alkalmazisa
- interpol4siés pontok az atereszt8sdvban
X - interpoldciés pontok a zdr6ésdvban
O - 1j interpolaci6s pontok az tereszt@sdvban
A - \j interpolaciés pontok a zarésavban
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Az 4tereszt3- és zarOsavi approximacid kombin4ldsa

A tervezés atereszt&savi approximiciéval indul, ahol
L(p) a referencia egzakt lineédris vagy minimalfazisa
sz{ir§ zérusait tartalmazza. A kezd§ amplitad6 inter-
polaciés pontokat az elSirt toleranciasémén felvéltva
vesszilk fel, mégpedig azokon a frekvencidkon, ahol a
referenciasziird amplitddomenetének szélsG értékei
‘ vannak és a kezdd fazis interpolaci6s pontokat magan
a baziskarakterisztikan vesszilk fel, mégpedig ugyan-
azokon az ateresztGsavi frekvencidkon, ahol az ampli-
tadoelSirasokat valasztottuk. (3. bra).

Az itereszt8savi interpolacié utdn a zarOsavi inter-
poléciés pontokat az eldirt toleranciasémén vessziik
azokon a frekvencidkon, ahol az eltérés a legnagyobb
az elGiras és az elsd interpolaci6 kozott (3. abra).

A zar6savi approximacié utin az Gj dteresztGsavi in-
terpolaciés pontokat az amplitadéelGiras és az inter-
poléci6é eredményeként el§allo H(p) amplitadémene-
tének legnagyobb eltéréseinél valasztjuk, mig a-fazis
elGirdsokat ehhez vélasztjuk, hasonl6an mint az elsg
ateresztGsavi interpolaciénal (3. dbra).

Az interpolaci6s eljarasokat felvaltva alkalmazva ér-
jik el az egyenletes ingadoz4st amplitdd6karakterisz-
tikikat. A Remez-algoritmus felviltva hasznalja a két
interpolaci6s eljarast és az ) interpolaciés pontokat
mindig az elGiras és eredmény legnagyobb eltéréseinél
valasztjuk. A végsG eredmény egyenletes ingadozasi
amplitidékarakterisztikdkat és egyenlStlen ingadozast
faziskarakterisztikat biztosit.

A szelektivitas novelése fazistorzitassal

Az 4teresztGsavi interpolaci6 az adott frekvencidkon
egyszerre val6sit meg amplitido- és faziselSirasokat,
igy val6jaban mindkét karakterisztikat azonos savszé-
lességgel valositjuk meg. Azonban a faziskarakteriszti-
kat elegend§ keskenyebb sdvban approximalni, ugyan-
is a jel spektruma altaldban a sav sz€lénél kisebb [6].
A kiillonboz§ sévszélességii approximéci6 az el6ziek-
ben ismertetett algoritmusok segitségével a kovetkezd
. fazistorzitas felhasznélaséaval valdsithaté meg [6]:

ag(dB)

201

|
|
: -1

To
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4. dbra. Osszefiiggés a zérdcsillapités €s a késleltetés kozott

0.9 T4=0949 10 T,=1. (1 T)H
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or(w) = —-wr[1+(‘ ])],wGSwt < w, (24)

ahol 7 a kozelitend§ késleltetés, ¢, (v) a torzitott fazis-
elBiras és w, t a torzitdsi paraméterek, amelyeket ki-
sérletileg hataroztunk meg a megengedett fazistorzitas
figyelembevételével. fgy a zarésavi csillapitas Jelentos
novekedését érthetjiik el.

Tervezési példak

Tervezési példdkon keresztiil vizsgdljuk az egyiittes
approximaciéval tervezett alulateresztd FIR sz(ir§ tu-
lajdonsagait és Osszehasonlité vizsgalatot végziink a
minimalfazisd, kozel linearfazisa és az egzakt linearfa-
zis FIR sziir6k kozott.

Az 1, tervezési példaval vizsgéljuk az egzakt lineér-
fazist sz@irgbdl kiindulva tervezett kozel lineéris fazist
FIR sz{irGk tulajdonségait, mig a 2. tervezési példaban
egy minim4lfazisa szirdbsl szarmaztatjuk a kozel line-
arfazisa sz(rst.

Tervezési példa 1.

A mintapélddban kiilonb6z§ késleltetési kozel lineér-
fazist szlirGket terveziink, amelyek késleltetését a re-
ferencia N=16-odfoka egzak: linearfazisa sziirg 7, =
T-N/2 késleltetése koriil valtoztattuk. A sziirGk ate-
resztGsavja [0.0;0.4], zar6savja pedig [0.45;0.5].

Az atereszt$savi ingadozas minden esetben ugyanaz
és a 4. dbra mutatja a zar6savi csillapitast az elGirt kés-
leltetés fiuggvényében. A kozel line4rfazish sziirSk ter-
vezésénél nem hasznaltuk az el§z§ fejezetben ismerte-
tett fazistorzitast.

Tekintsiik a
_ N
B0 = g (9)

transzferfiiggvényt, amely a (7, — A7) késleltetést app-
roximilja, ebben az esetben a

N(—
Hw(?)=zlf_—p§3\,

transzferfiiggvény ugyanolyan amplitddékarakteriszti-
kaval rendelkezik és faziskarakterisztik4janak a (7, +
Ar)-t6l valo eltérése éppen ellentétes, mint H-(p) fa-
ziskarakterisztikajanak (r, — Ar)-t6l. Tekintve az 4j el-
jarassal tervezett, a (1, + A7) ill.{r, — A7) késleltetést
kozelit§ kozel linearfazisa FIR sziir6t a két transzfer-
fiiggvény ugyanolyan tulajdonsigot mutat, mint
H+(p) ill. H-(p) azonos kezdeti feltételekbdl inditva a
két approximaciét. fgy a 4. 4bran lathaté zarocsillapi-
tas-késleltetés grafikonja szimmetrikus 7, koriil.

A legnagyobb zéarécsillapitashoz tartozé 7, = 0,949
7, késleltetésti kozel linearfazist sziirG fazishiba-ka-
rakterisztikdja az 5..4brdn lathat6.

(26)
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S. dbra. 1. mintapélda
Kozel linearfazisd szird T, = 0,949 7 késleltetéssel
a) AmplitidSkarakterisztika
b) Faziskarakterisztika

1. tablazat.
A 2. mintapélda sz{irSinek Osszehasonlitiasa
Sziirs Minimé4l- Kozel Egzakt
fazisd line4rfazist | linearfazisu
Fokszam 11 14 16
Ingadozas az 0.10679 0.10567 0.1153
ateresztGsavban (1.862dB) (1.842dB) (2.012dB)
Ingadozas a 0.09983 0.09826 0.1153
zar6savban " (20.01dB) (20.15dB) (18.76dB)
Késleltetés 0.264 2.31 8.0
Fut4sidé 2.6333 1.4918 0.0
ingadozas
Fazisingadozis 18.6° 13.8° 0.0°
Tervezési példa 2.

A mintapéldiban osszehasonlitjuk egy ugyanarra az
amplitad6elSirdsokra tervezett egzakt linearfazisa, ko-
zel linarfazist és minimalfazisd sziir6k tulajdonsigait.
A kozel linarfazisa sziir§ esetén alkalmaztuk a fazis-
torzitast, amelynél a torzitdsi paraméterek f=0.45 és
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6. gbra. 2. mintapélda

Osszehasonlitds a minimalfazisd, a kozel linearfazisd és az

egzakt linearfazisi alulatereszt§ FIR sz{irGk kdzott

a) Faziskarakterisztikak

b) Fazishiba-karakterisztikik,

(folytonos gorbe: minimalfizisd sz{rd,

szaggatott gorbe: kozel linearfazisi sz{rd)

t=14. A kozel linearfazist sziirS tervezéséhez 8 itera-
cidra volt sziikség €s 36,3 sec CPU idSre IBM 4331 gé-
pen.

Az I. tdbldzat 6sszehasonlitast mutat a minimalfazi-
si, a kozel linearfazist és az egzakt linearfazisa szlir6
kozott, A minimalfazisa sziir6nél a késleltetést agy ér-
telmezziik, hogy az ez 4ltal a késleltetés 4ltal meghata-
rozott linearfazist6l a sziirG valbsagos fazismenete
ugyanolyan mértékben térjen el mind pozitiv mind ne-
gativ irdnyban ugyanabban a frekvenciasidvban, amely-
ben a kozel linearfazist sziir6nél a fazist kozelitettiik.

A sziir§ faziskarakterisztikait és a fazishiba-karak-
terisztikdkat a 6. 4bra mutatja.

Osszegezés

Az el§z8ekben (j tervezési eljarast adtunk FIR sziir6k
egyiittes amplitido6- és fazisapproximacidjara. A terve-
zési eljarés kiilon atereszt§ és kiilon zardsavi interpo-
laciobdl épiil fel, az interpolacids polinomok szdmitdsa
rekurziv dton torténik, tovibba a rekurzids egyiittha-
tokat is rekurziven szdrmaztatjuk.

Az interpolécios algoritmusokat a Remez-algorit-
musba 4gyazva valdsitjuk meg az iterativ tervezést, oly
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moédon, hogy az algoritmusokat felvaltva alkalmazzuk
és az 1j interpolaciés pontokat az elGirds és az el6z8
interpoléciés eredményként kapott H (j ») legnagyobb
eltéréseinél valasztjuk.

Mintapélddk segitségével vizsgiltuk a kozel line4r-
fazist szlirGk tulajdonsdgait és megadtuk az azonos
amplitadokarakterisztikdval, de ellentétes fazismenet-
tel rendelkez sziirGk kozotti dsszefiiggést.

Osszehasonlitottuk egy mintapélddn keresztiil a mi-
nimalfazisa, a kozel linearfazisa és az egzakt line4rfa-
zist alulatereszt$ FIR sziirSket. A tervezett kozel line-
arfazist sz(ir8 kisebb fokszamit és késleltetésii, mint
az egzakt linearfazisG szilir§ viszonylag csekély fazis-
torzitas arén.
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