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Cikkiink els§ részében a szinusz fliggvények két- és tobbdimenziés
véltozatéval foglalkoztunk. Ezek alapjan targyaltuk a két és tobbdi-
menzids periodikus fiiggvények Fourier sordt majd a két- és tobb-
dimenziés aperiodikus fiiggvények Fourier integrljt. A matemati-
kénak ez a kevésbé ismert része alapvetd fontossigi a hullimtan-
nak és a fizika szamos egyéb teriiletén. Cikkiink masodik részében
roviden kitériink a tobbdimenziés Dirac impulzusra és a tébbdi-
menziés mintavételezS figgvényre. Ezeknek kiilonos jelentSsége
van az egyre jobban tért hédité digitélis képfeldolgozasban.

5. A kétdimenzi6s Fourier integral

Egydimenzi6s esetben, ha a periodikusan ismétlsds
jel ismétlési tavolsagat noveljilk — hatdresetben a vég-
telenig — akkor egy egyedi, nem ismétl5ds jelet ka-
punk. A matematikai leirasban a Fourier sor helyébe a
Fourier integral 1ép. Hasonl6 a helyzet két dimenzi6
esetén is. A 14. a) dbra szerinti kétdimenzi6s, kétszer
periodikus figgvénynél noveljilkk a A, A, ismétlési ta-
volsagot. Vizsgiljuk meg, hogy hogyan valtoznak meg
a kétdimenziés Fourier sor formulai, ha A, A, ~ =.

a) A kétdimenzios amplitidé siridség. i, €s A\, novelésé-
vel k, és k, egyre csokken, igy a k sikon a dlszkret hul-
lamvektorok a ”’b” 4bra szerint egyre siiriibben helyez-
kednek el és ha ), ), - «, akkor gyakorlatilag folyto-
nosan kovetik egymast, Ekkor mar nincs értelme a Fo-
urier sor alkalmazasanak és az egyes egyedi Fourier
komponensekkel szamolni. Ugyanis a k sikon egy kis
dS feliiletet kivalasztva (a ”b” dbraban vastagon beke-
retezve), ezen belil a diszkrét k vektorok j6 kozelités-
sel azonosak. fgy célszer(i a dS felilletre es§ kompo-
nensek Osszevondsa. Vezessitk be a kovetkez§ jelolé-
seket:

u = mk, = 2mm/), és v= nk, =72nn/), (18.a)

Hatarozzuk meg, hogy a dS felilletre hany diszkrét
hullimvektor esik. Mivel u, v iranyban k,, k, tavolsa

z
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gonként kovetik egymast, egy dS = du.dv nagysag fe-

lilletre

-

du-dv A Ay
k,-ky 4n* -

szam@ hullimvektor esik. Szdmitsuk ki a dS felilletre
esd Fourier komponensek eredé amplitidéjat. Az
egyszeriiség kedvéért a komplex irasmoddal szamo-
lunk. A 17.d) formuldbdl N-el valé szorzissal, a 18.a)
helyettesitésével és ), és ), » » dtmenettel kapjuk:

du-dv +°0+°° ~ioux
N'Cmn=__74_ﬂ7_ I f(xy) e 7+ dx dy.

Mindkét oldalt du.dv-vel osztva, megkapjuk az egység-
nyi feliiletre esé amplitadok ereddjét. Ennek a 4n%-sze-
resét nevezzilk amplitado-sitiriiségnek és F(u,v)-val je-
16]jiik. Tehat:

F (u,v) =_;f° jf f(xy) e * 9 dx dy (18.b)

14. dbra. Kétszeres periodikus fiiggvény, ha A, Ay +o

k
y
] v
Tk, [ LLp 1 N
dv
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F(u, v) a kétdimenzi6s f(x,y) fiiggvény Fourier transz-
formaltja.

b) Forditva, F(u, v) ismeretében meghatarozhatjuk az
f(x, y) fiiggvényt. Ehhez csupén a k sikot kell elemi dS
felilletekre bontani és az Osszes* ilyen elemi feliiletre
esG ered§ komponenst 6sszegezni. Ezenkiviil mivel az
amplitdd6-slrliség szamitasandl onkényesen bevezet-
tilk egy 4n® -szeres szorzot (ezt azért tettilk, hogy az
irodalomban szoké4sos jelolésmodot kapjunk), ennck
kompenzil4ssra itt be kell vezetniink egy 4n’-szeres
oszt6t. Tehat mivel a k sikon az u,v pontnél egy du.dv
feliilet eredd amplitidéja :

F(u,v)e™*"dudv,

az egész k sikra Osszegezve (integralva) kapjuk:

1 o +o )
f(xy) = —> T T Fay)etdudy  (180).

Az egydimenzi6és Fourier integrilhoz hasonl6an,
f(x, y) és F(u, v) is kolcsondsen és egyértelmiien meg-
hatarozzak egymaist, a 18.b,c formuldk az egyik fiigg-
vényt a mésikba transzformaljdk. Ezt a kolcsonds
transzformaci6t a Fourier integral szok4sos moédjan
jeloljiik:

f(x, y) « F(u, v) (19)

5. 1. A kétdimenziés Fourier integrdl tovdébbi alakjai

a) A kétdimenziés Fourier integral 18.b,c komplex
alakjabdl levezethetiink tovabbi formulikat, amelyek
" csak val6s fiiggvényeket tartalmaznak. A kovetkezok-
ben csak olyan esetekkel foglalkozunk, ahol f(x,y) va-
16s. Ilyen esctekben is 4ltalaban F(u,v) komplex.
F(u,v) val6s és képzetes részének a jelolésére vezessik
be:

F(u, v) = A(y, v) »jB(y, v) (20.a)

A fenti formula és 18.b dsszehasonlitasabél, a valos és
a képzetes részek egyenlGségébdl kapjuk:

o

A@v)= T T £0oy)-cos (ux+vy) dxdy  (20b)

-

8

+

£ f (x, y)-sin (ux+vy) dx dy (20.¢)

+®
B (uv) = _.L K
Forditva, A(y, v) és B(u, v) ismeretében meghataroz-
hatjuk f(x, y)-ont, ha F(u, v) 20.a szerinti alakj4t a 18.c
formuldba behelyettesitjiik. fgy kapjuk:

® 4@

1 =+
FO0y) = [ J 1A (w) cos (ux + vy)+

+B (u,v) sin (ux + vy)] dudv » (20.d)
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Ha f(x, y) val6s fiiggvény, akkor sziikségszeri, hogy a
fenti formuldban a jobb oldalon a képzetes rész zérus
legyen. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy mivel a kétdi-
menzids ,,cos” és ,sin” fiiggvények az origbra péros il-
letve pératlan fiiggvények, A(u, v) az origbra péros,
B(u,v) pedig péaratlan fiiggvény. Az egyszer(
bizonyit4st az olvaséra bizzuk.

b) Az u,v viltozok az egydimenzi6s eset korfrekvenci-
4janak, azaz o-nak felelnek meg. Attérhetiink itt is a

- frekvencidval valé szdmit4sra. Az x illetve y irdnyd

frekvencidkra vezessiik be a ¢ illetve g jelolést. Tehat:

u=2nés: v=2m _ (21.a)
Helyettesitsiik be u,v fenti kifejezéseit a 18.b,c formu-
lakba. fgy megkapjuk a kétdimenzi6s Fourier integral
komplex alakjita ¢, » véltozékkal:

Fe, )= [ f(xy)e™ €™ dxdy(2Lb)

foy) = [ T F(em) ™€+ ™ de dn (21.0)

F(¢,n) val6s és képzetes része:
FEm) = A(Em) — JB(€.m) (21.d)

ahol, a 20.b,c formul4k alapjan:
A(g, n) = j{: _:f)mf (%, y)-cos 2n(€x+ny) dx dy (21.e)

B(e, ) = [ | f(x y)sin2n(ex+ny) dxdy (219

¢) A kétdimenzi6s Fourier integral polar koordinatsk
esetén. Az xy illetve az u,v sikon a 15. dbrdnak megfe-
lelGen vezessiik be az 1(r, ¢) illetve a k(k,7) polar ko-
ordin4takat.

HS596-15

15. dbra. A polér koordinaték bevezetése

Az eldzbekhez képest csupan annyi a véltozas, hogy az
integralasnél az elemi feliilet a téglalap alakd dx.dy il-
letve du.dv helyett az 4brabdl kiolvashatéan a
korgytir(i-szelet alakd, vonalazottan jelolt r.dy.dr illet-
ve k.dv.dk teriilet{ elem lesz. Helyettesitsiik be ezeket

. a feliletelemeket az alapvet§ 18.b,c formuldkba.

Ezenkiviil vegyiik figyelembe, hogy x,y valamint u,v az
r illetve k sikvektorok koordinatai, tehat:
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ux+vy=k-r=k-7-cos(¢-7). fgy kapjuk:

Fk, 1) =F(k) = T ?f(r, 9) e ®Trdp dr (22.)

és forditva:

f(r, o) = f(7) = T}F I T Pk, 1) & Fkdy dk (22.b)

5. 2. A Hankel transzformdcié

Gyakori eset, hogy f(x, y) illetve f(r, ¢) korszimmetri-
kus. Ekkor szimmetria okokbél F(u, v) illetve F(k, 1)
is sziikségszerfien korszimmetrikus. Ebben az esetben
a formulaink egyszeriisddnek, mert megsziinik a ¢ és a
7-t6l val6 fisggés. fgy csak az egy valtozos f(r) és F(k)
figgvényekkel kell szamolnunk. Tehat a 22.a formula-
bél a spektrum-fiiggvény:

FM = [£(@) fe™=@Ddyrdr
De a Bessel fiiggvények elméletébdl ismeretes, hogy :
FePosad, = 217, (b)

ahol ,b” tetszGleges konstans és J, a nullad rendd
Bessel fuggvény. Tehat a fenti osszefiiggéssel, b = kr
helyettesitéssel:

F(k)=2r [ f(r) - J, (ki)rdr.  (23.a)

o

Es hasonl6képpen a 22.b formul4bél az inverz transz-
formacié:

f(r) = _51;_. f’ F(K)J, (ki) kdk.  (23b)

A fenti két formuldban f(r) és F(k) kolcsondsen és
egyértelm{ien meghatirozza egymast:
f(r)~F(k) (23.0)

H. Hankel (1839-1873) utin ezt a transzforméciét
Hankel transzformiciénak nevezziik. Lényegében
nem m4s, mint a kétdimenziés Fourier integralnak a
korszimmetrikus fiiggvényekre kapott véltozata.

S. 3. A kétdimenziés Fourier integrdllal kapcsolatos
fontosabb tételek

a) A kétdimenziés Fourier integral 1étezésének a fel-
tétele.

Altaldban elegendd feltételnek tekinthetd, ha a leveze-
tett formuldinkban szerepl§ integralok véges értéket
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adnak. Ez a feltétel azonos az egydimenzi6és Fourier
integral Dirichlet feltételével, vagyis azzal, hogy f(x, y)
abszoldt integralhat6. Tehat:

_{o _L |f(x, y)| dxdy # . (24

b) Az {(x, y) fiiggvény tartalmazhat szakadasi helyeket
(ezek az x,y sikban 1év§ vonalak mentén helyezkednek
el). A Fourier integral ezeken a helyeken a kozépérté-
ket allitja elG.

¢) Két dimenzi6 esetén is beszélhetiink spektrum-kor-
latozasrél, sév levagasrol. Ha a spektrumban valami-
lyen éles korlatozast vezetiink be, itt is fellép a Gibbs
jelenség. Az éles korlatozas azt jelenti, hogy a k sikon
egy zért gorbén beliil a spektrumot véltozatlanul hagy-
juk, kiville pedig zérusnak vessziik. A Gibbs jelenség
kovetkeztében az eredeti f(x,y) fiiggvény szakadasi
helyein a siv-levagott figgvény meghullimosodik. A
viszonyok itt sokkal bonyolultabbak, mint egy dimen-
zi6 esetén.

d)A linedris szuperpozicié elve. Ha f(x, y)»F(u, v) és
g(x, y)»G(u, v), akkor:

[a-f(x y) +b-g(x, y)l+[a-F(u, v) +b-G(u, V)] (25)

ahol a,b tetszGleges konstansok.
e) Ha {(x, y) két fiiggvény szorzatabdl 4ll, ahol az egyik
csak x-t6l, a masik csak y-tél fiigg, azaz:

£(x, y) = £,(x)-£,(y), akkor: (26.a)

-

F(u, v)=F,(u)-F,(v). © (26.b)

A fenti formula egyszer{ien igazolhat6 a Fourier integ-
rél alapformuldib6l.

f) Ugyancsak egyszeriien igazolhaté az alapformuldk-
bél a tengelyek menti nydjtés illetve eltolds hatdsa a
Fourier integralra:

1 u v
f(ax, by) « Ia—bIF(T» ?) (27.a)
és forditva:
1 X y
F (cu,dv) ﬂlc—dl. f (c—’ d—) (27b)

16. dbra. A koordinatarendszer elforgatasa az x,y és az u,v sikban
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f(x- X, y-Yo) = F(u, v)-e 10+ (27.¢)
és forditva: )
F(u-u,, v-v,) » f(x, y)-el®xvy)  (27.d)

g) Az orig6 korili forgatas hatisa a spektrumra. For-
gassuk el az f(x, y) alakzatot az origd koriil a szoggel.
Ez az elforgatas egyenértéki azzal, mintha a 16.a dbra
szerint a koordinata rendszert forgattuk volna el az el-
lenkez§ irdnyba a szoggel. Jeloljikk az 6 koordinatakat
x’,y-nal. Az Osszefiiggés a régi és az 0j koordinatak
kozott:

X’ =X cosa-y sina
Yy’ =x sina +y cosa (28.2)
Hatarozzuk meg f(x’, ') spektrumét. Rovid meggon-
dolas utan belathat6, hogy a spektrum fiiggvény is 1€-
nyegében véltozatlan marad, csupén szintén a szoggel

Ifordul. Tehat:
COEETERE fey)Faiw) (281)
ahol az clforgatasnak megfelelen az Osszefiiggés az
u,v és az ',y koordinatak kozott azonos a 28.a formu-
laval:
U’ =u cosa-V sina
v’ =1 sina +v cosa. (ZS'C)
h) Modulalt fiiggvény spektruma. Modulalas alatt egy
fiiggvénynek a cos illetve sin fiiggvénnyel val6 szorza-
st értjik. Induljunk ki egy az alapformul4bol kozvet-
leniil levezethetd Osszefiiggésbdl:

f(x,y) ™" « Fk-K,). (29.0)

(Ez az Osszefiggés a 27.d formulabél is kozvetleniil
kovetkezik.) Ugyanis:

¥
i(_o'; = uX + vy és: F (E_Eo) =F (u_uo’v_vo)
Felhasznélva a

1 . . i .
cos z= = (" +e™)és: sinz= - i2 (" -e™

- osszefiiggéseket, a 29.a formulabol 6sszegezéssel illet-
ve kivonassal kapjuk:

105, y)-cos (k) = - [{(k-k;) + F&+K)]  (29b)

f(x, y)-sin (k,-T) » — _;[f(f(—io) + Fk+k)].  (29.0)

Kapott formuldink teljes egyezésben vannak az egy-
dimenzi6s esetben kapott formulakkal. Ott a moduls-
ci6 hataséra a spektrum két részre bomlik, a két rész a
modulél6 frekvencia, értékével jobbra €s balra eltols-
dik. Itt a spektrum szintén két részre bomlik. k, irdnya
és k, hullimszam( kétdimenziés cos illetve sin fiigg-

R 4
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vénnyel szorozva f(x,y)-ont a spektrum az origbhoz
képest ellentétes irdnyban *k,-al eltolodik.

i) Az alapformuldkboél u=v=0 illetve x=y=0 helyette-
sitéssel kozvetleniil adodik:

-] +@

F(0,0)= £ L f(x, y)dx dy=A(0,0) (30.a)

1 © ®
(0, 0)= —— ffm 1 F(u, v)du dv=

1 0 ®

T _fa fm A(u, v)du dv. (30.b)

Vagyis F(0, 0) értéke azonos az f(x, y) alatti kortarta-
lommal. Mivel B(u, v) pératlan fiiggvény, B(0, 0)=0.
Hasonl6an f(0, 0) szamitasnal csak A(u, v)-ét kell fi-
gyelembe venniink, mert B(u, v) paratlan fiiggvény, az
integralja zérust ad.

J) A kétdimenziés Fourier integral Parseval tétele:

+0 sy 1 +0 4o
) £ -fm [f(x, y))’dxdy= - _In ] £ [F(u, v))*du dv
(31)

k) A differencialt f(x, y) fiiggvény spektruma. A kétdi-
menziés f(x,y) fiiggvényt a tobbvaltozos fiiggvények
differencialasi szabalyai szerint differencidlhatjuk x
vagy y vagy vegyesen X,y szerint. Vegyiik eldszor az ,,x”
szerinti differencidlast. A 18.c alap-formula mindkét
oldalat differencialhatjuk ,,x” szerint. Mivel a jobb ol-
dalon az integralas u,v szerint torténik, az integralon
beliil differencialhatunk. {gy kapjuk:

I’] 1 +® 4@ ux
—% f(x,y)= —z f_m [ju F(u, v)-™*¥du dv.

A fenti formult osszehasonlitva 18.b-vel, azonnal
adodik:

3 .
—; {6 y) « juF(u, v) (32.a)
és hasonlGan, ,,y” szerinti differencial4s esetén:
8 .
— f(x, y) » jvF(u, v). (32.b)
X

X" illetve ,,y” szerinti m illetve n-szeri differencilas
utén, az el6zG formulak tobbszori alkalmazésaval kap-
juk:

am n

o j(mtn)
e f(x,y) =] u™v*F(u,v) (32.0)

Példa:
P

[0 9) + 2 1009)] = =@+ Fu v
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a [ X b,

17. dbra. Az f(x, y) fiiggvény

m) Az integralt f(x,y) fiiggvény spektruma. A differen-
cidlashoz hasonldan az integralas is torténhet x vagy y
szerint vagy pedig vegyesen. Mi csak az elsd két esettel
foglalkozunk. Vegyiik el8szor az X szerinti integralast.
,X” szerinti integralason az f(x, y) filggvénynek a —= és
az adott ,,x” pont kozotti kobtartalmat értjiik, tehat a
17.a dbrén a vizszintesen vonalazott rész feletti kobtar-
talmat. Jeloljilk ezt K(x)-el. Két eset lehetséges: ha
x+a, akkor K(=)=0 (,,b” 4bra) vagy pedig K(=)#0 (,,c”
4bra). Az i) pont szerint K(=)=F(0, 0).

Az egydimenzids Fourier integralnal egy f(x) fiigg-
vény integraljanak a spektrumit ju-val valé osztéssal
kapjuk. Ugyanezt a szabalyt kell alkalmaznunk itt is,
mivel K(x) egy kozonséges egydimenzids fiiggvény.
Tehit ha f(x, y) « F(u, v), akkor:

x +9 u, 0
K(x) = _dfo _J f(x,y) dxdy - ( ) (33.a)
és hasonloan, ha ,,y” szerint integralunk:
+0 F(0, V)
K = [ oy axay- 2220 @)

A fenti formuldk akkor érvényesek, ha az f(x,y)
filggvény alatti Ossz-kobtartalom zérus (,,b” dbra). Ha
ez nem 4ll fenn, akkor K(x) a ,,c” dbra szerint egy
egyenaram tagot is tartalmaz. Az egydimenziés Fou-
rier integral elméletbSl ismeretes, hogy az egyendra-
m tagnak a spektruma:

_%. F(0,0)-s(u) illetve: ;— F(0, 0)-8(v)

ahol: é(u) illetve §(v) Dirac impulzust képvisel. Ilyen
esetekben ezeket a tagokat kell még a 33.a,b formuldk
jobb oldalahoz hozzaadni.

6. A kétdimenzids Dirac impulzus

A 18. ibra szerint az x,y sikon vegyiink fel egy kis dS
terilletd tartomdnyt. A tartomany kerillete mentén
emeljiink egy 1/dS magassagfi palastot. fgy egy egy-
ségnyi kobtartalma hengert kapunk. Ha dS + 0 és a dS
teriilet keriilete mentén vett barmely két pont kozotti
tavolsag is tart a zérus felé, akkor egy végtelen kis ke-
resztmetszetii, végtelen magas és egységnyi kobtartal-
mt kétdimenzios t-impulzust kapunk. Az egydimen-
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'zi6s analogia alapjan ezt a tii-impulzust kétdimenzios

Dirac impulzusnak nevezziik. Ha az impulzus az x,,y,
pontban van, a jelolése:

» o, ha: x=%, €s: y=Y,

5 (34.a)

§ (X—Xo, Y= Yo») =
0, ha: x#x, €s: y#y,

és definicié szeriien:

+@

j_‘m f: §(X—X,, Y—Y,) dx dy=1. (34.b)

Természetesen az egységnyi kobtartalom csak a ,,nor-
malt” Dirac impulzusra vonatkozik, tetszGleges véges
K kobtartalom csupan egy K-szoros szorzast jelent.

a) A Dirac impulzus legfontosabb jellemz&je a minta-
vételez§ tulajdonsag. Vagyis:

5T ) 6%, y= yo)dx dy=1(%,30) (35)

-

teljes analdgidban az egydimenziés Dirac impulzus
mintavételez§ tulajdonsigaval.

b) A spektrum. Legyen el&szor. a Dirac impulzus az
origbban. Ekkor a spektrumot meghatérozé 18.b /for-
muldban f(x, y) helyébe kell §(x, y)-ont irni. Mivel az
integrandusz csak x=y=0 kornyezetében ad zérustél
eltérS értéket, az exponencidlis tag értéke egységnyi.
fgy azonnal kapjuk a K kébtartalmt Dirac impulzus

ktrumat:
speirima K-5(x, y)K. (36.2)

Es hasonl6 meggondolasok alapjan, az x,y, pontban
1év8 Dirac impulzus spektruma:

K-5(X~ X,y Y~ Yo)K - "™ (36.b)

'\1/ ds

H596-18

18. dbra. A kétdimenziés Dirac impulzus
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19. dbra A kétdimenziés Dirac vonal-impulzus

¢) A kétdimenziés Dirac vonal-impulzns. Vegyiink a 19.
dbra szerint az x,y sikban egy tetszGleges ,,g” gorbét. A
gorbe lehet véges. vagy végtelen hosszisaga, lehet nyi-
tott vagy zart. A gorbe mentén vegyiink egy Ag sz€les-
ségii csikot és a csik mentén emeljilnk mindkét olda-
lon 1/Ag magass4gt palastot. gy egy lemezszerii testet
kapunk, amelynek az egységnyi hosszra es§ kobtartal-
ma egységnyi. Ha Ag~+0, akkor a kapott alakzatot -
jobb elnevezés hijdn - Dirac vonal-impulzusnak ne-
vezziik. Példdkat vonal-impulzusokra a kovetkez3 feje-
zetben kozliink.

A kédimenzids Dirac szimbolika bevezetése az egy-
dimenziés valtozathoz hasonldan igen nagy segitséget
nydjt kétdimenzidés problémak megold4sanal. Amint
latjuk, a Dirac szimbolika alkalmazdsa két dimenzi6

- esetén sokkal véltozatosabb, mint egy dimenzi6 ese-
tén.

7. Példak kétdimenzids Fourier integral
kiszadmitaséara
N ¥
1. Példa. Hatdrozzuk meg a 20.a abra szerinti hasab
spektrumat. A Fourier integral 18.b alap-formuldja-
bol:

+a +b

F(u,v)=A [ [ e i dx dy=
~-a -b

=A _}:[ _}: e dx] e ™ dy=

sin au-sin bv

=4A —
uv (37)
y4
2b
2a | :IA
{
|
A Y
/]
7
’/
A N
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Hangsalyozni kivanjuk, hogy példdnkban a ,spekt-
rum” azt jelenti, hogy az F(u, v)-vel jellemzett elemi
kétdimenzi6s szinusz hullimokbdl eld4llithat6 a hasab
felillete mint kétdimenzids fiiggvény (pontosabban: a
hasib felilletén az x,y sikban lev§ lap nélkiili feliiletet
értjiik).

2. Példa. Hatarozzuk meg a 20.b dbra szerinti

z=Ae ~*****¥) fiiggvény spektrumit. Ez a fiiggvény az

z=Ae ** alaka Gauss gorbe ,,z” tengely koriili for-
gatdsab6l szdrmaztathatd. Alkalmazzuk a 18.b alap-
formulat. A integralasnél a véltozok szeparilhat6k, te-
hat kapjuk:

Fuv=A | e
@

-0 -

e “iluctwy) gy dy -

—A[ +°° —(ax +JuX)dx] [ -(32y2+w)dy].

Az exponencidlis kitevSkben vegyilk az alabbi ekviva-
lens formakat: a’>+jux=a’(x+ju/2a’)*+u’/4a’ és ha-
sonloképpen, ha ,,x” helyett ,,y” szerepel. Ezut4n be-
vezetve a ¢=x+ju/2a’ és n=y+jv/4a’ jeloléseket és
felhasznalva az

@ —a2x2
! [e tdx= V-_j dsszefiiggést, kapjuk:

- (u2+ v2) /4a2

F(u, v) = .';2"_ e . 39

3. Példa. Hatirozzuk meg a 20.c 4dbra szerinti henger
spektrumat. A 23.a formulabél kapjuk:

R 21A kR
F(k) = 27A [ Jo(kr)rdr = — ' J(u) udu.(39.)

Itt bevezettitk az u=kr helyettesitést. Hasznaljuk fel a
Bessel fiiggvények elméletébdl ismert aldbbi Osszefiig-
gést:

d

J,(u)-u= & u-J;(u) ahol J; az els6rendi Bessel figg-
u

vény.

20. ébra. Kétdimenzi6s alakzatok

—02(x2+y2)
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Mivel J;(0)=0, a fenti kifejezést 39.a-be helyéttesitve,
kapjuk:
271AR

k

F(k) = 3,(kr). | (39.b)

4. Példa. A 2. példaban szerepl§ Gauss feliilet alatti
kobtartalom: K=An/a? a 3. példdban szerepld henge-
ré pedig: K=Ar%r. Ha Ao, de kozben ,,a” illetve ,,R”
értékét Ggy véltoztatjuk, hogy a kobtartalom 4llandéan
,, K’ maradjon, akkor mindkét esetben egy az origo-
ban 1év§ tii-impulzust kapunk. Igazoljuk, hogy mind-
két esetben F(u, v)-K, vagyis egy az origoban 1év6 Di-
rac impulzus spektrumat kapjuk. Tehat a két tii-impul-
zus, bar eltér§ alakd, Dirac impulzusnak tekinthetd.

5. Példa. Hat4rozzuk meg a 21.a dbra szerinti vékony
lemez spektrumit. - Legegyszeriibben gy jutunk
célhoz, hogyha felismerjiik, hogy példank azonos a
20.a dbraban szereplS hasébbal, d=2b-0 dtmenettel.
Tehit a 37. formuldbdl, sinbv=bv helyettesitéssel kap-
juk:

sin au

F(u, v) = 2Ad (40)

Ha d-0, mikozben A-~= olyan mddon, hogy Ad=K
konstans, akkor az alakzat egy az egységnyi hosszra
es§ ,,K” kobtartalmi vonal-impulzusba megy at.

6. Példa. A 21.a dbra szerinti lemezt a ,,b” dbra szerint
forgassuk el a szoggel. A spektrumot a 28.c formula
alapjan hatarozhatjuk meg. Az ott szerepl§ két formu-
14bdl, az elsdt cos a, a masodikat sin a-val szorozva és
a két formulat 6sszeadva, kapjuk: u=u’cos a+v'sin a.
,U” fenti alakjat 40-be behelyettesitve és a vessz§ jelet
elhagyva (ugyanis nem a koordinita rendszert forgat-
tuk el), kapjuk a spektrumot:

sin a(u cos a+v sin a)

F (y,v)=2Ad (41)

ucos a+vsina

7. Példa. Hatdrozzuk meg a 21.a 4bra szerinti lemez
spektrumadt, ha a-+« (,,c” dbra). A spektrumot tovibbra
is a 40. formula adja meg, de a sin au/u fiiggvény ,,a”
novelésével egyre inkdbb egy ,,a” magassag, igen kes-
keny, = teriileti Dirac impulzusba megy 4t (,,d” dbra).
Tehat hatdresetben F(u, v) egy ,,v” tengely menti vo-
nal-impulzus, amelynek az egységnyi hosszra es§ kob-

21. ébro. KétdimenziGs linedris vonal-impulzusok
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tartalma: 2rAd, ahol Ad a lemez egységnyi hosszira
es§ kobtartalom.

8. Példa. Hatarozzuk meg a 22. dbra szerinti ,,d” fal-
vastagsdgli hengerpalast spektrumit. A 23.a formula
szerint:

R+d

F(k)=27A [ Jo(kor dr. (42.)

H596-22

22. dbra. Hengergy(rii

Ha d< <R, akkor a kor alapii vonal-impulzus spektru-
mit a fenti formulabdl d-0 és r=R helyettesitéssel kap-
juk:

F(K)~2rAdRJ,(kR) (42.b)

ahol Ad a kor mentén az egységnyi hosszra es§ kob-
tartalom.

9. Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen kétdimenzibs
fuggvény f(x, y) =As(x-x,)? Mivel nem fiigg y-t6l, min-
den y=konstans metszete egy az ,y” koordinatanal
emelt, az x,z sikkal parhuzamos sikban x, magassag-
ban 1év8, ,,A” teriiletii Dirac impulzus. Tehdt a fiigg-
vényiink a 23.a dbra szerinti vonal-impulzus, az egy-
ségnyi hosszra es§ kobtartalma ,,A”. Hasonloképpen
az f(x, y)=Bé(y-y,) fiiggvény egy erre merGleges ira-
ny( vonal-impulzus. Ezt szintén feltiintettiik az abra-
ban.

A fentiek alapjan konnyen igazolhat6, hogy az

f(x, y)=As(x—x,)-Bs(y-y,) =ABs(x—x,, y-y,) (43)

egyenlGség. Vagyis két egydimenziés Dirac impulzus
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Kébtartalom= A.B

x b [E7

23. dbra. Kétdimenziés vonal-impulzusok

szorzata (amelyek esetiinkben valéjaban kétdimenzi6s
fiilggvények) egy kétdimenzids Dirac impulzust ered-
ményez (23b 4bra). Eredményiink helyességérdl
azonnal meggydzGdhetiink, ha a vonal-impulzusokat
elsG kozelitésben Ax illetve Ay szélességii és A/ax illet-
ve B/Ay szélességii hasdboknak tekintjiik és a szorz4st

az x,y stk minden pontjiban elvégezziik.
8.  Akétdimenziés mintavételezés

Ismeretes, hogy az egydimenziés savkorlatozott fugg-

vények egyértelmiien elGallithatok a fiiggvénybdl

egyenl§ tévolsagonként (idSkozonként) vett mintdk-
bol. Ugyanez a helyzet a kétdimenzi6s fiiggvényeknél,
ha az F(u, v) spektrum-fiiggvény mind az ,,u”, mind a
,V’ irdnyban korlatozva van. Az egydimenzi6s minta-
vételezés képezi az egydimenziés jelatvitel digitélis
megvalOsitdsanak az alapjit. Hasonlbéan egyre na-
gyobb szerepet kap Gjabban a képatvitel, amely alap-
~vetGen kétdimenziés probléma (ha a képet elGzetesen
nem bontjuk fel sorokra). Az ilyen tipust képatvitelnél
alapvetd szerepet jatszik a kétdimenziés Fourier
analizis, a digitalis 4tvitelnél pedig a kétdimenzios
mintavételezés.

a) A kétdimenzioés mintavételezd fiiggvény. Emlékez-
tetGill vegyiik elGszor az egydimenziés mintavételezd
fiiggvényt, amelyet a 24.a dbrén tintetiink fel. Mate-
matikai alakja illetve Fourier sora:

+ 1 2
FX)= = s(x—-m))= = + - (cos wx+cos2 wx+
+c083 wx+---) ahol: w,=2x/2. 44)

A kétdimenzidés mintavételez§ fiiggvényt a 24.b 4bra
tiinteti fel. Itt az egységnyi kobtartalmia kétdimenzibs
Dirac impulzusok ,,x” irdnyban ),, ,,y” irnyban A, t4-
volsdgonként kovetik egymast. Ennek az alakzatnak a
matematikai alakja:
+ o +

b zma(x—mxx, y-ny). (45.a)

=-w p=

55(x) =

Kétszeresen periodikus fiiggvényrsl van sz0, ezért fel-
irhatjuk a kétdimenzi6s Fourier sorat. Mivel a 24.b 4b-
riban felvett koordinita rendszerben a mintavételezd
fiilggvény az xy tengelyre szimmetrikus, a Fourier sora
csak ,,cos” tagokat tartalmazhat. fgy a Fourier sor
alakja a 15.c formula alapjén: )

§*(x)= 53 a,, cos mk, x-cos nkyy (45.b)

ahol: k,=2n/), és: k,=2n/),. A Fourier egyiitthat6kat a
16.a,b,c formuldkbol hatarozhatjuk meg. A formulak-
ban célszerii az integralasi hatarokat +./2 illetve:
*);/2-nek venni. fgy egyszerii szamit4ssal ad6dik:

Jx(x,y)

S
/ 7 s /

i A VA VA VA

- P 77 y

N VA VA Vg e

/ / // //

VA ravae
Sy

o, M

24. dbra. Az egy- és a kétdimenziés mintavételezs fiiggvény

Hiraddastechnika, XLI. évfolyam, 1990. 11. szém



A5 = I/Xxxyy Amo=aAon = 2/Ax>‘y és: Amp = 4/Ax>‘y° Tehét a
Fourier sor:

N
mx +
X
® 2x © © 2n 2n
+22 cos—ny +4 2 I cos mx- cos —-—;ny‘l
n=1 Ay m=1 n=1 " |
(45.0)

A Fourier sor egy tovabbi alakjat kapjuk, ha a fenti
formuldban az utols6 tagban a trigonometrikus szor-
zatot trigonometrikus osszeggé alakitjuk 4at. Tehat:

2n

8% (x, mx +

X

® 2n ° @ 2n
+2% cos—ny +2 3 = cos(/\

n=1 )\y m=1 n=1 - X

21[ ) ]
mx+cos ——ny) |.
Ay

(45.d)

Megjegyezziik, hogy §*(x, y)-ont a 43. formula illetve a
23. 4bra alapjan a kovetkez§ médon is irhatjuk:

§(%, y) =8(x)-8(y) - (@59

ahol §*(x) és §*(y) az x illetve az y tengely irdnyd egydi-
menzi6s mintavételez§ fiiggvények illetve mint kétdi-
menzi6s fiiggvények, a 23.a 4dbra értelmében az ,x” és
az ,,y” tengellyel pdrhuzamos vonal-impulzus soroza-
tok. A keresztezési pontokban egy-egy egységnyi kob-
tartalmid Dirac impulzust adnak az egyes szorzatok,
igy a 45.¢ formula val6ban a 24.b 4bra szerinti kétdi-
menzi6s mintavételezs figgvényt allitja €ld.

b) A mintavételezés. Egydimenziés esetben ha egy tet-
szdleges f(x) fiiggvényt megszorozzuk a §*(x) mmtavé-
telezd fiiggvénnyel, akkor ereddiil az

£(x) =f(x) - 6%(x) (45.6)

mintavételezett fiiggvényt kapjuk. Az egyes x, mintavé-
telezési helyeken f(x) egy-egy f(x) terilet{i Dirac im-
_ pulzust tartalmaz (25. dbra). Teljesen hasoril6an, ha
- egy tetszbleges f(x, y) fiiggvényt megszorzunk a 6*(x; y)
mintavételezd fiiggvénnyel, akkor eredGiill az =~

Poy)=fy) y) (458

kétdimenzi6s mintavételezett fiiggvényt kapjuk. Az

egyes X, y; mintavételezési helyeken, vagyis az m),, n),
helyeken f*(x, y) egy-egy f(x,y;) kobtartalmé Dirac im-
pulzust tartalmaz.

Ismeretes, hogy egydimenziés fiiggvényeknél, ha a
spektrum korlatozott, akkor a mintdkb6l ~ ha a min-
tavételezés sebessége kielégiti a Nyquist feltételt -
egyértelmiien elGallithaté az eredeti f(x) figgvény.
Hasonl6 a helyzet a kétdimenzi6s fiiggvényeknél. Ha
az f(x; y) fiiggvény x és y irdnyban sévkorl4tozott, ak-
kor a kétdimenziés mintakbol elGallithaté az eredeti

f(x, y) fuggvény.

9. A hérom és tobbdimenzi6és Fourier sor és integ-
ral

Az elGzGekben targyalt kétdimenziés Fourier sor és
integral értelemszeriien kiterjeszthet§ hdrom és t6bb
dimenziéra. A dimenzi6-szdm novelésével a formulak
rohamosan bonyol6dnak és nehézséget okoz a geo-
metriai értelmezés is (harom fiiggetlen valtoz6 esetén
az abrazolashoz mar négydimenzios tér szitkséges). A
kovetkezSkben roviden foglalkozunk a haromdimenzi-
6s esettel, a haromnal tobb dimenzi6s esetekre pedlg
csak utalunk.

9. 1. A hdromdimenzios szinusz'fiiggvények

A 4, formuldban magadott szinusz fiiggvény a legalta- -
lanosabb szinusz fiiggvénynek tekinthetd. Ugyanis az

f(x,y,z - )=A cos(k-T-9) (46.a)

szinusz fiiggvény dimenzi6-szdmé4t a k és T vektorok
dimenzi6-szdma hatdrozza meg. fgy péld4ul n=3 ese-

tén: - - - -
r=¢,X+ey+e,z

i(- = EIkx + éka + -éakz'

Tehét a 46.a formula a kovetkez6 alaka lesz;

f(x,y,z) = A cos (kx+ ky+kz-¢)=

=AR [e iy -0 (46.b)

A fenti formuldban felirtuk a haromdimenziés szinus
figgvény komplex alakjét is. A komplex alakot roviden
igy is irhatjuk:

f(x, y,7) =A® TN =A YD (46 )
ahol mindig csak a valGs résszel szamolunk.

Terulet = f(x;)

HT/"

‘[)/fx(x)

-— X
H5396-25

25. dbra. Egydlmenzlos mintavételezett fliggvény
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A 46.b formuldban egy Osszeg koszinusza szerepel.
A trigonometriai alapformuldkkal ezt trigonometrikus
szorzatok Osszegévé alakithatjuk at. Az egyszeril sz4-
mitasokat elvégezve, a 46.b formula az aldbbi tipusG
szorzatok 6sszegeként is felirhat6:

cos k.x-cos k,y-cos k,z
cos k,x-cos k,y-sin k,z 2=8 tag (46.d)

sin k,x-sin k,y-sin k,z

Mind a 46.b formula szerinti szinusz fiiggvenyt,
mind a fenti szorzat-fiiggvényeket alapvet§ haromdi-
menzi6s szinusz fiiggvényeknek kell tekinteniink.
Amint latjuk, a szorzat-tagok szima a dimenzié-szim
novekedésével rohamosan novekszik.

Az 4brézolasi nehézségek miatt a tobbdimenz6s szi-

nusz filggvényeket a metszeteikkel szemléltetjiik
(egyenes, sik, stb. mentén vett metszetekkel)
1. Példa. Legyen a hiromdimenzi6s szinusz fuggvény
egyenlete: w=A cos(k r-¢). Hatarozzuk meg, hogy mi-
lyen fiiggvényt kapunk az r=2a+ét egyenes mentén?
Behelyettesitéssel kapjuk:

f(t)=A cos [k(a+ét)—o]=A cos (kt—o,)

ahol: k. =k-€ és: p.=k-4-0.

Tehat egy egydimenzi6s szinusz fiiggvényt kaptunk.

2. Példa. Az elgbbi paldaban milyen fiiggvényt kapunk
az T=4+ét+gs sik mentén? Behelyettesitéssel kapjuk:

f(s, ) =A cos [k(a+ét+gs)-9]=A cos (T(et +Egs -9c)

ahol: k.=k-¢é, k= kgés o=k 4o,
Tehat egy kétdimenziés szinusz fiiggvényt kaptunk.

9. 2. A hdgrom- és tébbdimenzids Fourier sor

Ha a hdromdimenziés f(x, y, z) fiiggvény periodikus az
X, Y, Z, irdnyokban X,, ), X, periodus-hosszakkal, akkor
felirhatjuk a Fourier sorat. A kétdimenziés Fourier
sorra kapott 17.c,d formuldkkal val6 analGgia alapjin
azonnal irhatjuk:

% Y,2)= 3 T 3 Ce 0T (47.2)
ahol: mp=-
Y j:x j:y g\z f(x,y,2) g UriyrTien dxdydz.
(47.b)

Ezzel megkaptuk a hiromdimenziés Fourier sor
komplex alakjat. A fenti komplex alakbél 4ttérhetiink
a Fourier sor trigonometrikus alakjara. A 15.ef for-
muldkhoz hasonl6an kapjuk'

+®

- ixy, z)= T % % Ay cos (mkx+nky +pk,z) +

m=0 n= -ng_

266

+B,,, sin (mkx+nky+ pkzz)]. (41.0)

A fenti formuldban a sin és a cos tagokat dsszevonva:

+¢©

f(X,9,2)= ' £ T Dy cos (kx+Ky+Kz=0mp).
47.d)

Végiil a 15.c formuléval anal6g médon, a 46.d szerinti
trigonometrikus szorzatokkal:

(]

f(x,y,2)= T %3 (amnp cos mkx-cos nkyy-

m=p n=-~Op=—0
-cos pk,z+by,,, cos mk,x-cos nkyy-sin pk,z+-- - +

+hyy, sin mkx-sin nk,y-sin pk,z) “47.e)

A fenti formuldban szereplG nyolc tag azonos a
46.d-ben felirt nyolc alap-fiiggvénnyel. Ezek a harom-
dimenzibs szinusz alapfiiggvények is ortogondlis rend-
szert képeznek (teljesen analég modon az 1.d pontban
targyalt kétdimenzios esettel). Ez lehetGséget ad az
Apyp, Dpyyp Stb. egyilitthatok meghatérozéséra.

Az egyiitthatok meghatérozésa a 4. 1. pontban is-
mertetett modon torténik. Ugyancsak a kétdimenziés
Fourier sorral kapcsolatban a 4. 2. pontban ismertetett
modon hatirozhatjuk meg a C,,,, komplex egyiitthat6-
kat illetve ezekbdl az Ay, Bpnp, Dimnp €gyiitthatokat.
Az egyiitthatokat itt nem irjuk fel, csupan irodalom-
ban hivatkozunk(példaul az 5. irodalom).

A hidromdimenzi6s Fourier soroknak térbeli perio-
dikus jelenségek targyaldsanél van nagy jelentGségiik
(példaul hulldmterjedésnél, knstélyszerkezetek ront-
gen vizsgalatandl, stb. ).

A 47.ab,...e formulék alapjén azonnal felirhatjuk a ha-
romnal tobb dimenzids periodikus fiiggvények Fourier
sorét, de ezek a gyakorlatban nem igen fordulnak elg.

9.3. A hdrom- és 0bbdimencziés Fourier integrdl

A hirom- és tobbdimenzids Fourier sorok formulaibél
szdrmaztatjuk A, ), ), ..~ 4tmenctte]l a megfelels
Fourier integral formulait. De a kétdimenzis Fourier
integral komplex alakjaboél, a 18.b,c formuldkbdl az
analbgia’ alapjdn azonnal felirhatjuk a végeredményt
»n” dimenzi6 esetére. fgy kapjuk n=3 esetén:

0 to 40 .
Fuvw= [ [ [y, z) e ™*W¥(dxdydz

(48.a)
és forditva:
1 +o0 4o o .
f(x,y,2)= — [ § § F(u,v,w)-e 7" dudvdw.
(27()3 D - -®
(48.b)

Ha n>3, akkor az exponenciilis kitevGk tovabbi ta-
gokkal béviilnek, a 48.b formuldban pedig a konstans
szorzéban (2n) az n-ik hatvanyon szerepel.
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A Fourier integral jelentGsége abban van, hogy tet-
sz8leges alakil fiiggvényt (kevés korlitozassal) elemii
szinusz fiiggvények Osszegeként 4llit elG. Egydimenzi-
6s esetben az ismert szinusz fiiggvények Osszegeként,
tobbdimenzids esetben pedig az elGzGekben ismerte-
tett tobbdimenzios szinusz fiiggvények Osszegeként.
Tobbdimenziés esetben kiillondsen fontos a 48.b for-
mula, amelyben e™*7** egy éu+é,v+é,w hullim-
vektori sikhullam. Tehat a 48.b Fourier integrél azt a
tényt fejezi ki, hogy minden térbeli alakzat, hulldm,
sikhulldimok, pontosabban hiromdimenziés elemi szi-
nusz hullimok dsszegeként allithat6 elg.

A hiromdimenziés Fourier integrallal kapcsolatban
is levezethetSk a kétdimenzids esetben targyaltakkal
anal6g tételek, de ezeket itt helyhiany miatt mell§z-
ziik. Csupan néhany kiegészitést tesziink.

a) Gémbszimmetrikus esetben a Fourier integral for-
muldi nagy mértékben egyszeriisodnek. IHyenkor cél-
szerli a 26. dbra szerinti gombi koordinata rendszert
valasztani. Itt:
X=r $ind- cosp
y=r sind-sing (49.a)
Z=r COSY
és az elemi térfogat az 4brabél leolvashatéan:

dK=r?sin9-d9-de-dr. (49.b)

rsinddf

26. dbra. A gmbi koordinatarendszer

frjuk fel ezekutan a 48.a formulét gombi koordinbtak-
ban. A dxdydz elemi térfogat helyett a 49.b formulat
irjuk, f(x,y, z) helyett f(r, 8, 9)-it, ux+vy+wz helyett
k-t-et, F(u, v, w) helyett pedig F(k)-4t. Az integralas
hatérait az {j valtozoknak megfelelSen vessziik fel. fgy
“kapjuk:

F (k)= ;f ifﬂ j‘r f(r, 9, 9)e™ T * sins do dy dr.
(50.a)

Gombszimmetrikus esetben megsziinik a 9,0-tSl valo -

fiiggés. A ¢ szerinti integralas 2n-it ad, tehat a fenti in-
tegral az alabbi alaki lesz:

F(k)=2x | f(r)[ [ &*7r*sinodo]dr. (50.b)
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Mivel ,k” irany-figgetlen lett, F(k) helyett F(k)-at
irunk. Az irdny-fiiggetlenség miatt elegend§ k-4t csak
egyetlen irdnyban kiszamitani. Egyszeriien kapjuk meg
k-4t a ,,z” irdnyban. Ugyanis ha a k vektor ebbe az
ir4nyba mutat, akkor k-r=kr cos 8. Ezt behelyettesit-
ve 50.b-be, a szogletes zar6jelben 1évs integrél egysze-
riien szamithats. 9=jkr 4j valtozé bevezetésével. Az
egyszeril szamitas eredményeképpen az integral 2 r sin
kr-nek adédik. Ezt behelyettesitve 50.b-be kapjuk:

F(k)=4r [ f(r) r sinkr dr. (50.¢)
Es hasonl6 szamitasmenettel kapjuk forditva:
2 ©
f(r)= oy I F(k) k sin kr dk. (50.d)
n o

b) A hdromdimenziés Dirac impulzus csak egyetlen x,,
Yo, Z, pontban vesz fel végtelen nagy értéket, minde-
niitt masutt zérus értéki. Tehat definiciészeriien:

/o, ha: X=Xo, Y=Y, 27
5(X—Xo Y= Yo, Z—25) = °

\'O, mindeniitt masutt
(51.a) -
és: .
P T 7 s-x,y-y, z-2)dxdydz=1. (5Lb)

~

A mintavételezd tulajdonsag:

I L Y28 (x=%, Y=Y, 2-7,)dxdydz=

=f (X» Yo» Zo)- (51¢)

A spektrum:
K-s(x,y,z)«K (51.d)

K-s (X—X(,, Y~ Yos Z_Zo)“l('e_j (050 F o wo) (516)

Formdink teljes Osszhangban vannak a kétdimenzids
Dirac impulzus 34,35,36 formulaival.

Ha egy f(x,y, z) fuggvény csak egy térgorbe vagy
egy feliilet mentén vesz fel véges (vagy végtelen nagy)

27. dbra. Vékony gobmbhé;j
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értéket és mindeniitt masutt zérus értékii, akkor vonal
illetve feliilet-impulzusrél beszéliink.

c) Példék.

1. Példa. Legyen a 27. dbra szermtl vékony gombhéj
tartomanyaban f(x,y, z)=A és mindeniitt masutt z&-
rus. Tehat:

7A ha: R<r<R+d
(o=
0 mindeniitt masutt

Mivel példinkban gombszimmetrikus alakzat szere-

pel, alkalmazhatjuk az 50.c formuldt a spektrum
kiszamitdsanal. Tehat:

F (k)=4n Rf “Ar sin kr dr
R

Ha d< <R, akkor az integrél alatt r=R. fgy kapjuk:

sin kR

F (K)~ 4r Ad R (52)

Ha példinkban d-+0 és A+, de A-d=konstans, ak-

kor a példankban szerepls alakzat egy gombfeliilet
alapt haromdimenzi6s feliilet-impulzusba megy ét és
az 52. formula pontossa valik,
2. Példa. Legyen f(r)=A ha : r<R és mindeniitt m4-
sutt zérus. Tehat egy az ,,R” sugarG gombon beliil
konstans értéket felvevd fiiggvényrdl van sz6. Hataroz-
zuk meg a spektrumit. Az 50.c formula alapjan:

(sin kR-kR cos kR)
(53)
—12(x2+y2+z2)
3. Példa. Hatérozzuk meg az f(r)=Ae =

4nA Rr 4n A
F(k)=—— [ rsinkrdr=
k o \ K

2 2
=Ae " " hirom viltozés Gauss fiiggvény spektru-
maét. Mivel a fiiggvény gdmbszimmetrikus, az 50.c for-

mul4val kapjuk:
F(k)=41A T re ca2p2 Anv'ﬂ—e,kz/,,az
o a

sm kr dr=
(54)

A fenti hatdrozott integralt integraltablizatbél ol-
vashatjuk ki, vagy pedig kozvetleniil is kiszdmithatjuk,
ha sin kr-et exponenciilis alakban irjuk fel.

-ar

4. Példa. Hatdrozzuk meg az f(r)=A fiiggvény

spektrumaét. Szintén az 50.c formul4val kapjuk:

4nA o© 4nA
F k = -ar o1 = *
(k) - of e ™ sin kr dr P (55)

5. Példa. Bizonyitsuk be, hogy 2. példank, ha R~0, egy
Dirac impulzusba megy 4t. A bizonyit4s: az 53. formu-

laban vagy az integrilban sin kr=kr-et irunk, vagy az
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eredményben sin kr €s cos kr sorainak els§ két tagjat
vessziik, eredményiil kapjuk: F(k) =4rAR?/3, val6ban
fiiggetlen k-t6l, tehit Dirac impulzusr6l van sz6. Eb-
ben az esetben F(k) értéke azonos a kobtartalommal
(a gomb kobtartalma szorozva A-val, tehdt négydi-
menzi6s kobtartalomr6l van sz6). Ha R csokkentésé-
vel A-t megfelelsképpen noveljik, akkor A-w-el egy-
ségnyi kobtartalma Dirac impulzust kapunk, amelyre: -
F(k)=1.

6. Példa. Bizonyitsuk be, hogy a 3. példdban szerepls
Gauss alakzat és a 4. példdban szerepls exponencislis
fiiggvény a = esetben szintén Dirac impulzusba megy
at.

Osszegzés

A Fourier analizis célja végsS fokon egy fiiggvénynek
- amely lehet periodikus vagy aperiodikus - szinusz
fiiggvényekre valo felbontdsa. A felbontis a dimenzi6
szamnak megfeleld dimenzi6ji szinusz fiiggvényekre
torténik, igy egy dimenzi6ja fiiggvények esetén a jol is-
mert szinusz fiiggvényekre, két és tobb dimenzio ese-
tén a targyalt két- és tobbdimenziés szinusz fiiggvé-
nyekre. Bar a felbontas elve fiiggetlen a dimenzi6 sz4-
mitél, a felbontds bonyolultsiga a dimenzifszdm no-
velésével rohamosan ndvekszik. Ennek oka, amint 14t-
tuk, hogy a hullimhossz helyébe a dimenzi6 szam4nak
megfeleld komponens-szama k hullimvektor 1ép.

Felmeriil a kérdés, hogy hol van sziikség a tobbdi-
menzi6s Fourier sorra és integrilra. Egy dimenzié
esetén vilagos volt, hogy egy feladatban szerepld fiigg-
vényeket szinusz komponensekre bontva, és a felada-
tot az egyes szinusz komponensekre megoldva — ami
nyilvin sokkal egyszeriibb probléma - a kivant vége-
redményt ezen részmegoldasok lineéris szuperpozici6-
jéval kapjuk. Ugyanezen okb6l hasznélhatjuk tobbdi-
menzi6s problémak megoldésinédl a dimenzié szim-
nak megfelel§ dimenzidji szinusz komponensekre va-
16 felbontast (péld4ul rezgd lemeznél kétdimenzids,
rezgG testeknél, hullimterjedési problémaknal a ha-
romdimenzi6s szinusz fiiggvényekre val6 felbontast).

Végiil egy gyakori félreértésre kivanjuk felhivni a fi-
gyelmet. Ha f(x, y,...) egy ,,n” valtoz6s fuggvény, mi ezt
»1”’ dimenziés fiiggvénynek is neveztilk. Nem szabad
azonban elfelejteniink, hogy az dbrazolishoz n+1 di-
menzi6s térre van szitkségiink. Gondolja 4t az olvasé,
hogy a targyalt két- és hdromdimenziés esetekben ho-
gyan kell értelmezni a fiiggvényeket, az dbrazolasban a
vonalakat, feliileteket, kobtartalmakat. Kiilonosen 1€-
nyeges ez hirom dimenzi6 esetén, ahol a kép mir
nem szemléletes.

IRODALOM

[11 R Bracewell: The Fourier Transform and its Application,
McGraw-Hill, 1965

[2] D. C. Champeney:Fouticr Transforms and their Physical
Applications, Academic Press, London 1973

Hiraddstechnika, XLI. évfolyam, 1990. 11. szdm



3]
4
151
(6]

J. D. Gaskill:Lineat Systems, Fourier Transforms and Optics
J.Wiley & Sons, New York 1978

C. A. Coulson:Waves, Oliver & Boyd, Edinhurgh, London
1952 "
W. Nowacki: Fourier Synthese von Kristallen und ihre An-
wendung in der Chemie, Verlag Birkhduser, Basel 1952

V. L. Saphiro: Fourier Series in Several Variables, Bulletin
of the American Mathematical Society, 1964 Jan.

-

(8l
11

[10]

E. M. Stein.: Introduction to Fourier Analysis on Euclidean
Spaces, Princeton University Press, 1971

G. P. Tolsztov: Rjadii Fourier, Gosz. Izd. Tech. Teoreticsesz-
kaj Literaturi, Moszkva 1951

A. Zygmund: Trigonometric Series, Cambridge University
Press, Cambridge 1959

H. B. Dwight: Tables of Integrals, The MacMillan Company,
New York 1961



