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Cikkünk első részében a szinusz függvények két- és többdimenziós 
változatával foglalkoztunk. Ezek alapján tárgyaltuk a két és többdi­
menziós periodikus függvények Fourier sorát majd a két- és több­
dimenziós aperiodikus függvények Fourier integrálját. A matemati­
kának ez a kevésbé ismert része alapvető fontosságú a hullámtan­
nak és a fizika számos egyéb területén. Cikkünk második részében 
röviden kitérünk a többdimenziós Dirac impulzusra és a többdi­
menziós mintavételező függvényre. Ezeknek különös jelentősége 
van az egyre jobban tért hódító digitális képfeldolgozásban. 

5. A kétdimenziós Fourier integrál 

Egydimenziós esetben, ha a periodikusan ismétlődő 
jel ismétlési távolságát növeljük - határesetben a vég­
telenig - akkor egy egyedi, nem ismétlődő' jelet ka­
punk. A matematikai leírásban a Fourier sor helyébe a 
Fourier integrál lép. Hasonló a helyzet két dimenzió 
esetén is. A 14. a) ábra szerinti kétdimenziós, kétszer 
periodikus függvénynél növeljük a A„ Ay ismétlési tá­
volságot. Vizsgáljuk meg, hogy hogyan változnak meg 
a kétdimenziós Fourier sor formulái, ha Ax, Ay - <°. 
a) A kétdimenziós amplitúdó sűrűség. Ax és Ay növelésé­
vel k* és ky egyre csökken, így a k síkon a diszkrét hul­
lámvektorok a "b" ábra szerint egyre sűrűbben helyez­
kednek el és ha ^ Ay - «>, akkor gyakorlatilag folyto­
nosan követik egymást. Ekkor már nincs értelme a Fo­
urier sor alkalmazásának és az egyes egyedi Fourier 
komponensekkel számolni. Ugyanis a k síkon egy kis 
dS felületet kiválasztva (a "b" ábrában vastagon beke­
retezve), ezen belül a diszkrét k vektorok jó közelítés­
sel azonosak. így célszerű a dS felületre eső kompo­
nensek összevonása. Vezessük be a következő jelölé­
seket: 

u = mkx = 2nm/\x és v= nky = ~2nn/\y (18.a) 

Határozzuk meg, hogy a dS felületre hány diszkrét 
ky távolsá 
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gonként követik egymást, egy dS = du.dv nagyságú fe­
lületre 

N 
du-dv 
k x ' ky 

Aj Ay 

4* 2 

hullámvektor esik. Mivel u, v irányban k x 

számú hullám vektor esik. Számítsuk ki a dS felületre 
eső Fourier komponensek eredő amplitúdóját. Az 
egyszerűség kedvéért a komplex írásmóddal számo­
lunk. A 17.d) formulából N-el való szorzással, a 18.a) 
helyettesítésével és Ax és Ay - °> átmenettel kapjuk: 

du-dv +<o+« . , , . 
N C m n = ; ; f(x,y) e-' <» + ^ dx dy. 

4 T T -«>-a> 

Mindkét oldalt du.dv-vel osztva, megkapjuk az egység­
nyi felületre eső amplitúdók eredőjét. Ennek a 47r2-sze-
resét nevezzük amplitúdó-sűrűségnek és F(u,v)-val je­
löljük. Tehát: 

F(u,v) = jf 7 f (x,y)e- j ( u x + v y ) dxdy (18.b) 

14. ábra. Kétszeres periodikus függvény, ha AX,AV -*» 

\y y 

k x !... 

b. 

o ; 
dv 
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F(u, v) a kétdimenziós f(x,y) függvény Fourier transz­
formáltja. 
b) Fordítva, F(u, v) ismeretében meghatározhatjuk az 
f(x, y) függvényt. Ehhez csupán a k síkot kell elemi dS 
felületekre bontani és az összes* ilyen elemi felületre 
eső eredő komponenst összegezni. Ezenkívül mivel az 
amplitúdó-sűrűség számításánál önkényesen bevezet­
tük egy 4K2 -szeres szorzót (ezt azért tettük, hogy az 
irodalomban szokásos jelölésmódot kapjunk), ennek 
kompenzálására itt be kell vezetnünk egy 4*2-szeres 
osztót. Tehát mivel a k síkon az u,v pontnál egy du.dv 
felület eredő amplitúdója: 

F(u,v)el(™+^diidv, 

az egész k síkra összegezve (integrálva) kapjuk: 

f f ry ) = -72T- 7 7 F( u- v) é^ + y y ) d u d v (18x)-
4JI -<o -«> 

Az egydimenziós Fourier integrálhoz hasonlóan, 
f(x, y) és F(u, v) is kölcsönösen és egyértelműen meg­
határozzák egymást, a 18.b,c formulák az egyik függ­
vényt a másikba transzformálják. Ezt a kölcsönös 
transzformációt a Fourier integrál szokásos módján 
jelöljük: 

f(x,y)~F(u,v) (19) 

5. 1. A kétdimenziós Fourier integrál további alakjai 

a) A kétdimenziós Fourier integrál 18.b,c komplex 
alakjából levezethetünk további formulákat, amelyek 
csak valós függvényeket tartalmaznak. A következők­
ben csak olyan esetekkel foglalkozunk, ahol f(x,y) va­
lós. Ilyen esetekben is általában F(u,v) komplex. 
F(u,v) valós és képzetes részének a jelölésére vezessük 
be: 

F(u, v) = A(u, v) - jB(u, v) (20.a) 

A fenti formula és 18.b összehasonlításából, a valós és 
a képzetes részek egyenlőségéből kapjuk: 

A(u,v) = + / 7 f(x,y) cos(ux+vy)dxdy (20.b) 

B (u»v) = X / f (x, y) • sin (ux+vy) dx dy (20.c) 
- 0 0 -eo 

Fordítva, A(u, v) és B(u, v) ismeretében meghatároz­
hatjuk f(x, y)-ont, ha F(u, v) 20.a szerinti alakját a 18.c 
formulába behelyettesítjük. így kapjuk: 

f (*» y) = " 4 r - r 7 [A (u,v) cos (ux + vy) + 

+B (u,v) sin (ux + vy)] du dv (20.d) 

Ha f(x, y) valós függvény, akkor szükségszerű, hogy a 
fenti formulában a jobb oldalon a képzetes rész zérus 
legyen. Ebből viszont következik, hogy mivel a kétdi­
menziós „cos" és „sin" függvények az origóra páros i l ­
letve páratlan függvények, A(u, v) az origóra páros, 
B(u, v) pedig páratlan függvény. Az egyszerű 
bizonyítást az olvasóra bízzuk. 
b) Az u,v változók az egydimenziós eset körfrekvenci­
ájának, azaz w-nak felelnek meg. Áttérhetünk itt is a 
frekvenciával való számításra. Az x illetve y irányú 
frekvenciákra vezessük be a f illetve y jelölést. Tehát: 

u = 27rfés: v=2nv (21.a) 

Helyettesítsük be u,v fenti kifejezéseit a 18.b,c formu­
lákba, így megkapjuk a kétdimenziós Fourier integrál 
komplex alakját a f, JJ változókkal: 

F (e, v) = j " f f (x,y) e~míx + 7 W dx dy(21.b) 
-eo -co 

f (x, y) = / " F F (f,7?) <f * + ™ de du (21.c) 
- 0 0 -OD 

F(f ,7?) valós és képzetes része: 

' F(f,7)) = A (f,7j) - jB (f ,7)) (21.d) 

ahol, a 20.b,c formulák alapján: 

A(e, v) = F F f ( x , y) cos27r(ex+r,y)dx dy (21.e) 

B(f, v) = S S f (x, y) sin2n(fx+r)y) dxdy (21J) 
-CO - < 0 

c) A kétdimenziós Fourier integrál polár koordináták 
esetén. Az x,y illetve az u,v síkon a 15. ábrának megfe­
lelően vezessük be az f(r, <p) illetve a k(k,?) polár ko­
ordinátákat. 

H596-15 
15. ábra. A polár koordináták bevezetése 

Az előzőekhez képest csupán annyi a változás, hogy az 
integrálásnál az elemi felület a téglalap alakú dx.dy i l ­
letve du.dv helyett az ábrából kiolvashatóan a 
körgyűrű-szelet alakú, vonalazottan jelölt r.dv.dr illet­
ve k.d7.dk területű elem lesz. Helyettesítsük be ezeket 
a felületelemeket az alapvető 18.b,c formulákba. 
Ezenkívül vegyük figyelembe, hogy x,y valamint u,v az 
r illetve k síkvektorok koordinátái, tehát: 
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ux+vy=k r=k r cos(«>-7). így kapjuk: 

F (k, 7) = F (k) =• J f f (r, „) e ^ r d * dr (22.a) 
O O 

és fordítva: 

f (r, 9 ) = f(r) = -L- / ; F(k, 7) e* f kd 7 dk (22.b) 
4 ? T O O 

5. 2. A Hankel transzformáció 

Gyakori eset, hogy f(x, y) illetve f(r, <p) körszimmetri­
kus. Ekkor szimmetria okokból F(u, v) illetve F(k, 7) 
is szükségszerűen körszimmetrikus. Ebben az esetben 
a formuláink egyszerűsödnek, mert megszűnik a <p és a 
7-tól való függés. így csak az egy változós f(r) és F(k) 
függvényekkel kell számolnunk. Tehát a 22.a formulá­
ból a spektrum-függvény: 

F(k) = ; f ( r ) ; e - j k r c o s W - 7 ) d 9 - r d r 

De a Bessel függvények elméletéből ismeretes, hogy : 

f e ^ ^ d a = 2*J 0(b) 
o 

ahol „b" tetszőleges konstans és J 0 a nullád rendű 
Bessel függvény. Tehát a fenti összefüggéssel, b = kr 
helyettesítéssel: 

F(k) = 2* ; f ( r ) • J 0 (k r ) rd r . (23.a) 
o 

És hasonlóképpen a 22.b formulából az inverz transz­
formáció: 

f ( r ) = -—— S F (k) J 0 (kr) k dk. (23.b) 

A fenti két formulában f(r) és F(k) kölcsönösen és 
egyértelműen meghatározza egymást: 

f(r)~F(k) (23.c) 

H. Hankel (1839-1873) után ezt a transzformációt 
Hankel transzformációnak nevezzük. Lényegében 
nem más, mint a kétdimenziós Fourier integrálnak a 
körszimmetrikus függvényekre kapott változata. 

5. 3. A kétdimenziós Fourier integrállal kapcsolatos 
fontosabb tételek 

a) A kétdimenziós Fourier integrál létezésének a fel­
tétele. 
Általában elegendő feltételnek tekinthető, ha a leveze­
tett formuláinkban szereplő integrálok véges értéket 

adnak. Ez a feltétel azonos az egydimenziós Fourier 
integrál Dirichlet feltételével, vagyis azzal, hogy f(x, y) 
abszolút integrálható. Tehát: 

7 f | f ( x ,y ) | dxdy (24) 

b) Az f(x, y) függvény tartalmazhat szakadási helyeket 
(ezek x,y síkban lévő vonalak mentén helyezkednek 
el). A Fourier integrál ezeken a helyeken a középérté­
ket állítja elő. 
c) Két dimenzió esetén is beszélhetünk spektrum-kor­
látozásról, sáv levágásról. Ha a spektrumban valami­
lyen éles korlátozást vezetünk be, itt is fellép aGibbs 
jelenség. Az éles korlátozás azt jelenti, hogy a k síkon 
egy zárt görbén belül a spektrumot változatlanul hagy­
juk, kívüle pedig zérusnak vesszük. A Gibbs jelenség 
következtében az eredeti f(x, y) függvény szakadási 
helyein a sáv-levágott függvény meghullámosodik. A 
viszonyok itt sokkal bonyolultabbak, mint egy dimen­
zió esetén. 
d) A lineáris szuperpozíció elve. Ha f(x, y)»F(u, v) és 
g(x, y)«G(u, v), akkor: 

[af(x, y)+b g(x, y)Ha F(u, v)+b-G(u, v)] (25) 

ahol a,b tetszőleges konstansok. 
e) Ha f(x, y) két függvény szorzatából áll, ahol az egyik 
csak x-től, a másik csak y-tól függ, azaz: 

f(x,y) = fa(x) fb(y), akkor: ^ (26.a) 

F(u,v) = F a (u)F b (v). * (26.b) 

A fenti formula egyszerűen igazolható a Fourier integ­
rál alapformuláiból. 
f) Ugyancsak egyszerűen igazolható az alapformulák­
ból a tengelyek menti nyújtás illetve eltolás hatása a 
Fourier integrálra: 

és fordítva: 

f ( a x ' b y ) ^ F ( ^ 4 } (27.a) 

(27.b) 

/ / 

Q, 
t u 

H 596-16 

16. ábra. A koordinátarendszer elforgatása az x,y és az u,v síkban 
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fíx-x,, y - y 0 ) -F(u, w).e-K™+vy°) ( 2 7 . c ) 

és fordítva: 
Fíu-u,,, v -v D ) « f(x, y).ej(U o X + v°y) (27.d) 

g) Az origó körüli forgatás hatása a spektrumra. For­
gassuk el az f(x, y) alakzatot az origó körül a szöggel. 
Ez az elforgatás egyenértékű azzal, mintha a 16.a ábra 
szerint a koordináta rendszert forgattuk volna el az el­
lenkező irányba a szöggel. Jelöljük az új koordinátákat 
x'y-nal. Az összefüggés a régi és az új koordináták 
között: 

vénnyel szorozva f(x, y)-ont a spektrum az origóhoz 
képest ellentétes irányban ± k o - a l eltolódik, 
íj Az alapformulákból u=v=0 illetve x=y=0 helyette­
sítéssel közvetlenül adódik: 

F(0,0) = 7 X* f(x, y)dx dy=A(0,0) (30.a) 
- 0 0 - 0 0 

f(0, 0) = —L- + ; + f F(u, v)du dv= 
4n -<O _ C O . 

x' = x cosa-y sina 
Y = x sina+y cosa (28.a) 1 7 7 A(u, v)du dv. (30.b) 

4n -«° -» 

Határozzuk meg f ^ , / ) spektrumát. Rövid meggon­
dolás után belátható, hogy a spektrum függvény is lé­
nyegében változatlan marad, csupán szintén a szöggel 
elfordul. Tehát: 

f(x>,y>F(u\V) (28.b) 
ahol az elforgatásnak megfelelően az összefüggés az 
u,v és az u ' y koordináták között azonos a 28.a formu­
lával: 

U =u cosa-v sina 
v" = u sina+v cosa. 

(28.c) 

Vagyis F(0,0) értéke azonos az f(x, y) alatti körtarta­
lommal. Mivel B(u, v) páratlan függvény, B(0, 0) = 0. 
Hasonlóan f(0, 0) számításnál csak A(u, v)-ét kell fi­
gyelembe vennünk, mert B(u, v) páratlan függvény, az 
integrálja zérust ad. 
j) A kétdimenziós Fourier integrál Parseval tétele: 

7 f [f(x, y)]2dxdy= - L - +f 7 [F(u,v)]2dudv 
(31) 

h) Modulált függvény spektruma. Modulálás alatt egy 
függvénynek a cos illetve sin függvénnyel való szorzá­
sát értjük. Induljunk ki egy az alapformulából közvet­
lenül levezethető összefüggésből: 

f ( x , y ) . e l j k o ' F - F ( k - k 0 ) . (29.a) 

(Ez az összefüggés a 27.d formulából is közvetlenül 
következik.) Ugyanis: 4 

kV? = UoX + vDy és: F (k-k,,) = F ( u - U o , v - v 0 ) 

k) A differenciált f(x, y) függvény spektruma. A kétdi­
menziós f(x, y) függvényt a többváltozós függvények 
differenciálási szabályai szerint differenciálhatjuk x 
vagy y vagy vegyesen x,y szerint. Vegyük először az „x" 
szerinti differenciálást. A 18.c alap-formula mindkét 
oldalát differenciálhatjuk „x" szerint. Mivel a jobb ol­
dalon az integrálás u,v szerint történik, az integrálon 
belül differenciálhatunk. így kapjuk: 

- L f(x, y) = _ J _ f f j u F(u, v) • eK« +^du dv. 
dX 4 T T - » -co 

Felhasználva a 

cos z= — (e*2 + e"jz) és: sin z = - — (d 2 - e~'z) 

A fenti formulát összehasonlítva 18.b-vel, azonnal 
adódik: 

összefüggéseket, a 29.a formulából összegezéssel illet­
ve kivonással kapjuk: 

fix, y) • cos (ko-r)- — [f(k- k J + F(k+kD)] (29.b) 

3x 
f f c y ^ j u F(u,v) (32.a) 

és hasonlóan, „y" szerinti differenciálás esetén: 

3 f(x,y)~jvF(u,v). (32.b) 
3x 

f(x, y) sin (K i) " ~ -± m-K) + F(k+10]. (29.c) 

Kapott formuláink teljes egyezésben vannak az egy­
dimenziós esetben kapott formulákkal. Ott a modulá­
ció hatására a spektrum két részre bomlik, a két rész a 
moduláló frekvencia, értékével jobbra és balra eltoló­
dik. Itt a spektrum szintén két részre bomlik. kD irányú 
és ko hullámszámú kétdimenziós cos illetve sin függ-

„x" illetve „y" szerinti m illetve n-szeri differenciálás 
után, az előző formulák többszöri alkalmazásával kap­
juk: 

f(x, y) - j ( m + n ) u ' V F(u, v) (32.c) 

Példa: 
dxm ay° 

92 . 92 

[ — j f(x, y) + _ j f(x, y)] - - (u>+v2) F(u, v) 
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c, 

17. ábra. Az f(x, y) függvény 

m) Az integrált f(x,y) függvény spektruma. A differen­
ciáláshoz hasonlóan az integrálás is történhet x vagy y 
szerint vagy pedig vegyesen. Mi csak az első két esettel 
foglalkozunk. Vegyük először az x szerinti integrálást, 
„x" szerinti integráláson az f(x, y) függvénynek a - •» és 
az adott „x" pont közötti köbtartalmat értjük, tehát a 
17.a ábrán a vízszintesen vonalazott rész feletti köbtar­
talmat. Jelöljük ezt K(x)-el. Két eset lehetséges: ha 
x-oo, akkor K(<»)=0 („b" ábra) vagy pedig Kí»*0 („c" 
ábra). Az i) pont szerint K(«) = F(0, 0). 

Az egydimenziós Fourier integrálnál egy f(x) függ­
vény integráljának a spektrumát ju-val való osztással 
kapjuk. Ugyanezt a szabályt kell alkalmaznunk itt is, 
mivel K(x) egy közönséges egydimenziós függvény. 
Tehát ha f(x, y) « F(u, v), akkor: 

K(x) = | f(x, y) dx dy - 1 ^ (33.a) 
-oo-a> ju 

és hasonlóan, ha „y" szerint integrálunk: 

+«> v F(0, v) 
K(y) = ; / f(x, y) dx dy \U (33.b) 

-oo -eo jV 

A fenti formulák akkor érvényesek, ha az f(x, y) 
függvény alatti össz-köbtartalom zérus („b" ábra). Ha 
ez nem áll fenn, akkor K(x) a „c" ábra szerint egy 
egyenáramú tagot is tartalmaz. Az egydimenziós Fou­
rier integrál elméletből ismeretes, hogy az egyenára­
mú tagnak a spektruma: 

-1-F(0,0) í(u) illetve: - 1 _ F(0, 0) -5(v) 

ahol: í(u) illetve 5(v) Dirac impulzust képvisel. Ilyen 
esetekben ezeket a tagokat kell még a 33.a,b formulák 
jobb oldalához hozzáadni. 

6. A kétdimenziós Dirac impulzus 

A 18. ábra szerint az x,y síkon vegyünk fel egy kis dS 
területű tartományt. A tartomány kerülete mentén 
emeljünk egy 1/dS magasságú palástot. így egy egy­
ségnyi köbtartalmú hengert kapunk. Ha dS - 0 és a dS 
terület kerülete mentén vett bármely két pont közötti 
távolság is tart a zérus felé, akkor egy végtelen kis ke­
resztmetszetű, végtelen magas és egységnyi köbtartal­
mú kétdimenziós tű-impulzust kapunk. Az egydimen­

ziós analógia alapján ezt a tű-impulzust kétdimenziós 
Dirac impulzusnak nevezzük. Ha az impulzus az x<„y0 

pontban van, a jelölése: 

S °>, ha: X=XA és: y=y 0 í (x-Xo,y-y 0,) = ' *° y y o (34.a) 
0, ha: X̂ XQ és: y*y0 

és definíció szerűen: 

/ " J + C ° í ( x - x 0 , y - y 0 ) d x d y = l . (34.b) 

Természetesen az egységnyi köbtartalom csak a „nor­
mált" Dirac impulzusra vonatkozik, tetszőleges véges 
K köbtartalom csupán egy K-szoros szorzást jelent. 

a) A Dirac impulzus legfontosabb jellemzője a minta­
vételező tulajdonság. Vagyis: 

f F f (x ,y ) í (x -x 0 , y -y 0 )dxdy=f (x 0 , y 0 ) (35) 

teljes analógiában az egydimenziós Dirac impulzus 
mintavételező tulajdonságával. 
b) A spektrum. Legyen először a Dirac impulzus az 
origóban. Ekkor a spektrumot meghatározó 18.b for­
mulában f(x, y) helyébe kell í(x, y)-ont írni. Mivel az 
integrandusz csak x=y=0 környezetében ad zérustól 
eltérő értéket, az exponenciális tag értéke egységnyi, 
így azonnal kapjuk a K köbtartalmú Dirac impulzus 
spektrumát: 

Kí(x,y)~K. (36.a) 

És hasonló meggondolások alapján, az x^y,, pontban 
lévő Dirac impulzus spektruma: 

K í ( x - x 0 , y - y 0 ) « K e (36.b) 

IS. ábra. A kétdimenziós Dirac impulzus 
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19. ábra. A kétdimenziós Dirac vonal-impulzus 

c)A kétdimenziós Dirac vonal-impulzus. Vegyünk a 19. 
ábra szerint az x,y síkban egy tetszőleges „g" görbét. A 
görbe lehet véges vagy végtelen hosszúságú, lehet nyi­
tott vagy zárt. A görbe mentén vegyünk egy Ag széles­
ségű csíkot és a csík mentén emeljünk mindkét olda­
lon 1/Ag magasságú palástot. így egy lemezszerű testet 
kapunk, amelynek az egységnyi hosszra eső köbtartal­
ma egységnyi. Ha Ag-»0, akkor a kapott alakzatot -
jobb elnevezés híján - Dirac vonal-impulzusnak ne­
vezzük. Példákat vonal-impulzusokra a következő feje­
zetben közlünk. 

A kédimenziós Dirac szimbolika bevezetése az egy­
dimenziós változathoz hasonlóan igen nagy segítséget 
nyújt kétdimenziós problémák megoldásánál. Amint 
látjuk, a Dirac szimbolika alkalmazása két dimenzió 
esetén sokkal változatosabb, mint egy dimenzió ese­
tén. 

Hangsúlyozni kívánjuk, hogy példánkban a „spekt­
rum" azt jelenti, hogy az F(u, v)-vel jellemzett elemi 
kétdimenziós szinusz hullámokból előállítható a hasáb 
felülete mint kétdimenziós függvény (pontosabban: a 
hasáb felületén az x,y síkban levő lap nélküli felületet 
értjük). 
2. Példa. Határozzuk meg a 20.b ábra szerinti 

z=Ae °2(x2+y2> függvény spektrumát. Ez a függvény az 

z=Ae " a 2" 2 alakú Gauss görbe „z" tengely körüli for­
gatásából származtatható. Alkalmazzuk a 18.b alap­
formulát. A integrálásnál a változók szeparálhatók, te­
hát kapjuk: 

+ a> +co _.2 Í V 2 
F(u, v) = A ; ; e" e - i t " ^ ) dx dy = 

2 2 

[ + « - ( a x +iux) -• r +< 
2 2 

+OJ -(a y +vy) 
" e 

dy]. 

Az exponenciális kitevőkben vegyük az alábbi ekviva­
lens formákat: a 2x 2+jux=a 2(x+ju/2a 2) 2+u 2/4a 2 és ha­
sonlóképpen, ha „x" helyett „y" szerepel. Ezután be­
vezetve a f = x+ju/2a2 és r) = y+jv/4a2 jelöléseket és 
felhasználva az 

2 2 
+ °> - a x J . - * - Í T összefüggés,, k a p j * 

a 

F(u, v) = An , 2 2 W 2 
-(u +v )/4a 

(38) 

7. Példák kétdimenziós Fourier integrál 
kiszámítására 

1. Példa. Határozzuk meg a 20.a ábra szerinti hasáb 
spektrumát. A Fourier integrál 18.b alap-formulájá­
ból: 

F(u, v) = A ; 7 e - j ( u x + v y ) dx dy= 

A f [ f e - j u x d x ] e- jvydy= 

sin au sin bv 
(37) 

3. Példa. Határozzuk meg a 20.c ábra szerinti henger 
spektrumát. A 23.a formulából kapjuk: 

F(k) = 2;rA J J0(kr) rdr = _ / J0(u) u du. (39.a) 
o K o 

Itt bevezettük az u=kr helyettesítést. Használjuk fel a 
Bessel függvények elméletéből ismert alábbi összefüg­
gést: 

d 
JQ(u) • u = — u • J^u) ahol J t az elsőrendű Bessel függ-

du 
veny. 

20. ábra. Kétdimenziós alakzatok 

Q 2 ( X 2

+ y 2 

b, c, H596-20 
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Mivel J!(0)=0, a fenti kifejezést 39.a-be helyettesítve, 
kapjuk: 

2*AR 
F(k) = Ji(kr). (39.b) 

4. Példa. A 2. példában szereplő Gauss felület alatti 
köbtartalom: K=An/a 2 , a 3. példában szereplő henge­
ré pedig: K=Ar 2*. Ha A-~>, de közben „a" illetve „R" 
értékét úgy változtatjuk, hogy a köbtartalom állandóan 
„K" maradjon, akkor mindkét esetben egy az origó­
ban lévő tű-impulzust kapunk. Igazoljuk, hogy mind­
két esetben F(u, v)-»K, vagyis egy az origóban lévő Di-
rac impulzus spektrumát kapjuk. Tehát a két tű-impul­
zus, bár eltérő alakú, Dirac impulzusnak tekinthető. 
5. Példa. Határozzuk meg a 21.a ábra szerinti vékony 
lemez spektrumát. Legegyszerűbben úgy jutunk 
célhoz, hogyha felismerjük, hogy példánk azonos a 
20.a ábrában szereplő hasábbal, d=2b-»0 átmenettel. 
Tehát a 37. formulából, sinbv«bv helyettesítéssel kap­
juk: 

sin au 
F(u, v) » 2Ad . (40) 

Ha d->0, miközben A-«c olyan módon, hogy Ad=K 
konstans, akkor az alakzat egy az egységnyi hosszra 
eső „K" köbtartalmú vonal-impulzusba megy át. 
6. Példa. A 21.a ábra szerinti lemezt a „b" ábra szerint 
forgassuk el a szöggel. A spektrumot a 28.c formula 
alapján határozhatjuk meg. Az ott szereplő két formu­
lából, az elsőt cos a, a másodikat sin a-val szorozva és 
a két formulát összeadva, kapjuk: u = u'cos a+v'sin a. 
„u" fenti alakját 40-be behelyettesítve és a vessző jelet 
elhagyva (ugyanis nem a koordináta rendszert forgat­
tuk el), kapjuk a spektrumot: 

F(u ,v)=2Ad 
sin a(u cos a + v sin a) 

ucosa + vsina 
(41) 

7. Példa. Határozzuk meg a 21.a ábra szerinti lemez 
spektrumát, ha a-"* („c" ábra). A spektrumot továbbra 
is a 40. formula adja meg, de a sin au/u függvény „a" 
növelésével egyre inkább egy „a" magasságú, igen kes­
keny, n területű Dirac impulzusba megy át („d" ábra). 
Tehát határesetben F(u, v) egy „v" tengely menti vo­
nal-impulzus, amelynek az egységnyi hosszra eső köb­

tartalma: 2»rAd, ahol Ad a lemez egységnyi hosszára 
eső köbtartalom. 
8. Példa. Határozzuk meg a 22. ábra szerinti „d" fal­
vastagságú hengerpalást spektrumát. A 23.a formula 
szerint: 

F(k) = 2*A ; JD(kr)rdr. 
R 

(42.a) 

22. ábra.Hengergyűríí 

Ha d< <R, akkor a kör alapú vonal-impulzus spektru­
mát a fenti formulából d-0 és r~R helyettesítéssel kap­
juk: 

F(k)*2ffAdRJ0(kR) (42.b) 

ahol Ad a kör mentén az egységnyi hosszra eső köb­
tartalom. 
9. Példa. Határozzuk meg, hogy milyen kétdimenziós 
függvény f(x, y)=A5(x-Xo)? Mivel nem függ y-tóL min­
den y=konstans metszete egy az „y" koordinátánál 
emelt, az x,z síkkal párhuzamos síkban Xo magasság­
ban lévő, „A" területű Dirac impulzus. Tehát a függ­
vényünk a 23.a ábra szerinti vonal-impulzus, az egy­
ségnyi hosszra eső köbtartalma „A"- Hasonlóképpen 
az f(x, y)=Bí(y-y 0) függvény egy erre merőleges irá­
nyú vonal-impulzus. Ezt szintén feltüntettük az ábrá­
ban. 

A fentiek alapján könnyen igazolható, hogy az 

f(x, y)=A5(x-x 0) Bí(y-y 0 )=AB5(x-x 0 , y -y D ) (43) 

egyenlőség. Vagyis két egydimenziós Dirac impulzus 

21. ábra. Kétdimenziós lineáris vonal-impulzusok 

. Z » I Z 
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Köbtartalom = A.B 

x _b, |H596-23 

23. ábra. Kétdimenziós vonal-impulzusok 

szorzata (amelyek esetünkben valójában kétdimenziós 
függvények) egy kétdimenziós Dirac impulzust ered­
ményez (23.b ábra). Eredményünk helyességéről 
azonnal meggyőződhetünk, ha a vonal-impulzusokat 
első közelítésben Ax illetve Ay szélességű és A/Ax illet­
ve B/Ay szélességű hasáboknak tekintjük és a szorzást 
az x,y sík minden pontjában elvégezzük. 

8. A kétdimenziós mintavételezés 

Ismeretes, hogy az egydimenziós sávkorlátozott függ­
vények egyértelműen előállíthatók a függvényből 
egyenlő távolságonként (időközönként) vett minták­
ból. Ugyanez a helyzet a kétdimenziós függvényeknél, 
ha az F(u, v) spektrum-függvény mind az „u", mind a 
„v" irányban korlátozva van. Az egydimenziós minta­
vételezés képezi az egydimenziós jelátvitel digitális 
megvalósításának az alapját. Hasonlóan egyre na­
gyobb szerepet kap újabban a képátvitel, amely alap­
vetően kétdimenziós problérna (ha a képet előzetesen 
nem bontjuk fel sorokra). Az ilyen típusú képátvitelnél 
alapvető szerepet játszik a kétdimenziós Fourier 
analízis, a digitális átvitelnél pedig a kétdimenziós 
mintavételezés. 
a) A kétdimenziós mintavételező függvény. Emlékez­
tetőül vegyük először az egydimenziós mintavételező 
függvényt, amelyet a 24.a ábrán tüntetünk fel. Mate­
matikai alakja illetve Fourier sora: 

+•» 1 2 
í x (x )= 2 í ( x - m A ) = + (cos£i>oX+ cos2w0x+ 

m - - m A A 

+ cos3 UqX + • • •) ahol: uQ = 2n/\. (44) 

A kétdimenziós mintavételező függvényt a 24.b ábra 
tünteti fel. Itt az egységnyi köbtartalmú kétdimenziós 
Dirac impulzusok „x" irányban Ax, „y" irányban \ tá­
volságonként követik egymást. Ennek az alakzatnak a 
matematikai alakja: 

Sx(x)= 2 
+ «o 

2 5(x- mA^y -nAy). (45.a) 

Kétszeresen periodikus függvényről van szó, ezért fel­
írhatjuk a kétdimenziós Fourier sorát. Mivel a 24.b áb­
rában felvett koordináta rendszerben a mintavételező 
függvény az x,y tengelyre szimmetrikus, a Fourier sora 
csak „cos" tagokat tartalmazhat. így a Fourier sor 
alakja a 15.c formula alapján: 

5x(x)= 2 2 a^, cos mkx x cos nkyy (45.b) 
m = o n=o 

ahol: kx = 27r/Ax és: ky=2n/Xy. A Fourier együtthatókat a 
16.a,b,c formulákból határozhatjuk meg. A formulák­
ban célszerű az integrálási határokat ±A x /2 illetve: 
± Ay/2-nek venni. így egyszerű számítással adódik: 

24. ábra. Az egy- és a kétdimenziós mintavételező függvény 
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0^=1/XxXy, am o=aO I 1=2/A xA y és: am n=4/A xA y. Tehát a 
Fourier sor: 

*x(x, y) = - 7 ^ - [ l + 2 J j cos ^ m x + 
A xAy 

2* 
+ 2 2 cos ny +4 2 

n = l Ay m = l 

2n 2n - 1 

cos — m x c o s nyl . 
A„ Ay' ^ 

(45.c) 

A Fourier sor egy további alakját kapjuk, ha a fenti 
formulában az utolsó tagban a trigonometrikus szor­
zatot trigonometrikus összeggé alakítjuk át. Tehát: 

S\x, y) = 

2n 

x Ay 
[ . « 1 + 2 2, cos m = l 

2* 
mx + 

+ 2 2 cos ny + 2 2 
n = l Ay m=l n = l 

2n 2n -1 

2 cos (—— mx+cos —;— ny) I . 
Ay 

(45.d) 

Megjegyezzük, hogy 5"(x, y)-ont a 43. formula illetve a 
23. ábra alapján a következő' módon is írhatjuk: 

(45.e) 

ahol á*(x) és í"(y) az x illetve az y tengely irányú egydi­
menziós mintavételező függvények illetve mint kétdi­
menziós függvények, a 23.a ábra értelmében az „x" és 
az „y" tengellyel párhuzamos vonal-impulzus soroza­
tok. A keresztezési pontokban egy-egy egységnyi köb­
tartalmú Dirac impulzust adnak az egyes szorzatok, 
így a 45.e formula valóban a 24.b ábra szerinti kétdi­
menziós mintavételező függvényt állítja elő. 
b) A mintavételezés. Egydimenziós esetben ha egy tet­
szőleges f(x) függvényt megszorozzuk a 5"(x) mintavé­
telező függvénnyel, akkor eredőül az 

f(x) = f(x)-5x(x) (45.Í) 

mintavételezett függvényt kapjuk. Az egyes x, mintavé­
telezési helyeken P(x) egy-egy ffo) területű Dirac im­
pulzust tartalmaz (25. ábra). Teljesen hasonlóan, ha 
egy tetszőleges f(x, y) függvényt megszorzunk a £*(x, y) 
mintavételező függvénnyel, akkor eredőül az 

f(x,y) = f(x,y)-í"(x,y) (45.g) 

kétdimenziós mintavételezett függvényt kapjuk. Az 

egyes X j , Vj mintavételezési helyeken, vagyis az mAx, nAy 
helyeken f (x, y) egy-egy f (Xj ,y j ) köbtartalmú Dirac im­
pulzust tartalmaz. 
Ismeretes, hogy egydimenziós függvényeknél, ha a 
spektrum korlátozott, akkor a mintákból - ha a min­
tavételezés sebessége kielégíti a Nyquist feltételt -
egyértelműen előállítható az eredeti f(x) függvény. 
Hasonló a helyzet a kétdimenziós függvényeknél. Ha 
az f(x,- y) függvény x és y irányban sávkorlátozott, ak­
kor a kétdimenziós mintákból előállítható az eredeti 
f(x, y) függvény. 

9. A három és többdimenziós Fourier sor és integ­
rál 

Az előzőekben tárgyalt kétdimenziós Fourier sor és 
integrál értelemszerűen kiterjeszthető három és több 
dimenzióra. A dimenzió-szám növelésével a formulák 
rohamosan bonyolódnak és nehézséget okoz a geo­
metriai értelmezés is (három független változó esetén 
az ábrázoláshoz már négydimenziós tér szükséges). A 
következőkben röviden foglalkozunk a háromdimenzi­
ós esettel, a háromnál több dimenziós esetekre pedig 
csak utalunk. 

9. 1. A háromdimenziós szinusz függvények 

A 4. formulában magadott szinusz függvény a legálta­
lánosabb szinusz függvénynek tekinthető. Ugyanis az 

f(x, y, z- • •) =A cos(k-r-<p) (46.a) 

szinusz függvény dimenzió-számát a k és r vektorok 
dimenzió-száma határozza meg. így például n=3 ese­
tén: _ _ 

r=e!X+e2y+e3z 

k=é 1 k x +£ 2 k x +H 3 k 2 . 

Tehát a 46.a formula a következő alakú lesz: 

f(x, y, z) = A cos (k xx+k yy+k zz-«)) = 

= A R e [ e i ( v + ^ y + , ! z Z - * ) j . (46.b) 

A fenti formulában felírtuk a háromdimenziós szinus 
függvény komplex alakját is. A komplex alakot röviden 
így is írhatjuk: 

f(x, y, z) = Aé^=AeJ<M* (46.c) 
ahol mindig csak a valós résszel számolunk. 

Terület = f ( x .• ) 

25. ábra. Egydimenziós mintavételezett függvény 
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A 46.b formulában egy összeg koszinusza szerepel. 
A trigonometriai alapformulákkal ezt trigonometrikus 
szorzatok összegévé alakíthatjuk át. Az egyszerű szá­
mításokat elvégezve, a 46.b formula az alábbi típusú 
szorzatok összegeként is felírható: 

cos k̂ x- cos kyy • cos kjZ 
cos kjX- cos kyy - sin k^z 

sin k^x-sin kj,y • sin kjZ 

2°=8 tag (46.d) 

Mind a 46.b formula szerinti szinusz függvényt, 
mind a fenti szorzat-függvényeket alapvető háromdi­
menziós szinusz függvényeknek kell tekintenünk. 
Amint látjuk, a szorzat-tagok száma a dimenzió-szám 
növekedésével rohamosan növekszik. 

Az ábrázolási nehézségek miatt a többdimenzós szi­
nusz függvényeket a metszeteikkel szemléltetjük 
(egyenes, sík, stb. mentén vett metszetekkel). 
1. Példa. Legyen a háromdimenziós szinusz függvény 
egyenlete: w=A cos(kr-<p). Határozzuk meg, hogy mi­
lyen függvényt kapunk az f=5+ét egyenes mentén? 
Behelyettesítéssel kapjuk: 

f(t)=A cos [k(á+ét) - v]=A cos (k et - q>c) 

ahol: k e =k é és: <pe=k • á - <*>. 
Tehát egy egydimenziós szinusz függvényt kaptunk. 
2. Példa. Az előbbi páldában milyen függvényt kapunk 
azr = á+ét+gssík mentén? Behelyettesítéssel kapjuk: 

• 
f(s, t )=A cos [k(5+ét+gs)-<(>]=A cos (ke t + k g S - ^ ) 

ahol: k e =k é, k g =k gés: <pe=k á"-<p. 
Tehát egy kétdimenziós szinusz függvényt kaptunk. 

9. 2. A három- és többdimenziós Fourier sor 

Ha a háromdimenziós f(x, y, z) függvény periodikus az 
x, y, z, irányokban A x , Ay, A z periódus-hosszakkal, akkor 
felírhatjuk a Fourier sorát. A kétdimenziós Fourier 
sorra kapott 17.c,d formulákkal való analógia alapján 
azonnal írhatjuk: 

f(x,y,z)= I +S (47.a) 
m,n,p = -<» 

ahol: 

C^=-Lf j* h ( x , y , z ) . e - j ( M W ) 

A x A y A z o o o 
dxdydz. 

(47.b) 

Ezzel megkaptuk a háromdimenziós Fourier sor 
komplex alakját. A fenti komplex alakból áttérhetünk 
a Fourier sor trigonometrikus alakjára. A 15.e,f for­
mulákhoz hasonlóan kapjuk: 

i(x,y,z)=+Z 2 +2 rAm n pcos(mk xx+nkyy+pk zz) + 

+ B,,^ sin (mkxx+nkyy+pkzz) J. (47.c) 

A fenti formulában a sin és a cos tagokat összevonva: 
+ C0 +C0 + 0 0 

f(x,y, z)= 2 2 2 D ^ p C O s t k x X + k y y + k . z - i í V n p ) . 
o —00 — co 

(47.d) 

Végül a 15.c formulával analóg módon, a 46.d szerinti 
trigonometrikus szorzatokkal: 

00 00 00 

f(x,y, z)= 2 2 2 (a^p cos mlyc-cos nkyy-
m=o n= ~<op = -<o 

•cos p k j Z + b ^ p cos mk^ cos nkyy sinpkzz+ •• • + 

+ h m n p sin mkxX-sin nkyy sin pkzz) (47.e) 

A fenti formulában szereplő nyolc tag azonos a 
46.d-ben felírt nyolc alap-függvénnyel. Ezek a három­
dimenziós szinusz alapfüggvények is ortogonális rend­
szert képeznek (teljesen analóg módon az l.d pontban 
tárgyalt kétdimenziós esettel). Ez lehetőséget ad az 
am n p, b m n p stb. együtthatók meghatározására. 

Az együtthatók meghatározása a 4. 1. pontban is­
mertetett módon történik. Ugyancsak a kétdimenziós 
Fourier sorral kapcsolatban a 4. 2. pontban ismertetett 
módon határozhatjuk meg a C m n p komplex együttható­
kat illetve ezekből az A ^ p , B^p, D m n p együtthatókat. 
Az együtthatókat itt nem írjuk fel, csupán irodalom­
ban hivatkozunk(például az 5. irodalom). 

A háromdimenziós Fourier soroknak térbeli perio­
dikus jelenségek tárgyalásánál van nagy jelentőségük 
(például hullámterjedésnél, kristályszerkezetek rönt­
gen vizsgálatánál, stb.). 
A 47.a,b,...e formulák alapján azonnal felírhatjuk a há­
romnál több dimenziós periodikus függvények Fourier 
sorát, de ezek a gyakorlatban nem igen fordulnak elő. 

9.3. A három- és többdimenziós Fourier integrál 

A három- és többdimenziós Fourier sorok formuláiból 
származtatjuk A x , Ay, A z ...-»« átmenettel a megfelelő 
Fourier integrál formuláit. De a kétdimenziós Fourier 
integrál komplex alakjából, a 18.b,c formulákból az 
analógia alapján azonnal felírhatjuk a végeredményt 
„n" dimenzió esetére. így kapjuk n=3 esetén: 

F (u, v, w) = 7 f 7 f y. z)' e- j (ux+vy+wz)dxdydz 
- 0 0 -co -co 

(48.a) 
és fordítva: 

f(x,y,z) = — f 7 +f F(u,v,w)-e-Ku*+V)'+wz)dudvdw. 
(2TT ) 3 - C O - C O -CO 

(48.b) 

Ha n>3, akkor az exponenciális kitevők további ta­
gokkal bővülnek, a 48.b formulában pedig a konstans 
szorzóban (2n) az n-ik hatványon szerepel. 
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A Fourier integrál jelentősége abban van, hogy tet­
szőleges alakú függvényt (kevés korlátozással) elemi 
szinusz függvények összegeként állít elő. Egydimenzi­
ós esetben az ismert szinusz függvények összegeként, 
többdimenziós esetben pedig az előzőekben ismerte­
tett többdimenziós szinusz függvények összegeként. 
Többdimenziós esetben különösen fontos a 48.b for­
mula, amelyben e K u x + v y + w z ) egy é ^ + é z V + é j W hullám -
vektorú síkhullám. Tehát a 48.b Fourier integrál azt a 
tényt fejezi ki, hogy minden térbeli alakzat, hullám, 
síkhullámok, pontosabban háromdimenziós elemi szi­
nusz hullámok összegeként állítható elő. 

A háromdimenziós Fourier integrállal kapcsolatban 
is levezethetők a kétdimenziós esetben tárgyaltakkal 
analóg tételek, de ezeket itt helyhiány miatt mellőz­
zük. Csupán néhány kiegészítést teszünk. 
a) Gömbszimmetrikus esetben a Fourier integrál for­
mulái nagy mértékben egyszerűsödnek. Ilyenkor cél­
szerű a 26. ábra szerinti gömbi koordináta rendszert 
választani. Itt: 

x=r sindcosp 
y=r sin0-sin<p (49.a) 
z = r cosö 

és az elemi térfogat az ábrából leolvashatóan: 

dK= r 2 sinö • d# • d<*> • dr. (49.b) 

26. ábra. A gömbi koordinátarendszer 

írjuk fel ezekután a 48.a formulát gömbi koordináták­
ban. A dxdydz elemi térfogat helyett a 49.b formulát 
írjuk, f(x,y, z) helyett f(r, ^, v)-it, ux+vy+wz helyett 
k r-et, F(u, v, w) helyett pedig F(íc)-át. Az integrálás 
határait az új változóknak megfelelően vesszük fel. így 
kapjuk: 

Mivel „k" irány-független lett, F(k) helyett F(k)-át 
írunk. Az irány-függetlenség miatt elegendő k-át csak 
egyetlen irányban kiszámítani. Egyszerűen kapjuk meg 
k-át a „z" irányban. Ugyanis ha a k vektor ebbe az 
irányba mutat, akkor k r=kr cos Ezt behelyettesít­
ve 50.b-be, a szögletes zárójelben lévő integrál egysze­
rűen számítható. r)=jkr új változó bevezetésével. Az 
egyszerű számítás eredményeképpen az integrál 2 r sin 
kr-nek adódik. Ezt behelyettesítve 50.b-be kapjuk: 

F(k) = 4* J f(r) r sin kr dr. (50.c) 
O 

És hasonló számításmenettel kapjuk fordítva: 

f ( r ) = W l F(k>ksinkrdk- (50d) 

b) A háromdimenziós Dirac impulzus csak egyetlen x,,, 
y0, z0 pontban vesz fel végtelen nagy értéket, minde­
nütt másutt zérus értékű. Tehát definíciószerűen: 

<S(x-Xo, y-y 0 , z -Zo) = 
/" », ha: x=Xo, y=y 0, z-z„ 

0, mindenütt másutt 
(51.a) 

es: 

7 7 7 « (x-x 0 , y -y 0 , z -z 0 )dxdydz=l . (51.b) 
- 0 0 —ű) —co 

A mintavételező tulajdonság: 

+ 00 + 0 0 + 0 0 

S I J f (x,y, z) cS (x-x 0 ,y-y 0 ) z-z 0 )dxdydz= 
- 0 0 - 00 - 0 0 

= f (Xo, yD, Z o ) . (51.c) 

A spektrum: 
K í(x,y, z)-K (51.d) 

K-S (x-x,,, y -y 0 , z-zJ-K-e^ ( 5 l . e ) 

Formáink teljes összhangban vannak a kétdimenziós 
Dirac impulzus 34,35,36 formuláival. 

Ha egy f(x, y, z) függvény csak egy térgörbe vagy 
egy felület mentén vesz fel véges (vagy végtelen nagy) 

• 21 I F(k)= J X S f(r, <», 9)&'T r 2 sinö dfl d<? dr. 
o o o 

(50.a) 

Gömbszimmetrikus esetben megszűnik a ű,<»>-től való 
függés. A <f> szerinti integrálás 2n-it ad, tehát a fenti in­
tegrál az alábbi alakú lesz: 

F(k)=2* J f(r)[ f e*Vsin*d«]dr . (50.b) 
o o 
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értéket és mindenütt másutt zérus értékű, akkor vonal 
illetve felület-impulzusról beszélünk. 
c) Példák. 
1. Példa. Legyen a 27. ábra szerinti vékony gömbhéj 
tartományában f(x,y, z)=A és mindenütt másutt zé­
rus. Tehát: 

SA ha:R<r<R+d 
f ( r ) = 

0 mindenütt másutt 

Mivel példánkban gömbszimmetrikus alakzat szere­
pel, alkalmazhatjuk az 50.c formulát a spektrum 
kiszámításánál. Tehát: 

eredményben sin kr és cos kr sorainak első két tagját 
vesszük, eredményül kapjuk: F(k)=4*AR3/3, valóban 
független k-tól, tehát Dirac impulzusról van szó. Eb­
ben az esetben F(k) értéke azonos a köbtartalommal 
(a gömb köbtartalma szorozva A-val, tehát négydi­
menziós köbtartalomról van szó). Ha R csökkentésé­
vel A-t megfelelőképpen növeljük, akkor A-»-el egy­
ségnyi köbtartalmú Dirac impulzust kapunk, amelyre: 
F(k) = l . 
6. Példa. Bizonyítsuk be, hogy a 3. példában szereplő 
Gauss alakzat és a 4. példában szereplő exponenciális 
függvény a —> esetben szintén Dirac impulzusba megy 
át. 

F(k)=4>r J Ars inkrdr 

Ha d< <R, akkor az integrál alatt r«R. így kapjuk: 

F ( k ) « 4 * A d ü í ^ R . (52) 

Ha példánkban d-»0 és A-w>, de A-d=konstans, ak­
kor a példánkban szereplő alakzat egy gömbfelület 
alapú háromdimenziós felület-impulzusba megy át és 
az 52. formula pontossá válik, 
2. Példa. Legyen f(r)=A ha : r<R és mindenütt má­
sutt zérus. Tehát egy az „R" sugarú gömbön belül 
konstans értéket felvevő függvényről van szó. Határoz­
zuk meg a spektrumát. Az 50.c formula alapján: 

4* A R 4n A 
F (k)=——- j r sin kr dr= . (sin kR-kR cos kR) 

K o JC 
(53) 

3. Példa. Határozzuk meg az f(r)=Ae 
2 2 -a r 

-a (x +y +z ) 

=Ae három változós Gauss függvény spektru­
mát. Mivel a függvény gömbszimmetrikus, az 50.c for­
mulával kapjuk: 

F(k)=—— / re smkrdr= f—e 
K o a 

(54) 

A fenti határozott integrált integráltáblázatból ol­
vashatjuk ki, vagy pedig közvetlenül is kiszámíthatjuk, 
ha sin kr-et exponenciális alakban írjuk fel. 

e">r 

4. Példa. Határozzuk meg az f(r) = A függvény 
spektrumát. Szintén az 50.c formulával kapjuk: 

Összegzés 
4 

A Fourier analízis célja végső fokon egy függvénynek 
- amely lehet periodikus vagy aperiodikus - szinusz 
függvényekre való felbontása. A felbontás a dimenzió 
számnak megfelelő dimenziójú szinusz függvényekre 
történik, így egy dimenziójú függvények esetén a jól is­
mert szinusz függvényekre, két és több dimenzió ese­
tén a tárgyalt két- és többdimenziós szinusz függvé­
nyekre. Bár a felbontás elve független a dimenzió szá­
mától, a felbontás bonyolultsága a dimenziószám nö­
velésével rohamosan növekszik. Ennek oka, amint lát­
tuk, hogy a hullámhossz helyébe a dimenzió számának 
megfelelő komponens-számú k hullámvektor lép. 

Felmerül a kérdés, hogy hol van szükség a többdi­
menziós Fourier sorra és integrálra. Egy dimenzió 
esetén világos volt, hogy egy feladatban szereplő függ­
vényeket szinusz komponensekre bontva, és a felada­
tot az egyes szinusz komponensekre megoldva - ami 
nyilván sokkal egyszerűbb probléma - a kívánt vége­
redményt ezen részmegoldások lineáris szuperpozíció­
jával kapjuk. Ugyanezen okból használhatjuk többdi­
menziós problémák megoldásánál á dimenzió szám­
nak megfelelő dimenziójú szinusz komponensekre va­
ló felbontást (például rezgő lemeznél kétdimenziós, 
rezgő testeknél, hullámterjedési problémáknál a há­
romdimenziós szinusz függvényekre való felbontást). 

Végül egy gyakori félreértésre kívánjuk felhívni a fi­
gyelmet. Ha f(x, y,...) egy „n" változós függvény, mi ezt 
„n" dimenziós függvénynek is neveztük. Nem szabad 
azonban elfelejtenünk, hogy az ábrázoláshoz n+1 di­
menziós térre van szükségünk. Gondolja át az olvasó, 
hogy a tárgyalt két- és háromdimenziós esetekben ho­
gyan kell értelmezni a függvényeket, az ábrázolásban a 
vonalakat, felületeket, köbtartalmakat. Különösen lé­
nyeges ez három dimenzió esetén, ahol a kép már 
nem szemléletes. 

„ . 4*A <o 4nA 
F (k)=—j— J" e- r sin kr d r ( 5 5 ) 

, K o £1 + K 
IRODALOM 

5. Példa. Bizonyítsuk be, hogy 2. példánk, ha R-0, egy 
Dirac impulzusba megy át. A bizonyítás: az 53. formu­
lában vagy az integrálban sin kr»kr-et írunk, vagy az 
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