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Osszefoglalds

Cikkiink els6 részében a szinusz fiiggvények két- és tobbdimenziés
véltozataval foglalkozunk. Fzek alapjn térgyaljuk a két- és t&bbdi-
menzibs periodikus fiiggvények Fourier sordt majd a két- és tobb-
dimenzi6s aperiodikus fiiggvények Fourier integréljit. A matemati-
kénak ez a kevésbé ismert része alapvet§ fontossigi a hullimtan-
ban és a fizika szimos egyéb teriiletén. Cikkiink méasodik részében
roviden kitériink a tobbdimenziés Dirac impulzusra és a tobbdi-
menziés mintavételez8 figgvényre. Ezeknek kiilonos jelent&sége
van az egyre jobban tért hédité digitdlis képfeldolgozdsban.

Bevezet6 -

A fizikai problémak nagy része egydimenzids jellegd,
csak egy fiiggetlen valtoz6 van, ami rendszerint az id6
vagy a tavolsdg. De sok fizikai probléma eleve tobbdi-
menzids targyalasmodot kivan. Ilyenek példaul egyes
optikai jelenségek, a folyadékok és gazok dramlisa, a
héterjedés, az elektromigneses hullimok terjedése,
stb. Mindezeknek a probléméknak a tirgyalasa sziik-
ségessé teszi a Fourier analizis tobb dimenziéra valé
kiterjesztését.

Amint az egydimenziés Fourier analizis alapja az
egyszerii elemi szinusz fiiggvényekre val6 felbontis,
gy a tobbdimenziés Fourier analizis alapja a tobbdi-
menzids szinusz fiiggvényekre valo felbontas.

1. Akétdimenzios szinusz fiiggvény

Az egydimenzibs szinusz fiiggvény, ha a figgetlen val-
tozo6 id§ illetve tavolsag dimenzi6jt:

2n
f(t) —A cos (ut—9)=A COS(T t- q») (1.a)
illetve:

f(x)=A ‘cos (wx-0)=A cos(zTﬂ_ x—(p) (1b)

2n ) 2n
ahol: w= - [rad/s] illetve: w, = 2 korfrekvencia,

Tfs}] és A[m] pedig egyetlen periddus ideje illetve

hossza. Az w, jelolés helyett gyakran ,, k” vagy ,.k,” je-

. 16lést hasznalnak. fgy:
f(x)=A cos (kx-¢)=A cos(k, Xx—¢) (1.¢)
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k-4t hullamszdmnak nevezziik, megadja az egységnyi
hosszra esé periodusok szaménak a 2n-szeresét. (Az

- egységnyi hosszra es§ periodusok szamit is hulldm-

szamnak nevezziik és a fizika szdmos terilletén gyak-
ran hasznéljak a k = 1/) jelolést. Ezért az irodalom
olvasdsanal mindig célszerd tisztazni, hogy mit jelol a
szerz§ k-val).

Ertelmezziik illetve terjesszik ki a szinusz fiiggvényt

kétdimenziora. Kézenfekvonek latszik a masodik ,,y”
dimenziot az alabbi modon bevezetni:

z=f(x, y)=A cos (kx+ky—-o). 2

Két valtozés fiiggvényr6l 1évén szo, £(x, y) egy feli-
letet ir le. A felillet geometriai dbrazolasa nehézsége-
ket okoz, ezért a felileteket metszetekkel vagy szint-
vonalakkal szoktuk szemléltetni. Példaul ha x=x, kons-
tans, akkor az egyes metszetek :

[f(x9 Y)]x=xi=A CQS (kyy - (Pi)L

Tehat minden metszet ,,A” amplitGdoja és ) =2n/k,
hullimhosszlisdg egydimenzids szinusz fiiggvény. Né-
hény ilyen metszetet az l.a. dbra tintet fel. Teljesen
hasonl6an az y=y; konstanshoz tartoz6 metszetek ,,A”
amplitadéj, A, =2n/k, hullimhosszs4gh szinusz fiigg-
vények. Mindkét esetben a szinusz fiiggvények fazisa x;
illetve y; vei linedrisan viltozik.

A szintvonalakat, vagyis a z=konstanshoz tartoz6
vonalakat a 2. formul4bol

ahol: o=k x,—¢

kx+ k,y-¢=C konstans
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1 dbra: Az = A cos(KgX + KyY - @) fiiggvény

. egyenlGségbdl kapjuk. A fenti egyenlGség az x,y sikon
parhuzamos egyeneseknek felel meg. A ,)b” dbraban
feltintettiik, hogy a 2. formula szerinti kétdimenzi6s
szinusz figgvénynek az x,y sikon milyen egyenesek
mentén van minimuma, maximuma és zérus helye.

C= (2r+»1)—;—,r=0, +1, 12 ... esetém:z=0

C=2rn r=0, $1, 12 ... esetén: z= + A(maximum)

C=Qr+1)n r=0, ¢1, 42 .. esetén: z= — A(minimum)

€2

2. dbra: Koordinatarendszer

a) A hulldgmvektor. Két- és tobbdimenziés problémék-
nél célszerli vektorokkal szdmolni. Az xy sikban az
egyes pontokhoz tartoz6 vektorok, a 2. dbra jelolései-
vel:

Zerus helyek
Maximum

ahol €, és €, az x,y irdnyi egységvektorok. (Nem a szo-
kasos i,j,k jelolést haszniljuk, mert a hullimszamot is
»k”-val jeloljiik).

Vezessiik be a k hulldmvektort:

Minimum »

. T( = glkx + é-2]()' (3)

A hullamvektor abszolit értéke:
k| =k=VI%,+1,

A k és az r vektorok skalaris szorzata:
k- r=kx+ k,y

A kétdimenziés szinusz fiiggvény 2. formula szerinti
kifejezésében éppen a fenti skalar szorzat 4ll. Tehat ir-
hatjuk:
z=A cos(k-T-¢) (4.2)
A hulldmtanban 4ltalaban a fenti tomor frasmoédot
haszniljuk. A fenti formul4val konnyen vélaszt kapunk
arra, hogy milyen alaki lesz ,,z” egy az x,y sikban 1év3
egyenes mentén. Legyen az egyenes egyenlete az xy
sikban:

r=a+et

T=¢x+ey 3. dbra: A hulldmhossz és a hullimhossz vltozésa ¢ fiiggvényében
— — - b >\o
/r=o+et k cos ¢ \ cos Q
@ / y - _ \\
k / k \ Mo
L y S y y
> \
_ // M /// \
Q / _ } \
| ¥ Vo,
L X Q, LiEe b, 2
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ahol a az egyenes egy pontja és € az egyenes irdnyaba
mutatd egységvektor, ,t” pedig a paraméter. A 3.a db-
rdban tuntetjikk fel az x,y sikot az egyenessel és a k
vektorral. Helyettesitsiitk be az egyenes egyenletét 4.-
be:

[{(xy)].=F(1) =A cosfk(a+et)— o] =

=A cos(k-et+k-a-¢)=A cos(k.t—¢.).

Azt a fontos eredményt kaptuk, hogy barmely ir-
nyd egyenes mentén f(z) metszete egy ,,A” amplitddo-
ja szinusz fiiggvény, amelynek a hulldmszama:

k.=k-e=k cos &

ahol: o0 a k és az ¢ vektor kozotti szog és a hulldm-
hossz:

2n 2 X _ 2n

A= = =

° k. kcost cos¢ ~ 7k
ahol ), a k irdnyba es@ hullimhossz és a kezd$ fazis az
a vektor végpontj4tol szdmitva:

Ye= k fa—¢

k. és A, formuldi megfelelnek a 3.b,c dbrak szerkeszté-
seinek. A ,,b” dbraban a k vektorra mint 4tmérdre egy
kort rajzoltunk. Hiazzunk az origobdl k-hoz képest o
szog alatt egy egyenest. Az origd és a kor metszés-
pontja kozotti tavolsidg megadja k.-ét, vagyis a hulldm-
szdmot az illet§ irdnyban. Hasonl6képpen a ,,c” 4bra
szerkesztése alapjan kapjuk meg a hulldmhosszat az il-
letd iranyban. Latszik, hogy k valoban vektor, mert egy
adott irdnyban k.-ét a k vektornak az ebbe az irdnyba
es§ komponense adja. Ezzel szemben X nem vektor.
Javasoljuk az olvas6nak, hogy k, és A, szerkesztését 1.b
dbriban is végezze el. A kétdimenziés szinusz hulla-
mot jol szemlélteti a vizben a haj6t kovets ,,V” hullim
egyik szdra, ha azt egy adott pillanatban megdermedve
képzeljiik. A hullimhossz a k irdnyban a legkisebb, ),
értéki.

b) A komplex irdsméd. Az egydimenzibs szinusz fiigg-
vényekhez hasonléan a kétdimenziés szinusz fiiggvé-
nyeket is felirhatjuk komplex alakban:

cos(kx+ky—o)=Refe ™™ P =Re[e® 9] (4b)

vagy pedig csak roviden €® 9.jt fruk, ahol mindig
csak a valds részt vessziik szamitasba.

Itt jegyezziik meg, hogy a

z=A cos(k,x-¢) illetve: z=A cos(ky-¢) fiiggvények
szintén két valtozos fiiggvények, csupan k, illetve k, z¢-
rus értékii. A 4. dbra tiinteti fel a masodik esetet.

A méasik megjegyzésiink az; hogy bar k vektor
mennyiség, ez nem jelenti azt, hogy k, és egy k, hul-.
lamvektord  hullimot  Osszegezve, eredGul egy
k=k, +k, hulldamvektord hullimot kapunk. Ugyanis:

cos k,x+cos kyy#cos (k.x+k,y)
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4. dbra: Az= A cos(kyy - ) fiiggvény

A vektorialis felbontas egy adott hullim kiilonb6z8
irdnyi metszeteire vonatkozik.
c) A kétdimenziés szinusz-szorzat fiiggvények. Alkal-
mazzuk a 2. formuléra az alabbi trigonometrikus kép-
leteket:

cos (azB) = cos a-cos Bsin a-sin g
cos (atf) = sin a-cos B7cos a-sin 8 (5.a)
Rovid szdmolas. utan kapjuk:

cos (kx + ky—9)= cos ¢-cos k,x-cos kyy—
- cos ¢-sin k,x-sin kyy+
+ sin ¢-sin kx-cos kyy+ (5.b)
+ sin ¢-cos kx-sin kyy

Amint 1atjuk, a cos(kx+ky-¢) fiiggvény felbonthatod
négy szorzat-fiiggvényre. A tovabbiakban az

$1(%, y) = cosk,x-cos k)y
six, y) = sinkx-sin k;y
s3(x, y) = sinkx-cos kyy
sy(x, y) = cosk,x-sin kyy

(f(x, y) tipus)
(fu.(x, y) tipus)
(fio(x, y) tipus) (5.9
(fa(x, y) tipus)

fugvényeket szintén alapvet§ kétdimenzids szinusz
fuggvényeknek tekintjikk. Elfajulé esetben, ha k,=0
vagy k,=0 vagy k,=k,=0 akkor a

cos k,x, cos kyy, sin k,x, sin kjy, €és,1” (5.d)

fiiggvényeket kapjuk. Ugyeljiink arra, hogy ezek is két-
dimenzi6s fiiggvények, csupan az egyik valtozo6tol fiig-
getlenek. A z=1 fiiggvény pedig egy a z=1 magasség-
ban 1év3 sikot jelent.

Javasoljuk az olvas6nak, hogy prébalja meg dbrézol-
ni az 5.c formul4k valamelyik s(x, y) fiiggvényét. Ezek

_a fiiggvények minden x=x; vagy y=y; metszet mentén

2. 22

szinusz alakdak. De barmilyen mds, az x,y sikban 1év§
egyenes mentén vett metszet nem szinusz alakd és
esetleg nem is periodikus! Ez konnyen igazolhat6, ha-
barmelyik s(x, y) fiiggvényben példaul ,,y” helyébe az
egyenes egyenletét, y=ax+Db helyettesitjik.

d) Az ortogonalitds. Definidljuk el8szor az ortogonitas
fogalmat. A kétdimenzids si(X,y), s:(X¥), si(X, ¥)...
fuggvénysorozat ortogonilis rendszert képez az xy sik
egy S tartomanyaban, ha erre a tartomaényra:

»=0, ha i+k
fgsi(x’ y) su(x, y) dxdy \'#0’ ha i=k (6.a)
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5. dbra: Ortogonalitasi tartomanyok’

Konnyen igazolhat6, hogy az 5.c fiiggvények ortogo-
nélis rendszert képeznek az x,y sik barmely téglalap
alakd tartoményaban, amelynek a hossza az ,x” illetve
az ,,y” irdnyban ), =2n/k, illetve A ,=2n/k,. Az 5. dbrdn
hirom ilyen tartoményt tiintetiink fel. Egy ilyen tarto-
manyra érvényesek az alabbi osszefiiggések (a tarto-
many hatirait az egyszeriiség kedvéért a ,,b” dbranak
megfelelGen vettiik fel):

Ha k0 és ky#0:
e Ny ~0, hai#
JJstoy)sloy) dxdy= N Wy g (6.b)
_4 >

Elfajulé esetben, ha k,=0 vagy k,=0:

A
T f\y cos’k,x dxdy= f f Mink X dxdy=

o [¢]

(60

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha k, helyett k, szere-
pel.

Ha k,=k,=0:
M Ky ' :
 Paxdy=20, 6.

Megjegyezziik, hogy az ortogonalitis akkor is fenn-
all, ha k, és k, helyett m-k, és n-k, szerepel és m,n
egész szamok.

e) Példdk

1. példa. Egy hajé altal keltett hullimok 3 méteren-
ként kovetik egymast. Mi a hullimhossz a hulldmok
haladasi irdnydhoz képest 30°, 60° és 90° alatt?
d30=3.46m, )y =6m, g =0,

6m

3m

H596-6]

6. dbra: Hajé 4ltal keltett hulldm
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2. példa. Legyen két kétdimenzids szinusz fiiggvény
Osszege az alabbi formula szerinti:

f(x, y)=A cos(k, r)+B cos(k,r —¢).

Ak, és k, hullamvektorokat a 7. dbra tunteti fel. Hata-
rozzuk meg, hogy mi lesz f(x, y) metszete az abran fel-
tiintetett r=€t egyenes mentén? Az egyenes és a k. k,
vektorokkal zart szog ¢, és ¢,. A metszet egyenlete:

[f(x, y)l.=A cos(t: k cos§1)+B cos(t-k,cos¢,—9).(7)
Itt: |k, | =k, és: |k, |

1
/c/e\/
-
5 9/\ y
// '2 R
~ 1
3
1, 2

7. dbra: Két szinusz hulldim Osszegezése

Tehat két killonb6z8 hullimhosszisagi (frekvencidja)
szinusz jel dsszegét kaptuk.

3. példa. Hatarozzuk meg, hogy el6z8 példank esetén
milyen irdnyokban kapunk tiszta szinusz jelet? Mivel
el6z8 példiank eredménye két szinusz jel dsszege volt,
tiszta szinusz jelet csak akkor kapunk, ha minkét jel
hullimhossza azonos vagy pedig ha az egyik dsszetevs
zérus vagy konstans. Tehat a 7. formuldbél, ha:

k, cos¢, =k, cos¢, vagy ha ¢,=90° vagy: ¢,=90°. Ez
utébbi esetekben a metszetek egyenlete:

f(t)=A+B cos(t-k, cos'cz) illetve:
f(t)=A cos(t-k, cos¢,+B cose

Példainkbol jol latszik, hogy bar k vektor mennyiség,
ez nem jelenti azt, hogy ezek a vektorok vektorilisan
Osszeadhat6k. Hamis eredményt’ kaptunk volna, ha
elgbb k, és k-0t dsszeadjuk és utdna az eredd k-val
jellemzett hulldm metszeteit keressiik.

f) Szimmetria tulajdonsdgok. A matematikai, fizikai
problémék megoldasa lényegesen egyszeriibbé valik,
ha a jelenségeket leir6 fiiggvények valamilyen szim--
metriat mutatnak. Vagy ha a leiré fiiggvény nem szim-
metrikus, sokszor el§nyos, ha a probléma megoldasat
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a fiiggvény szimmetrikus komponensekre valé bonta-
sdval kezdjik. A szimmetria tulajdonsagok ismerete
killonosen fontos a Fourier analizis targyaldsanal.
Egydimenzids fiiggvényeknél jol ismert egy tetszGleges
f(x) fuggvénynek a paros és paratlan szimmetridt mu-
tat6 részekre vald felbontésa:

f(x) =f,(x) +f,(x), ahol:

a pératlan rész

fi(x)= f(x) _2f( -X)

f,(x) = @®

M a paros rész
2

Tehat a felbontas pontrdl pontra torténik, mindig a
szimmetrikusan elhelyezkedd, +x-nél levs fiiggvény ér-
tékekbdl.

Kézenfekvd a gondolat, hogy a kétvéltozés f(x, y)
fiiggvényeknél is hasonlé felbontast alkalmazhatunk.
f.1) Az orig6ra val6 szimmetrikus felbont4s. A 8. for-
muldhoz hasonléan irhatjuk:

f(x, y)=f,(x, y) +f5(x, y), ahol:

f(x, y)-f(-x, -y) az origbra pa-

fi(xy)=
’ ratlan rész

€)

f(x, y)+f(-x, —y) az origbra pa-

2 ros rész

fy(x, y)=

Kétviltozos fiiggvények esetén azonban tovabbi szim-
metridk is lehetségesek.

f2) Az X’ tengelyre szimmetrikus felbontds. Az
f(x, y) fiiggvényt felbonthatjuk az ,,x” tengelyre paros
illetve paratlan szimmetriat mutaté részre. Igy:

(%, y)=fix(X, ¥) +fx(x, y), ahol:

fx, y)-f(x, -y) az X" tengelyre

fu(x y) =

f(x, ) +f(x -y)
2 -~ péros rész

az ,,x” tengelyre

Hasonl6an bonthatjuk fel az f(x,y) figgvényt az
,»Y’ tengelyre vonatkoztatott pdros és paratlan
részre.

1.3) alegaltalanosabb felbontast akkor kapjuk,ha a 10-
ben szerepld két fiiggvényt Gjbél felbontjuk az ,y”
tengelyre vonatkoztatva paros illetve paratlan
részre. fgy kapjuk:

f“(x,‘y)= f(x, ) -f(—-x, y)-f(x, —y)+f(-x, -y)

4
le(x9 Y) = f(x, Y)_ f(_x’ Y) +f4(x’ _Y)_f(_x9 —Y)
i (11)
R
fo(X, )= f(x, y) +f(—x, y) +f(x, —y) +f(-x, —y)

4
A fenti négy fiiggvény Osszege természetesen megadja
az eredeti f(x, y) fiiggvényt:

f(x, y)=£u(x y) +f(x, y) + (% y) +fa(x y) (12)

és természetesen fennall:

fi(x, y)=fi.(x, y) + (%, y) €5 : f3(x, y) =fu(x%, y) + (%, ¥)

A kétviltozés figgvények felbontdsinak a mechaniz-
musit Osszefoglaléan szemlélteti a 8 dbra. A felbon-
tasnal kaptuk a 9,10,11 fiiggvényeket, amelyek mind
valamilyen szimmetridt mutatnak. Az abriakon ezt a
szimmetrit gy érzékeltetjitk, hogy az x,y sikon felve-
sziink egy pontot (példaul a pozitiv x,y negyedben) és

fie(x%, ¥)= feltiintetjik a szimmetrikusan elhelyezked8 pontot
paratlan rész
(10) 8. dbra: Kétdimenzids fuggvény szimmetrii
- o | | -~ | -
' o+ ] P - ' o+ + . | o+ | s+ | o +
X
f.l(x,y) f2(X)Y) f1x(x)}’) fzx(x|Y) f1y(X;Y) fzy(x)}’)
*. | S ' RS | ot
- l ot +. I ot - I .+ +, ! . +
. H596-8
fll(x,y) f]2(x,y) f21(x,y) f22(x,y) E::]
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(pontokat). A pontok helyén a fiiggvény értéke azo-
nos, legfeljebb az el§jele killonbozhet. Az elGjelet az
egyes pontokban egyméshoz viszonyitva a pontok mel-
1€ irt elGjellel tintetjilkk fel. Megjegyezziik, hogy az
egyes fiiggvényeknél az ,,1” illetve ,,2” index a paratlan
illetve paros szimmetriira utal.

Példa. Hatdrozzuk meg, hogy az 5.c formuldban az
egyes fiiggvények milyen szimmetridt mutatnak, me-
lyik fiiggvénycsoportba tartoznak. Az 5.c formulai
mellett zar6jelben tiintettiik fel a megoldast. Javasol-
juk az olvasénak, hogy grafikusan is prébélja felrajzol-
ni ezeket a filggvényeket és az dbran probaélja szemlél-
tetni a szimmetria tulajdonsigokat. Ezek a fiiggvények
alapvetd fontossdgiiak a Fourier analizisben és a hul-
lamtanban.

2. Ahéarom- és tobbdimenzids szinusz fiiggvény
A 4. formulaban leirt w=A cos(k-r-¢) szinusz fiigg-
vény tetszSleges dimenzi6ja lehet, a dimenzié szdmot
k és r dimenzidja hatdrozza meg. fgy példaul hirom
dimenzid esetén:

;=Elx+ 62y+63z éS: i(=€lkx+62ky+€3k,‘

Behelyettesités utan kapjuk:

w=f(x, y, 2)=A cos(kx+ky+kz—¢)=
=A Re[e/™" Y279 (13.2)
Mindjart felirtuk a haromdimenziés szinusz fiiggvény
komplex alakjat is. A komplex alakot roviden igy is ir-

juk:

w=f(x, y, z) = Aeil T-0) = A a9 (13.b)

ahol mindig csak a valos résszel szamolunk.

A 13.a furmuliban egy Osszeg koszinusza szerepel.

Az 1.c pontban ismertetett médon az 5.a trigonomet-
riai Osszefiiggésekkel a haromdimenzios szinusz fiigg-
vényt is felirhatjuk szinusz-szorzat filggvények Ossze-
geként. A trigonometriai miiveleteket elvégezve, az
al4bbi tipust szorzatokat kapjuk:

cos kx-cos k,y- cos k,z
cos kxx-cos' kyy: sin k,z =8 tag (13.¢)

sin k,x-sin kyy-sin k,z

Mind a 13.a formula szerinti szinusz fiiggvényt,

mind a fenti szorzatokat alapvet§ haromdimenzids szi-
nusz figgvényeknek kell tekinteniink.
Nagyobb dimenzié-szdm esetén a viszonyok rohamo-
san bonyolodnak. ,,n” dimenzid esetén az egyes szor-
zatokban a tényez8k szdma ,,n”, a tagok szdma pedig
2",
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Hérom illetve tobbdimenzié esetén az abrazolas
mér nem lehetséges, mert négy- illetve t6bbdimenzi6s
térre volna sziikkség. Az ilyen fiiggvényeket legfeljebb a
metszeteikkel szemléltethetjik.

Példa. Hatarozzuk meg, hogy a 13.a formula milyen
filggvényt ad az r=a+€t egyenes mentén? Behelyette-
sités utan kapjuk: '

f(t)=A cos[k(a+et)-¢] =A cos(k.t—9.)
ahol: k.=k-¢ és: 9.=k.a-¢

Példa. Hatarozzuk meg, hogy milyen fiiggvényt ad a
13.a formula az T=a+@es+gt sik mentén? Behelyette-
sités utdn kapjuk:

f(s,t)=A cos[k(a+es +gt) - o] =A cos(ks+kyt—o,)
ahol: k.=k-e, k;=k-g és: o.=k-a-¢

Tehat egy kétdimenzids szinusz figgvényt kaptunk.

Természetesen tobbdimenzi6 esetén is minden hul-
ldmszdmhoz egy hullimhossz tartozik. Itt is példaul:
k,=2n/),, k,=2n/), k,=2n/),, stb.

Haromnal nagyobb dimenzié szadm igen ritkan for-
dul elS. n>3 esetén is a 13.a formul4bdl indulunk ki. T
és k helyébe a megfeleld dimenzidja vektort helyette-
sitve, a targyalasmoéd teljesen analég a hdromdimenzi-
6nal ismertetettel.

A tobbdimenzids szinusz fiiggvények ismeretében
megkezdhetjilkk a tobbdimenziés periodikus fiiggvé-
nyek Fourier sordnak a targyalasat.

3. Egyszeresen periodikus kétdimenziés fiiggvény
Fourier sora

Legyen a kétdimenzios z=f(x,y) fiiggvény a
-o<x< +o és a 0<y<), tartomanyban tetszéleges ala-
ki és ez az alakzat ismétlGdjon az ,,y” tengely iranya-
ban ), tavolsdgonként. Az ilyen figgvényt egyszeresen
periodikusnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy az f(x, y)
fiiggvénynek barmely x=x; konstanshoz tartozé met-
szete egy periodikus egydimenzids fiiggvény, ), perio-
dus hosszal, amelynek felirhatjuk a Fourier sorit. Az
egydimenzi6s Fourier sor ismert alakja:

f(y) = a, +a,c080,y + 2,c082uGy + - - - +b;sinogy + - - -

Esetiinkben o, helyébe k,=2x/i-ont kell irnunk.
Ezenkiviil a, b, adott x; esetén konstans, de minden x;-
hez mias és més értéki. Tehat a;, b; helyébe a,(x), bi(x)-
et kell irnunk. Tehat a Fourier sor:

£(x, ) = 2,(0) + (%) cos ky+ a;(x) cos Zkyy+a(x)
cos 3kyy +- - - +b,(x) sin kyy+b,(x)sin 2k;y+---  (14.2)

Ezzel megkaptuk az egyszeresen periodikus kétdimen-
zi6s filggvény Fourier sorat, amely természetesen ¢l6-
allitja magat az eredeti f(x, y) filggvényt is. A Fourier
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egyiitthatokat az egydimenziés Fouricr sor formuli-
bol kapjuk: '

2,(%)= —i Pice y)dy

a,(x)= f\y f(x, y) cos nk,dy  (14.b)

Ay

b,(x) = % fy f(x, y) sin nk,d, i

Ha az f(x, y) fiiggvény az ,x” tengely irdnyaban perio-
dikus, akkor a fenti formuldkban ,,x” és ,,y”” helyet cse-
rél.

z

9. dbra: Egyszeresen periodikus kétdimenziGs fiiggvény

H596-10

10. dbra: Kétszeresen periodikus kétdimenzi6s fliggvény

4. Kétszeresen periodikus kétdimenzids fiiggvény
Fourier sora

Legyen az f(x, y) fiiggvény 0<x<), és a 0<y<), tarto-
ményban tetszSleges alaka és ez az alakzat ismétlsd-
jon periodikusan az ,x” és az ,,y” iranyban. Egy példat
a 10. 4bra tiintet fel. Hatarozzuk meg egy ilyen perio-
dikus fiiggvény Fourier sorit. Ebben az esetben is
minden tovabbi nélkiil hasznalhatjuk a 14.a, b formu-
ldkat. De tovébbi 1épést jelent ha felismerjiik, hogy az
a,(x), b,(x) Fourier egyiitthat6k periodikusan ismétlsd-
nek az ,,x” tengely mentén, tehat ezeknek is felirhatjuk
a Fourier sorat. Mivel a periodikus hossz az ,x” ten-
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gely mentén ), és mivel A, =2n/k,, a két Fourier sor

lesz: .

a,(x)=a,,+a;; cos kx+ay cos 2k, x+ ay cos 3k x+ - +
+b,; sin k,x+b,, sin 2k, x+b;; sin 3kx+- -

ahol: i=0, 1, 2... '

b,(x) =y + ¢y cos kx+cy, cos 2k x+c¢y; cos 3k x+ - - +
-~ +d,; sin kx+d, sin 2k x+d,; sin 3k, x+ - - -
ahol:i=1,2,3... (15.a)

Helyettesitsilk be a a(x), bi(x) fenti Fourier sorit a
14.a formuléba:

)

(X, ¥) =200+ 2 (@, cos mk,x+by,, sin mk,x) +
m=1

@

+2(,, cos nkyy+c,, sin nkyy) +
n=]

® o

+2 Z (8, cos mkx-cos nky+b,,, sin mkx-cos nkyy+

m=1ln=1
+Cpy cos mk,x-sin nkjy+d,,, sin mkxx-sin nk;y)(15.b)

A fenti formulaban az elsd két osszegezés az elfaju-
16 csak k, illetve k,-ont tartalmazé tagokbdl all. Ezeket
is bevonhatjuk a kétszeresen Osszegez$ részbe a hata-
rok megvaltoztatasaval.

{gy kapjuk:

«© -]

f(x,y)= 2 ~ Z (amacos mkx-cos nky+
m=0 n=0

+by,, sin mk,x-cos nk,y+ ¢, cos mkx+sin nky+
+d,,, sin mkx-sin nk,y) (15.¢)

f(x, y), egy Gjabb alakjat kapjuk, ha a fenti formulaban
a trigonometrikus szorzatokat trigonometrikus Ossze-
gekre alakitjuk at. Példaul:

1
€Os a-cos f= 5 [cos(a+ B) +cos(a—B)], stb. Helyette-
sitéssel az dsszevonasok utan kapjuk:

° o r amn_dmn
fxy) =3 = [ — cos(mkx + nky) +

m=0 n=o

bmn_ mn .
+——21— sin (mkxx - nky) +

bmn+ mn .
+_._Tc__sm (mkx + nky) +

+ amn+dmn

2 (15.d)

A fenti formulat egyszeriibben irhatjuk fel, ha beve-

zetjilk ,,n” negativ értékeit és a masodik Osszegezést a
-»<n< += tartomanyban végezziik. fgy kapjuk:

cos (mk,x —nkyy)]
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fixy) = =

+ By, sin (mkx + nky)] . (15.¢)

‘s [Am, cOs (mkx + nky) +

A szbgletes zardjelben 16vS két tag Gsszevonhatd, te-
hét:

Z Dmcos(mkxx + nky - ¢)(15.f)

f(xy) = =

ahol:

Dmn = \/ Azmn + Bzmn

Az Osszefiiggés az A, By Dmn €8 aZ 2y, by, Coun €8
d,, egyitthatok kozott a 15.d és az 15.e,f formulsk
dsszehasonlit4sabol azonnal adédik.

A 15¢ és a 15d,e,f formuldk a kétszer periodikus
kétdimenzios fiiggvények Fourier sordnak két kilon-
bozd alakjat adjdk meg. A formuldkbdl azt a fontos
megillapitast tehetjiltk, hogy egy kétszer periodikus
kétdimenzios f(x,y) fiiggvény kétdimenziés szinusz
fuggvényekbdl Gsszetettnek tekinthet§. A 15.c formula
az 5.c formula szerinti, a 15.d,e,f formula pedig a 2.
formula szerinti alapvet$ kétdimenzids szinusz fiiggvé-
nyekbdl allitja el6 f(x, y)-ont.

B
és tgo = — —
ge A

4. 1. A Fourier egyiitthatok meghatdrozdsa

Az a,,, b, Cun, din egyiitthatok egyszeriien meghati-
rozhat6k a kétdimenzi6s szinusz fiiggvények ortogona-
lis tulajdonsagai alapjén. Az egydimenziés Fourier sor
egyiitthatéinak a meghat4rozasanal hasznalt méodszer-
hez hasonl6an, itt is a 15.b formula mindkét oldal4t
rendre megszorozzuk 1, cosmkyx, sinm

sin mk,x-sin nk,y-al és mindkét oldalt integréljuk az 5
4bran megadott ortogonalitasi tartoményok valamelyi-
kében. A jobb oldalon az integralds utan csak egyetlen
tag ad zérustdl eltér§ eredményt, amit a 6.b,c,d formu-
14k megfelel§jébsl szamithatunk. fgy az integralasi
tartomanynak példdul az 5.b dbra szerinti tartoményt
véve kapjuk:

a) a,, meghatdrozésa. Integraljuk a 15.b formula mind-
két oldalét az ortogonalitasi tartomanyban. Kapjuk:

j" f’ f(xy) dxdy = a,, f“ f’ dxdy = a,, )\ N

Eredményiinket a 6.d formula alapjan kaptuk. A tobbi
tag integraldsa zérust ad. Mindkét oldalt 2, )-al osztva,
kapjuk:

800 = I fdedy  (62)

A

vagyis aoo megadja a feliilet atlagos magassagat.

b) A mk,,x és a nk,y tagok egyiitthatinak, vagy-
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iS Amoy Dmos @on 68 C,p értékeit hasonléan hatdrozhatjuk
meg. A 15.b formula mindkét oldalat a megfelelS cos
illetve sin fiilggvénnyel megszorozzuk és mindkét oldalt
az ortogonalit4si tartoméanyban integriljuk. fgy a 6.c
formula felhasznél4aséaval kapjuk, péld4ul a,,, esetén:

2 A ‘
= [ j\y f(xy) cos mkyx dxdy (16.b)
Ax Ay o o

amo

.

és hasonl6an szdmitjuk by, a,, és c,, értékeit. A b, és
Cmo» dons A, €gyiitthatdk értéke zérus.

C)A cos

sin MKALX - g;snk,y tagok egyiitthatoit, vagyis

"y Dumny Conp €5 d, értékeit ; ha m#0 és n#0, a 15.b for- »

mula mindkét oldalat a megfelels szinusz szorzattal
szorozva, az ortogonalitasi tartom4nyban integralva, a
6.b formula felhasznélasaval kapjuk. Tehat :

4 A "
A= 5 Jx j’ f(x,y) - cos mkx-cos nky dxdy
e ' (16.€)
4 A
bun= e of‘ ;}" f(x,y)-sin mkx-cos nky dxdy
< (16.d)
4 A
Con = — J" 3’ f(x,y) - cos mkx-sin nk,y dxdy
x | (16.¢)
4
dpn= — | f‘ ? f(x,y) -sin mk,x-sin nk,y dxdy
< 169

4. 2. A kétdimenzids Fourier sor komplex alakja

El5z8 eredményeinket sokkal egyszeriibben és tomo-
rebben — bar kevésbé szemléletesen — megkaphatjuk,
ha a komplex irdsmodot hasznaljuk. A kovetkezGkben
ezt ismertetjiik roviden.

frjuk fel eldszor az egyszer periodikus kétdimenzi6s
f(x, y) fiiggvény Fourier sorit. Ha a periodicitas ,y”
tengely irdnyd, akkor a 14.a formula komplex alakja
igy frhat6:

f(xy) = T Co( ™ (17.)

A fenti formula az egydimenzi6s Fourier sor komp-
lex alakja. Kétszeresen periodikus kétdimenzids fiigg-
vény esetén C,(x) is periodikus az ,x” tengely mentén.
A Fourier sora:

C,()=TF Cpd™

m=-®

(17.b)

Helyettesitsiik be C,(x) fenti alakjat 17.a-ba. Kapjuk:

fy) = 3 T3 Cpe

m=-© p=-

(17.¢)
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Ezzel megkaptuk a 15.b,c,d,e,f formuldkban szerepld
Fourier sorok komplex alakjat.

Szamitsuk ki C,, egyiitthatdkat. e
szorozzuk meg a fenti formula mindkét oldalat és in-
tegraljuk mindkét oldalt az ortogonalitasi tartomany-
ban. (A szimmetria kedvéért az ortogonalitasi tarto-
maényt az 5.a 4bra szerint vettiik.) A jobb oldalon csak
a C,,-et tartalmaz6 tag ad zérustdl eltérd eredményt,
Con- Ay-ont. (Itt m,n adott érték. A futd indexeket is
m,n-¢l jeloltik, de ez nem okozhat félreértést.) Azt,
hogy a tobbi tag zérust ad, konnyen igazolhatjuk, ha az
egyes tagokban az exponencidlis alakrdl attériink a tri-
gonometrikus alakra és a valds és a képzetes részeket
killon-kiilon integraljuk. Mindkét rész zérust ad. Te-
hat:

Cmn= — . +,\‘r/2 +?’/2f( X, )C _](mkxX+nkyV) dXdy
A, A, /2 -&y/2 a7.d)

aholm,n=0, 1, +2...
A fenti formuldbdl szitkségszeriien kovetkezik, hogy

. C-m,—n = men (176)

- j(mksx+nkyy) 5

Ugyanis a 17.d formuldban m és n elGjelét megvaltoz-
tatva, csak a képzetes elGjele véltozik meg, tehit a
konjugalt értéket kapjuk.

C.n dltaldban komplex szam, legyen a kovetkezd ala-
ka:

Amn_ijn ‘. ¢ Amn+Jan
Coun= — ésigy: C_.,_n= —(17 f)

Hasonléan bizonyitjuk, hogy C,, ., és C_, . egymas kon-
jugéltjai.

Bizonyitsuk be, hogy a kétdimenzidés Fourier sor a
17.c formula szerinti komplex alakja valéban azonos
az elGzlleg levezetett formuldkkal. A 17.c formula
jobb oldalan vonjuk ossze a C,_, és C.,, tagokat, ,,n
ben tartsuk meg a -m<n< +«-ig tartd Osszegezést. Ek-
kor az dsszevonasndl ugyanazt az eredményt kapjuk,
ha a C,, és C.,.. tagokat vonjuk Ossze. Az dsszevonas
elvégzését az olvaséra bizzuk (az exponenciilis tagot
el8szor trigonometrikus alakra kell hozni, a szorzast
elvégezni majd a tagokat osszevonni). Felhasznilva az
e”+e”=2cosz és: e™eP=j2sinz osszefiiggéseket
kapjuk:

f(x,y) = E: m_z_ [Amn, cos (nkx+nk,y) +
¥ + B, sin (mk,x + nkyy)] . (17

Valéban megkaptuk a 15.e formulat, amely ekvivalens
a tobbi levezetett formulaval.

4. 3. A kétdimenzios vonalas spektrum
Egydimenziés periodikus fiiggvények esetén a spektru-
mot két féle médon dbrazolhatjuk: vagy megadjuk a

»€0s” és a ,sin” OsszetevGk amplitidojat, vagy pedig
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megadjuk az egyes komponensek amplitidojat és fazi-
sat. EmlékeztetSil a 11. dbraban tiintetiink fel egy
ilyen spektrumot, ahol az egyes konponensek amplitd-
dojat és fazisat adjuk meg. A fiigg8leges vonalak ma-
gassaga ardnyos az amplitidéval illetve a fazisszoggel.
Megemlitjik még, a vizszintes tengelyt skildzhatjuk v
vagy ,,f’-ben.

A spektrumban szerepl§ diszkrét frekvenciak csakis
w, illetve f,-nak egész szami tobbszorosei lehetnek.

Ezenkiviil a spektrumban szimolhatunk csak pozitiv
vagy pozitiv €s negativ frekvencidkkal. (11. dbra)

Ll)l L . .o

Il |

o1 .
H596—11|

11. dbra: Egydimenziés vonalas spektrum

12. dbra: A kétdimenzibs vonalas spektrum

Kétdimenzi6s esetben w,-nak a k hullamvektor felel
meg. Mivel k kétdimenzids, az dbrazolasihoz egy sikra
van szikség. k két komponense k, és k,. A kétdimenzi-
6s Fourier sor diszkrét frekvencidinak a driszkrét hul-
lamvektorok felelnek meg, a k sikon mk, és nk, kom-
ponensekkel. Tehat minden komponens a k snkon egy-
egy pontnak felel meg. Ezek a pontok a k sikon egy
szabdlyos hélot képeznek. A 12.a,b dbrdk tintetik fel a
k sikot. A spektrumot ezek utin dgy abrazoljuk, hogy
a hilé minden pontjiban egy fuggsleges egyenest hi-
zunk, amelynek a hossza azonos az illet§ hullimvek-
torhoz tartozé kétdimenziés szinusz hullim amplita-
déjaval (,,a” dbra). A ,,b” dbrdban pedig az egyes ha-
l6pontokban az illet§ hullim fazisszogével aranyos
fugg6leges egyenest hizunk. Ez a spektrum abrazolas
megfelel az A.15.f formula szerinti Fourier sornak. A
spektrum 4bréazoldsidnak egy masik lehetséges madja,
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mk-;
X b,

13. dbra: a k sik

ha a két k sik hdlépontjaiban a 15.e formuldban sze-
replS A, és B, értékeivel ardnyos hosszisagi egye-
nescket htzunk fiiggSleges irdnyban.

A figyelmesebb olvasénak valésziniileg feltiint, hogy
bér az ,,x” és az ,,y” irdnyl periodicitas teljesen egyen-
rang, a hozzajuk kapcsolddé ,,m” és ,,n” indexek nem
egyformén szerepelnek a formuldinkban. Ennek csu-
péan formai okai vannak. Ugyanis a kiinduldsnil, a 14.a
formuldban el8szor egy ,,y” irdnyi egyszeresen perio-
dikus figgvénybdl indultunk ki. Ha forditva, az ,x”
tengely irdnyQ periodicitasbol indultunk volna ki, ak-
kor a formuldinkban m és n szerepet cserélne. A vég-
eredményen természetesen semmit sem valtoztat,

A k sik vilagos képet ad a Fourier felbontss lénye-
gérol. Vegyiik példaul a 13.a dbra szerinti k sikot. Az
mk,, nk,-nal jellemzett pontok mind az egyes Fourier
konponensek hullimvektorat adjak meg, tehat jelzik,
hogy milyen irdnyd kétdimenzids szinusz hullimokbél
tevodik ossze az f(x,y) figgvény. Az egyes vektorok
hossza aranyos az illet§ hullim frekvencidjaval. B

Az 4brabol az is latszik, hogy az Osszes lehetséges k
vektor egy félsikon helyezkedik el (ez megfelel annak,
hogy egydimenzios esetben csak pozitiv frekvencidkkal
szamolunk, amire a frekvencia tengelyen elegendd a
pozitiv fél-tengely). Ezért van az, hogy levezetett Fou-
rier sorainkban a kettSs, m és n szerinti Osszegzésnél
az egyik dsszegezés 0 és o, a masik pedig -» és +o ko-
zott torténik, Szamitasi modszeriinkben az ,,y” tengely

alatti félsikra volt sziikkség. Mint emlitettiik, levezeté-
seinkben az ,,x” tengely irdnyt periodicitdsbol is indul-
hattunk volna, akkor a k vektorok a ,,b” 4bra szerinti
félsikon helyezkednének el. A komplex szamitdsmod-
nal szimmetria okokbol a telies k sikot igénybe
vesszilk. Ez anal6gja annak, amikor egydimenziés
esetben pozitiv és negativ frekvencidkkal szdmolunk.
A ,,¢” abra tinteti fel, hogy kétdimenziés esetben ez
megfelel annak, hogy egy hullimvektort két ellenkez$
irdnyd hullimvektor ered&jének tekintiink, amelynek
fele akkora az amplitdddja. Mindenesetre akkor az el-
lenkez§ iranyd hullimvektorhoz tartozdé amplitadot
kell ellenkez§ elGjellel venni, vagy pedig a fazisat 180°-
al eltoltnak.

Itt szeretnénk egy zavard korilményre ramutatni.
Ha csak a fél k sikkal szamolunk, akkor is a sikot hata-
rol6 egyenes mentén ellenkez irdnyt hullimvektorok
1épnek fel. Péld4ul a ,,a” dbraban az ,,y” tengely men-
tén, m=0 esetén. Az x-el jelolt pontokban az amplita-
doét zérusnak kell venniink, ha el akarjuk keriilni, hogy
mindeniitt csak egy irdnyd hullimvektorokkal szidmo-
lunk, kivéve az ,y” tengelyt. Ez a tény a Fourier
egyiitthaték szadmitasanal is nehézséget okoz (ezért
nem bonyolédtunk bele a 15.e,f formuldkndl az A,
B..., D, egyitthatok kiszamitasaba). Ilyen feladatok-
nal mindig célszerii felrajzolni a k sikot és azon is ko-
vetni a szamitdsok menetét.



