Adaptiv digitalis sziirés II.
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A cikk mésodik €s befejez8 része a FIR szlirSkre a legkisebb négy-
zetek médszerén alapulé rekurziv algoritmusokar mutatja be rész-
letesen, kiilSn figyelmet forditva az O(N) szémirésigényt gyors val-
tozatokra. Vériil az adaptiv IIR sz8rSk probiémait tekinti 4t

8. Legkisebb négyzetek m6dszere: az RLS (recnrsive
least-squares) algoritmus

A Wiener- és Kalman-szfirovei szemben az optimélis
line4ris becsl§ problém4jat nem csak stochasztikus,
hanem determisztikus koncepci6 alapjan is meg lehet
kozeliteni. A regresszi6s feladatot mar Gauss megfo-
galmazta; ez az 1. 4bra adaptiv FIR sz{ir6jénél azt je-
lenti, hogy az n szdm@ d,, d,, ..., dp értéket kivanjuk
legkisebb négyzetes hibaval elSéllitani n szdmG adott
bemeneti érték linedris kombinécidjaként, melyek a
FIR szfirGben mint x,, x,, ..., Xxp jelvektorok szerepel-
nek [6):

ek=dk_ Y = dk_thxk, k= 1,2,...,n
(-1

J(hy) = 2% - min (5-2)
k=1

ahol ) exponencidlis stlyozd tényez8,0 < A s 1. Azn
hossz ablakhoz tartozd h, szlirvektor az (5-2)
feltételnek megfelelSen, a

$.h, =6, (5-3)

determinisztikus normélegyenlet megoldésa, ahol
8, = 2 27%x, (5-4)
k=1
a determinisziikus korrelaciés métrix és

a
8, = 23" xd, (5-5)
k=1
a determinisztikus keresztkorrelaci6s vektor a d és x
‘bemenet kozott, Ez a két mennyiség konnyen szdmol-
hat6 rekurzivan, ha (5-4)-ben és (5-5)-ben az Osszeg
n-edik tagjat levalasztjuk:
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8= A8, + XX, (5-6)
8, =26, + X d, (5_7)

Az optimdlis h, szfir6vektor rekurziv szamitésdhoz
(5-3) megoldésra van sziikség, vagyis nem elegendd a
rekurzi6t ¢,-re felirni, hanem &,"-re is szilkséges. Ezt
az
A=B"'+CDICT (5-8)
A'=B-BC( + CBC)"! C'B
mitrixinverziés (Sherman-Morrison) lemma segit-
ségével tehetjitkk meg, ahol

B!=218,, 5-9

fgy az adédik, hogy
87l =a7te !l ~k ka7, (5-10)
ahol

’\-1 Q—ln-l Xn

ky=%"1x,=
’ 1+ 27 ey (5-11)

az Gn. er§sitésvektor.

Ha az (5-3) egyenletbdl kifejezett h,-bc behe-
lyettesitjitk az (5-7) egyenletet, majd felhasznéljuk az
(5-10) és (5-11) rekurziét, akkor a szfirGvektor
rekurziv becslésére a

hn = hn—I. + kn an
o =d, - ’lTn-lxn (5_12)
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egyenlet ado6dik, a, itt az a priori (adaptélas eldtti,
el6zd h,_;-bsl szamolt) hibat jelenti. Az exponenciali-
san stlyozott RLS algoritmust az (5-10), (5-11)
(5-12) egyenletek dsszessége alkotja. Inicializlasként
h,=0 és 8,”' = 571 szok4s valasztani, ahol § kis pozitiv
szam (1072 ... 1079), I az egységmitrix.

Az RLS algoritmus lényeges tulajdonsaga, hogy A=1
esetén teljesill az ortogonalitds elve. Beszorozva
ugyanis (5-1) mindkét oldalat x,-val és Osszegezve
k=1, ..,n-re

n

Zxkxkh —Zxkdk Exkck.

felhasznélva tovébbé az (5 3), (5 4) és (5-5)
oOsszefiigéseket,

zxkek=0

k=1

ad6dik, ami azt jelenti, hogy az optimumhoz tartoz6
hibdk ortogondlisak a bemeneti jelvektorokra.
Beszorozva mindkét oldalt h,-vél,

Zhnxxex Zyxek—o

k=1

g2 ss

adédik, tehét a sziirG kimenete, vagyis a d, mennyi-
ségek becsiillt értékei ortogonalisak az e, hibdkra.
Azért nevezik az (5-3) egyenletet normalegyenletnek,
mert a négyzetes hibaosszeg akkor a legkisebb, ha a
hiba mersleges a kimeneti becslSre.

Az RLS algoritmus n adott szimhoz - szirmazzék
az determinisztikus fiiggvénybdl vagy stochasztikus
folyamatb6l — legkisebb négyzetes hiba értelemben
rendel egy optimalis h, vektort. Digitalis jelfeldogozas
esetén a mintavételezés révén egy idében soros be-
meneti adatfolyam 4ll rendelkezésre s ezért egy
rekurziv algoritmus elSnyos, mely ha n adatra ismert
az optimélis k, becsls, (n+1) adatra ennek fel-
hasznélasaval hatrozza meg 4, -et.

Az RLS algoritmus f&bb tulajdonsigai az alabbiak:

1. Annak ellenére, hogy az RLS-probléma megfo-
galmazisiban nem szerepel varhat6 érték, felvethets
a kérdés, a véges szami adatra optimalizal6 algorit-
mus milyen becslSt allit eld, ha n+e. Belathat6, hogy
A=1 esetén (végtelen memoria) az RLS algoritmus a
Wiener-optimumhoz tart. Nincs maradékhiba s ennek
az az oka, hogy az RLS algoritmus nem alkalmaz
kozelitést.

2. Az algoritmus A=1 esetén a hiba sok sziirsre
atlagolt  négyzetes  4tlagiban  tipikusan  egy
nagysigrenddel gyorsabban konvergél, mint az LMS
algoritmus (% a 2. dbrdt).

3. A konvergencia sebessége nem fiigg a korrel4cios
mitrix kondicionéltsagatol, a legnagyobb és legkisebb
sajatérték ardnyat6l, mert maga a maitrix szerepel a
rekurziéban.
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4. Az algoritmus A=1 esetén minden addigi infor-
miaciot felhaszndlva allitja el a becslSt, végtelen
memérigji: ez a valasztds stacionérius jeleknél
célszerii, A<1 esetén véges memoridji, exponenciali-
san felejtd: ez a valasztas nemstacionérius esetben cél-
szerdi.

5. Az LMS algoritmusénal 1ényegesen kedvezdbb
konvergenciatulajdonségok 4ra a lényegesen nagyobb,
O(N?) szamit4sigény a matrix-vektor szorzsok miatt.

6. Numerikus stabilitis. Az LMS algoritmus tar-
gyalasanal vazolt problémékon kivill itt az is
eléfordulhat, hogy az akkumulal6d6 hibak hat4sara a
korrelaci6s matrix szingularissd valik, az algoritmus
le4ll, vagy erdsen rosszul kondicionaltta valik, ami
lerontja a pontosségot [3].

7. Az inicializalasi fazisban a 51 matrix torzitja a h,,
becslét, belathat6é viszont, hogy n+» esetén a torzitas
nulldhoz tart. Ezek szerint az egyiitthat6 hiba 4tlagban
konvergens.

Miutan az RLS és a Kalman-algoritmust leiré
bizonyos egyenletek azonosak, felvethets a kérdés, mi
a kapcsolat kozottiik. Az RLS feladat megfogalmazisa
determinisztikus: véges adatra optimalizal; a Kalman
sziir6é stochasztikus: mar kiindulaskor stochasztikus
jeleket kezel. A Kalman-algoritmus speciélis esete —
FIR sziir§ statikus kozegben — megegyezik az RLS
algoritmussal, ha =1, igy a (4-25)-(4-28) egyen-
leteknek az (5-10)-(5-12) egyenletek felelnck meg.
A nemstacionirius esetben Q, leirt kozelitésével
kapott Kalman-algoritmus pedig az exponencidlisan
felejtd RLS algoritmussal azonos (A=(1+q)™!), a
(4-35)-(4-38) egyenleteknek az' (5-10)-(5-12)
egyenletek felelnek meg.

6. Gyors és O(N) szamitasigényii algoritmusok

Az adaptiv FIR sziir6k masodik generaci6jat azok az
algoritmusok jelentik, melyek a Kalman ill. RLS algo-
ritmusokkal matematikailag azonosak és igy azoknak
megfeleld kedvezS konvergenciatulajdonsigokkal,
pontos beallassal és az LMS algoritmuséhoz kozelallé
szamit4sigénnyel rendelkeznek. Az elsS ilyen algorit-
mus, az Gn. fast Kalman vagy fast RLS (FRLS)
algoritmus [6] a bemeneti soros adatfolyam iddbeli
yeltolhat6sagat” kihasznélva, a Kalman-erSsitést nem
a maétrix-vektor szorzasokon keresztiil adaptilja,
hanem kozvetlenil. Ennek a moédszernek a f6
hatrdnya a numerikus instabilitds véges sz6hosszlisagh
megval6sitas esetén, melyet csak dupla pontossig al-
kalmaz4s4val lehetett kikiiszobolni. Ez azonban
gyakorlati  feladatokndl —nem  jirhat6 Gt
Sz4mité4sigénye I0N (szorzasok, osztasok szdma).

A misodik algoritmus az FAEST (Fast Aposteriori
Error Sequential Technique) nevet kapta [2], mely a
szamitasigényt tovabb csokkenti 7N-re. Ezt részlete-
sebben ismertetjiik.

Az RLS algoritmus levezetésénél lattuk, hogy a
sz{ir§ egyiitthatévektoranak adaptaciojat leir6 egyenlet
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korrekci6s tagja a Kalman-erGsités és az a priori hiba
szorzata. Hasonl6képpen értelmezhetS egy olyan w
erGsitésvektor, mely az a posteriori hibdval

en(n) = d(n) - ATy(n) xn(n) (6-1)
szorozva adja az adaptéci6s rekurzit:
hN(n+ 1) = hN(n) + WN(n + 1) EN(n + 1). (6 _2)

(A vektorok indexe a sziir6 hossza, zir6jelben az
idGpont 4ll.) Az RLS algoritmushoz hasonléan az
erGsitésvektor kielégiti a

#y(n) wy(n+1) = xy(n+1) 6-3)
determinisztikus normélegyenletet, ahol

#x(n) =:2:xn(n) x'(n) (6-4)

a determinisztikus korreldciés méatrix. Az FAEST al-
goritmus a bemeneti adatfolyam eltolhat6sagat
hasznilja ki és a

#y(n-1) wy(n) = xn(n)
#y(n) wn(n+1) = xy(n+1) ©6-5)
#n4a(n) Wy (n+1) = Xy, (n+1)

egyenletekbGl  wy(n)  ismeretében  wy(n+1)-et
hat4rozza meg rekurzive. Miut4an

ron(n) rTy(n-1) ] {RN(n— 1) P°x(n) ]
TN(n) ronb(n)

(6-6)
alakban particionédlhat6, inverzét a particionalt
matrixok invertalasi szabilya szerint ki lehet fejezni.
Ezt behelyettesitve a

Wa@+1) =he (@ +1) xne(a+1) (6-7)
egyenletbe, rekurzi6t kapunk az egyiitthat6vektorra:

#y4i(n) = [
r'v(n) Ry(n-1)

[ wy(n+1) ] ex(n+1) [by(n) ]
Wwha(n+l) = = —
o ] aw 1]
illetve 6-8)
, 0 1 efmt) [ 1 ]
Wwna(n+1) = T —
wam) | o) | an(n) |
(6-9)
ahol

ax'(n) = 1on'(n) + a\"(n) iy(n) , ronf(n) = _§Nx2(i)
(6-10)
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ah(5) = rox’(@) +b3'@) 6(@) , ron’®) = ZXi-N)

eN(n+1) = x(n+1) - ay"(n)xy(n) (6-11)
ex’(n+1) = x(n+1-N) - by"(n) xx(n+1).
Az a és b vektor interpretédlhat6, mint egy forward

iil. egy backward prediktor egyiitthat6vektorai, melyek
normélegyenlete

#y(n-1) ay(n) = ry'(n) , 1y'(n) = anN(i— 1) x(i)
=N (6-12)

#(0) bu(n) = 1) , 7(n) = E0u® XG-N)

fgy tehat wy(n) ismeretében elGszor wy,(n+1)-et
tudjuk kiszdmitani, majd ebbSl my(n+1)-et. A h
egyiitthat6k adaptaldsdhoz még az ey(n+1) a posteri-
ori hibdra kell rekurzi6t taldlnunk, tovibba ez az n-
ediic idGpontban ismeretlen. ElGszor az

ex(n+1) = d(n+1) - A"(n) xx(n+1) (6-13)
a priori és az ey(n+1) a posteriori hiba kapcsolatat

frjuk fel. Az adaptéci6s egyenletek a w  Kalman-
erGsitéssel és az e a priori hibaval

é(n) wy () = xu(n) (6-14)
hy(n+1) = hy(n) + wy (n+1) ex(n+1) 6-15)
alakdak. frjuk fel a mitrixinverziés lemm4val

& '(n+1) = 8,7 (n) - wy(n+1) wy'(n+1) /ay(n+1)
(6-16)

an(n+1) = 1 - x"(u+1) wy(n+1), (F

majd figyelembe véve (6 -3)-at és (6
wy (n+1) = & (n+1) xy(p-
ad6dik. (6-1) és (6-
e o — owmt 1) [ an(0+1).  (6-19)
Az a posteriori hiba rekurzi6jat most ey rekurzidjira

vezettiik vissza. Ezt azonban konnyen meg tudjuk
adni, hiszen (6-9), (6—11) és (6 - 17) felhasznélasdval

exi(n+1)
aNH(n + 1) = aN(n) + —_r eNt(n + 1)
an'(n)
| (6-20)
ad6dik, de (6-8) és (6 11) miatt
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ex’(n+1)
an(n+1) = anyy(n+1) + T ex’(n+1)
N

(6-21)
Ez azt jelenti, hogy ax(n) ismeretében elGszor
ay.(n+1) szamolhat6é (6-20); majd ay(n+1) (6-21).
A forward. és backward prediktor rekurzi6i hasonl6
gondolatmenette] ad6dnak, a (6-11) egyenleteken
kiviil
an(n+1) = ay(n) + wy(n) ex'(n+1) / ax(n)

aNt(n+ 1) = aN‘(n) + (CN‘(n+ 1)*/ an(n)
6-22)
bn(n+1) = by(n) + wy(n+1) ex®(n+1) / ax(n+1)

a’(n+1) = ay’(n) + (ex°(n+1))? / ax(n+1)

Az FAEST algoritmust a (6-2), (6-8), (6-9),
(6-11), (6-13), (6-19), (6-20), (6-21) és (6-22)
egyenletek Osszessége alkotja. Az algoritmussal
kapcsolatban az a tapasztalat, hogy hosszi ideji
numerikus  stabilitdssa sokszor —nem kedvezd,
divergenssé vélik a t=N idSpontban illetve tobb ezer
vagy tizezer iteraci6 utdn [2], [3]. Ezen periodikus
Gjrainicializalassal lehet segiteni (1. alabb).

A gyors RLS algoritmusok harmadik képviselGje az
FTF (Fast Transversal Filters) algoritmus [4]. Ennek
legegyszeriibb, normaliz4latlan viltozata lényegében
azonos az FAEST-vel, szdmit4sigényiik is azonos. A
kvazinormalizalt ill,. normaliz4lt vltozatok a stabilitss
novelését célozzak, de szamitasigényiik is nagyobb. Az
FTF algoritmusok a legkisebb négyzetes hib4ji becsls
elgallitdsdhoz — az RLS algoritmushoz hasonléan —
nem alkalmaznak kozelitést. Az FTF algoritmus
legfeljebb négy FIR sziirSt tartalmaz, melyek be-
menete kozosen az x jelet fogadja. Az els§ sziir§ for-
ward prediktor, a maésodik backward prediktor, a
harmadik a Kalman-er&sitést szamitja, végiil a ne-
gyedik szlir6 a ,tényleges” szfirS, mely a kivant
kimenetet 4llitja el6, Mind a négy sziir6 két iizem-
modban mitkodik: sziirés és adaptécio.

Az inicializdl4si peri6dusra, mely az 1<n<N+1 inter-
vallumot foglalja magiban (N a sziir§ hossza), kiilon
algoritmus vonatkozik. A tapasztalat azt mutatja, hogy
az FTF algoritmusok hosszii idejli numerikus stabili-
tasa nem kielégitd az esetek nagy hanyadédban [3]. A
problémit jelentSsen enyhiti a periodikus Gjrainicia-
lizalas technik4ja [4]. A periodikusan végrehajtott ini-
cializal4si szakaszok alatt az adaptaci6rél egy LMS al-
goritmus gondoskodik, mely tapasztalat szerint nem
rontja el az adaptici6t az inicializaldsi szakasz
rovidsége miatt.

A gyors RLS algoritmusok hossziidejii numerikus
problémai tovabbi tokéletesités sziikségességét bi-
zonyitjdk, hogy mire a jelfeldolgoz6 eszkdzok
sebessége eléri azt a szintet, mely ezen bonyolultabb
algoritmusok implementalasdhoz sziikséges, méar e
szempontbol is kielégits adaptiv FIR sziir§ algoritmus
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alljon rendelkezésre. Ez ma még nyitott kérdés; pl. az
FTF algoritmus stabilitdsit redundancidval, 9N
szdmit4sigénnyel jelentSsen javitani lehet.

7. Adaptiv IIR sziirgk

Az adaptiv FIR sziirés probléméja — mint az el5z8
pontokban leirtakb6l kitlinik - matematikailag jol

kezelhet§ és 4ttekinthet§ algoritmusokra vezet. Ha
azonban sok egyiitthatéra van sziikség, akkor a

szadmit4sigény mar igen jelentSssé valik. Ez tipikusan
az adaptiv sziir6 rendszer-identifikici6 és inverz
modellezés alkalmazasjban fordul el§, amikor az
identifikdland6  rendszer  végtelen ill.  véges
impulzusvélaszi. Ilyenkor az adaptiv IIR sziirgk
lényegesen elényosebbek lehetnek, mert sokkal kisebb
fokszdmmal és ezéltal szamitdsigénnyel pontosabb
modellezést tesznek lehetdvé, foként nagy pélusjosagt
esetben.

Az IIR sziir6k rekurziv jellege ugyanakkor néhany
olyan nehézséget vet fel, melyek a FIR sziir6knél nem
meriiltek fel. Ezek az aldbbiak. Az IIR sziirk a FIR
struktiirdval ellentétben nem strukturilisan stabilak,
vagyis nem stabilak az egyiitthat6k barmely értéke
mellett, ezért vagy gondoskodni kell a stabilitss
folyamatos (literaciokénti) ellenSrzésérdl, vagy az al-
goritmusnak biztositania kell a stabilitast. A masodik
probléma abban 4ll, hogy az IIR sziir§ szamlal6 és
nevez§  egyitthatéira felirt 4tlagos négyzetes
hibafeliilet multimodiélis lehet, ezért gondoskodni kell
arrél, hogy az algoritmus a globdlis optimumhoz
konvergaljon. Tovibbi problémit jelent az a tény,
hogy a gradiens kifejezése lényegesen bonyolultabb,
tovibbd  jelentGsen  megneheziti a  kon-
vergenciaanalizist az, hogy a nagy j6s4gt p6lusok nagy
idGallando6kat jelentenek.

Az adaptiv IIR sziirGk egyik csoportja a gradiens-
modszeren alapszik [5), [9]. Az IIR sziir6t leir6 diffe-
renciaegyenlet

N M
Yo = zai Yo-1 + Zbi Xh-1 (7—1)
i=1 i=0

igy az atlagos négyzetes hibat

1 1
= —2—E {enz} = —2 E { (dn - Yn)z} (7—2)

minimaliz4l6 egyiitthatokra a gradiensmoédszer

pi =@y — B,y Y, Jn

- -

bn+l = bn ) Jn (7—3)
alaki, ahol
vJ, = -E {en Ve Yn} s (7—4)

a Vv, a c szerinti gradienst jeloli (c itt a vagy b). Ha az a
és b egyiitthatokat osszefogjuk egy
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h = [ab]’ (7-5)
vektorba, akkor (7-1) szerint rekurzive megadhat6

N
Vo¥n = Xy + 2 a; Viya (7_6)
i=1
ahol
¥a = [ Ya-1-Yo-N XKool - 7-7

A gradienst az LMS algoritmushoz hasonl6an
kozelithetjitk, ha a jelek statisztikdi a priori is-
meretlenek:

Vido® — €, Voya (7-8)

igy tehat
booi =By + €Wy ¥ 7-9
Yo =Ry %, (7-10)

és mivel (7-6)-ban a helyett csak a, ismert, Gjabb
kozelités szitkséges:

N
vh Yo =X, + z ay; Yo (7_11)
i=1

27 2

A gradiens tipusi algoritmust IIR sziirGkre a (7-9)
- (7-11) egyenletek adjdk meg. A két kozelités ellen-
stlyozasaképp u,-et igen kicsire kell valasztani, hogy &,
elég lassan valtozzon és igy elég kozel keriilhessen a
megold4shoz. Ez a m6dszer nem garantélja a glob4lis
optimumhoz tortén§ konvergenciat. Vizsgélatok sze-
rint az unimodalitdst Ggy lehet val6szinfisiteni, hogy a
sziir§ ,elégséges fokszdm1G”, vagyis fokszdma nagyobb
vagy egyenl§ a modellezend§ rendszer (ismeretlen)
fokszdm4anal [S], [9]. Mivel azonban -a talpara-
méterezés is rejt veszélyeket magdban, Osszességében
azt 4llithatjuk, hogy a fokszdm megvalasztdsa igen kri-
tikus.

Az algoritmus O(N?) bonyolultsdgdt a gradiens
tovabbi kozelitésével lehet O(N)-re csokkenteni [S]:

Vi¥a ® Xy (7-12)

Az Gn. Feintuch-algoritmus a (7-9), (7-10),
(7-12) egyenletek Osszessége, mely teljesen hasonl6
az LMS algoritmushoz. Ez a mobdszer tovabbi
egyszerii, megbizhat6 algoritmusok kidolgozisira in-
spirélta a kutat6kat.

Az adaptiv IIR sziir6k masik csoportja a nem-
linedris stabilitdselméletben gyokerezik. A HARF és
SHAREF (Simple Hyperstable Recursive Filter) algo-
ritmusoknak [5], [9] a Feintuch-algoritmus specilis
escte. Adaptiv IIR sziirS kidolgozisira mas (Gt is

Hiraddstechnika, XLI. évfolyam, 1990. 2. szdm

kinilkozik, mint pl. az 4llapotvaltoz6s médszer, a
raciondlis tortfiiggvény egyiitthat6it megelGz8en az
impulzusvélasz egyiitthat6inak adaptalasira stb. Kisér-
letek irdnyultak a direkt struktiratél eltérd
(parhuzamos, kaszkdd, récs) struktira esetleges
el6nyeinek kihasznildsira. Ezek a vizsgilatok még
nem tekinthetSk lezdrtnak s remélhetS, hogy minden

szempontbdl megfelels IR algoritmushoz vezetnek.

Osszegezés

2L 2

Az adaptiv sziirSk a jelfeldolgozés, a szab4lyozastech-
nika egyre fontosabb eszkozeivé vilnak. Ezt
alapvetGen a jelfeldolgozas technolégidjanak dont§
fejlodése tette lehetGvé.

A stochasztikus approximéci6 és az LMS-algorit-
mus legegyszerlibb médszereit sikeresen aikalmaztdk
kiilonboz8  gyakorlati  jelfeldolgozasi  feladatok
megoldésara. A gyors RLS és Kalman algoritmusok —
melyek lényegesen kedvezSbb konvergenciatulajdon-
sagokkal rendelkeznek szintén O(N) szimitdsigény
mellett — a masodik generici6t képviselik, imple-
mentéldsukhoz a mai élenjar6 technol6gisra van sziik-
ség (lebegSpontos, nagysebességii VLSI jelfeldolgoz6
processzor). Az adaptiv IIR sziirGk speciélis felada-
tokra jol kidolgozottak, de a stabilitist és a globslis
optimumhoz torténd konvergencist 4ltaldnos esetben
biztosit6 algoritmus még kutatis targya. Erdekes per-
spektivit nytjthatnak a nemlineéris adaptiv sziirdk, az
eddig kidolgozottak szdmitasigénye tdl nagy.
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