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1 . Bevezetés 

Az egyenközű III. ekvidísztáns mintavételezés a 
legáltalánosabban elterjedt módja egy jel időtarto
mányban történő előállításának. Kevésbé Ismert a 
mintavételi tétel általánosítása, a nem egyenközű 
mintavételezés, melynek elméletét az [1] irodalom 
tárgyalja. Számos cikk, például a [2],[3] és [4], digi
tális szűrők analíziséhez és tervezéséhez felhasz
nálja ezt az általánosabb érvényű mintavételi té
telt. 

A következőkben részletesen tárgyalt periodi
kus, nem egyenközi mintavételezés esetére meg
mutatjuk, hogy a minták milyen feltétel mellett ha
tározzák meg egyértelműen a jelet. A visszaállí
táshoz szükséges interpoláló függvényeket az [1] 
irodalom ismerteti. Ezenkívül foglalkozunk egy 
speciális esettel, nevezetesen periodikus, sáv
szűrt jelek mintavételezésével, és a mintavétele
zés néhány alapvető tulajdonságával. 

2. Ekvidisztáns mintavételezés 

Ekvidisztánsnak nevezzük a mintavételezést, ha 
az x(t) jelből egyenlő időközönként veszünk min
tát. Ha az x (t) jel sávkorlátos akkor érvényes a 
Shannon-féle mintavételi tétel [1]. 

x(t) = Sx(t k) 
K=-oo 

s i n í ^ t t - t k ) ) 

ü>o 
(2) 

(t-tk) 

ahol 

ü)0 s ^ , t k = k T 0 é s 2 T r B < öf i . 
TO 

A mintavételi tétel értelmében x(t)-t V t-re egyér
telműen meghatározzák a tk időpontokban felvett 
értékei. 

2.2. Mintavételezett jel spektrálls előállítása 

A mintavételezés felfogható, mint az x(t) és a v(t) 
mintavételező függvény szorzata [5J. (1. ábra) A 

1. ábra. Ekvidisztáns mintavételező függvény 

2.1 .Mintavételi tétel 

Legyen x(t) sávkorlátos, a következő alakban fel
írható időfüggvény 

B 
x(t)= / e J ü ) tdp((o), (1) 

- B 

azaz létezzen spektrális előállítása. 
Minden, a fentiek szerinti x (t) előállítható a kö

vetkező alakban 

Beérkezett: 1988. XI. 22. (H) 

mintavételező v(t) függvény előállítható Fourier 
sorával, azaz 

00 
v( t)= X c k e j k W o t (3) k = - oo 

ahol 

r „ _ ^ _ £A SÍn(kTrA/T 0 ) 
TO K ír A / TO 

továbbá válasszuk értékét úgy, hogy bA /T 0 = 1 le
gyen. A mintavételezettjeiét y(t)-vel jelölve írható, 
hogy 

y(t) = x(t).v(t), (4) 
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továbbá (1 

y(t)= 

) és (3) felhasználásával 
* B " r ~ 

i 
d p M k w o t 

(5) 

Az (5) egyenletből jól látszik, hogy az y(t) jelet 
egy Ideális wo/2 sávhatárú aluláteresztővel szűr
ve, c 0x(t)-t kapunk, továbbá ha A « T 0 . akkor 
Ck = 1 Vk-ra, és visszanyerjük a mintavételi tételt. 
Ha nem ekvidisztáns mintákat veszünk x(t)-ből, de 
biztosítani tudjuk, hogy a mintavételezett jel 
spektrális előállítása wo/2-ig megegyezzen y(t) 
spektrális előállításával, akkor a nem ekvidisz
táns minták szintén egyértelműen meghatározzák 
az x(t) jelet. A következőkben vizsgáljuk meg 
részletesen ezt az általános esetet. 

3. Nem ekvidisztáns mintavételezés 

Legyenek a minták egymástól különböző távol
ságra, és az egyszerűség kedvéért ezek a soroza
tok ismétlődjenek periodikusan, azaz a mintavevő 
jel legyen a 2. ábrának megfelelő. Ha az x(t) Jelből 
a 2. ábrán látható v(t) jellel veszünk mintát, és a 

y ( « ) jr (!) 

y ( O 

l--aoo-3l 

3. ábra. Blokkvázlat a nem egyenközű mintavételezés értelme
zéséhez 

az esetben ugyanis o>o/2 sávhatárú aluláteresztő 
szűrővel x(t) egyértelműen visszaállítható. 
A 2. ábra alapján látható hogy vi(t), v2(t) v n(t) a 
T=n T 0 idővel periodikus, Fourier soraik csak fázis
ban különböznek. Az i-edik mintavevő jel Fourier 
transzformáltja 

v|(t)= - X Ck& \ n I , (6) 
n k = -oo 

IÜ2EO) 

2. ábra. Periodikus, nem ekvidisztáns mintavételező függvény 

[0, T) intervallumban minden minta különböző idő
pontra esik, akkor a minták egyértelműen megha
tározzák az x(t) jelet. 

3.1. Mintavételezés n nem ekvidisztáns mintá
ból álló periodikus sorozattal 

Állítsuk elő az x(t) és a nem ekvidisztáns mintavé 
felezést reprezentáló v(t) szorzatát, majd válasz-
szuk szét a v i (t), v2(t) vn{t)-hez tartozó mintákat. 
(A jelölések a 2. ábrán láthatók.) Legyen y(t) = 
= x(t). vi(t), i = 1,2,...n és az y(t) jelen végezzük el a 
H{ átviteli függvénnyel jellemzett iineárls invariáns 
transzformációt a 3. ábrán látható módon. Az ösz-
szegző kimenetén megjelenő jel legyen y 0(t). A HÍ 
transzformációt úgy kell megválasztani, hogy yo(t) 
spektrális előállítása (-CÚO/2, W 2 ) intervallumban 
megegyezzen y(t) spektrális előállításával. Ebben 

ahol 

A * , = -2s f ( l - l )+ 4n ] 
n L TO 1 

(7) 

A tömörebb írásmód kedvóért vezessük be a kö
vetkezőjelölést 

1 
AT 

3 
4 T n AT 

1 

t 

X T 

* 
r í ) n és ezzel 

Ti 

iA<Di Ai = eJ 

1 0 0 k i k ü ) ° t 
v,(t)= 1 X CkA^e' — 

Ml, _ 

(8) 

Az (1) és (8) egyenletek felhasználásával 

y i ( t )= /e j w t dp(<o) 
- B 

1 ~ „ A k l ^ t 
- X CkAi eJ

 n n k = 

yi(t)= 

y n ( t )= 

/ e J t o t d P ( o , ) 
- B 

/e J ü , t dp(o») 
- B 

k = -oo 

j- x c k A r ^ - f r 1 

n k = -oo 
(9) 

Az y 1 (t) spektrális előállítását a Hí (j<d) átviteli függ
vénnyel szorozva, és így tovább yn(t)-t H n(jw)-val 
transzformálva azt kívánjuk elérni, hogy a k = O-
hoz tartozó tagok összeadódjanak, a k = ± 1, + 2, 
. i (n-1)-hez tartozók pedig kiessenek a szum-

mázásután. 
A (9) egyenletrendszer i-edik egyenletét átalakít
va kapjuk, hogy 
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y i ( t ) = - 2 / ck 
" k = -oo - B 

Fenti egyenletből jól látható, hogy a HÍ transzfor
mációt a ± B tartományokon kell meghatá-

n 

rozni. Ahhoz, hogy a szummázó kimenetén megje
lenő y 0(t) jel spektrális előállítása cao/2-ig meg
egyezzen az ekvidisztáns mintavételezéshez tar
tozó y(t) előállításával, a k « n-1 frekvenciákhoz 
tartozó tartományt még figyelembe kell venni, de 
a k = n, n+1... már érdektelen. A 4. ábra a pozitív k 

n-1 
n 

4. ábra. Az y, (t) jel spektrumának tartományai 

Az összesen n követelményhez tartozó n egyenlet 
mátrix alakban írva 

ahol 
C0A1 
C1 A i 
C 2 A i J 

E t í = U 

Co A2 ... Co An 
C1 Azl 
C2 Az' 

...Ci A n 

. . . C 2 A n

2 

A n-1 A n-1 > n-1 Cn-lAi Cn-1 A2 . . .Cn-iA n 

Hí n 
H 2 

0 
tí= H 3 , N = 0 

Hn 0 

(15) 

A (15) mátrix alakban felírt egyenletrendszerből 
Co-t kiemelve majd c i / c 0 , C2/C0 Cn/Co értékek
kel egyszerűsítve írható 

értékek körüli tartományokat szemlélteti. A 4. áb
rán a vastag vonallal jelölt résztartományt vizsgál
va látható, hogy ebbe a tartományba csak a k=0, 
k= 1,...k= n-1 körüli tartományokból kerülhetnek 
komponensek. Ezért a Hi,...,Hn transzformációt 
úgy kell megválasztani, hogy a k=0,1,...n-1 össze
sen n feltételt kielégítsék. A k=0-hoz tartozó köve
telményt a 4. ábrán jelölt (—• B, B) tarományra fel
írva, és a tartomány széleire bevezetve az (wi ,02) 
egyszerűbb jelölést, kapjuk, hogy 

2 yi (t) = 2 1 / CoAi°Hie J ü ) tdp((ö) = 
1=1 k=o i=i n W i 

(02 
= / e l M t d p ( c o ) . 
(01 

(12) 

A (12) egyenletben az egyszerűsítést elvégezve, 
valamint a szummát kifejtve írható, hogy 

CoA°i Hí + CoA°2 H 2 + ... + CoA°n H n = n (13) 

A többi értékhez tartozó spektrális összetevőtől 
pedig azt követeljük, hogy az összegzés során es
senek ki . Az előzőekhez hasonló átalakítások 
után pl. a k=n-1 -edikre írható, hogy 

Cn-1 A 1 1 H 1 +cn-1 A 2"" 1H 2+...+ Cn-1 A n

n " 1 H n = 0. (14) 

ahol 

A = 

CoAH=N, 

A 0 A 0 » 0 
A1 A2 . . .A n 

(16) 

A1 1 A2 1 

A i 2 A 2 2 

• A n ' 
• An 2 

A n-1 A n-1 A n-1 A1 A2 . . .A n 

A (16) egyenletet formálisan megoldva 

H= - r A"1 N 
Co _ 

(17) 

Ha az Ai ,A2 A n mind különböző, akkor a Van-
dermond-féle determináns nem tűnik el. Belátható, 
hogy ennek az a feltótele, hogy a minták mind
egyike különböző időpontokra essen. A (7) egyen
lettel meghatározott A<E>i minden 1=1,2 n értékre 
különböző a [0, 2 ír] intervallumban, ha a minták 
különböző időpontokra esnek. Mivel a minták T-
vel periodikusak, A4>n+ 1= A4>1 + 2n. Ebből követ
kezik, hogy az A1, A 2 , A n értékek is különbözők, 
továbbá A i * 0 , mert | Ai | =1 V i-re. A (17) egyenlet 
megoldása tehát létezik, és mivel A nem tartal
mazza az ü>-t,H is független o- tó laz( í t l B,B) 

n 
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tartományban. Felhasználva, hogy vj(t) valós V I -
re, azaz A|=A|, valamint | Ai | = 1 v l-re és k-ra, to
vábbá, hogy x(t) szintén valós, tehát 

e J t ű t Ap((o) = e " J ü ) t A p ( - ü ) ) > 

könnyen belátható, hogy negatív frekvenciákon, 

azaz a (- B, - B) tartományon H f = H|+, ahol 
n 

Hf-vei a negatív, Hi +-vel pedig a pozitív tartomá
nyokhoz tartozó megoldást jelöltük. Mógegyszer 

utalva a 4. ábrán látható, hogy a ( D=2 B, H z l B) 
n n 

tartományon a k = - 1 , 0 , 1 , . . . , n-2 értékekre kell a 
követelményeinket felírni. így a (15) mátrixegyen
lethez teljesen hasonló egyenletrendszert kapunk. 
Általában, k= 1+1,1+2 l+n esetén tetszőleges I 
érték mellett felírható n egyenlet, továbbá minden 
egyenletben 

A j l + 1 Hi = Aj°(A| l + 1 Hj), 
A |

, + 2 H Í = A Í 1 ( A , I + 1 H Í ) A i l + n Hi = A, n - 1 (A, l + 1 Hi) 

átírással A-ra újból Vandermode determinánst ka
punk, tehát minden tartományra létezik megoldás. 
Fentiekből az is látható, hogy a (16) mátrixegyen
letet elegendő egyszer megoldani, a többi tarto
mányhoz tartozó megoldás ebből származtatható. 
Természetesen nemcsak a k=0-hoz tartozó (~B,B) 
sávban állítható vissza az eredeti x(t) jel, bármely 
k-hoz tartozó transzportált jel Is előállítható, csu
pán más résztartományokra kell a követelménye
ket felírni, ós (16) mátrixegyenletet megoldani. 
Részletes vizsgálattal belátható, hogy n mintából 

álló sorozat esetén, ha n páros akkor ^ ,ha párat

lan, akkor pedig különböző tartomány létezik. 

Ha n páratlan, akkor még az is igaz, hogy a (- - B, 
n 

^ B) tartományban Hj valós V i-re. Ha azt kíván
juk elérni, hogy Hi minden résztartományban azo
nos legyen, akkor a T = n T 0 periódusidő alatt z= 
n + [ ^ ] mintát kell venni, ahol [ ] egész részt jelöl. 

Ezzel a jelentős, közel másfélszeres túlmintavóte-
lezéssel elérhető, hogy Hj w-tól függetlenül kons
tans legyen a (0, B) intervallumban. Igy Hj (I = 1,2, 
.... z) értéket szükséges meghatározni, azaz egy 
nxn-es mátrix helyett egy zxz méretű mátrixot kell 
Invertálni. 

3.2. Egyszerű példa nem ekvidisztáns minta
vételezésre 

Legyen n=2, és az x(t) jelből az 5. ábrának megfe
lelően vegyünk mintát. (Az ábrán csak a mintavé
teli időpontok kerültek jelölésre.) Legyen továbbá 

1 h - I 4 
* 

X t 

• 2 T 

t 

5. ábra. A mintavételezés időpontjai n=2 esetén 

A « TÓ, igya (3) egyenlet Ck együtthatóira jó köze
lítéssel írható, hogy CR = 1 V k-ra. Ezzel a ( 1 7 ) 
egyenlet tovább egyszerűsödik, azaz 

A ( 7 ) egyenlet felhasználásával 

A $ i =0 , 

(18) 

valamint 

továbbá 

A # 2 = - T T ( 1 + 
TO 

A i = 1 ós A2=e J j A3>2 

Az A mátrix, H ós N vektor pedig a következő ala
kú 

1 1 
1 A 2 

ti-
Hí 
H 2 

A (18) egyenletet H-ra megoldva kapjuk, hogy 

Hi=(sin Mzy\expQ - T T + A4>2 ) | é s 

H 2 = ( s i n4$2 ) - 1 .expö • í r - A4>2 
2 )• ( 1 9 ) 

A (19) megoldás mindig létezik, ha A4>2^ ± m 2 TT, 
m= 0 , 1 , 2, . . . ez a feltétel pedig teljesül, ha A - 2 * 
±(2 m+1) TO- Jelen egyszerű esetben csak egy tar
tomány létezik, továbbá az előző fejezet alapján 
Hj = Hj +, azaz a H transzformáció valós jeleket állít 
elő. A Hí és H 2 elemeket realizáló hálózatok nem 
kauzálisak, de tetszés szerinti pontossággal reali
zálhatók. 

4 . A je l és a je l differenciálhányadosának min
tavételezése 

Kézenfekvő, hogy ha nemcsak a jelből, hanem a 
jel differenciálhányadosából is mintát veszünk, 
akkor x(t) egyértelmű meghatározásához elegen
dő ritkábban mlntavótelezni. Bizonyítható, hogy 
T = n T 0 időkőzönként a jelből ós a jel első(n-1) dif
ferenciahányadosából vett minták egyértelműen 
meghatározzák x(t)-t. Ez egy általános eset, rész-
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letesen csak a jel és a jel első differenciálhányado
sának mintavételezésével foglalkozunk. 

4.1. A jel és a jel első differenciálhányadosá
nak mintavételezése nem ekvidisztáns min
tákból álló periodikus sorozattal 

Legyen a mintavételezés időpontja a 6. ábra sze
rinti. Ezekben az időpontokban vegyünk mintát az 

' vlt) 

4i. **„ 

Ezzel írható, hogy 

yi(t) = / e ^ ' d p M 
. - B 

1 v „ A k j l ^ t - X CkA| & on 
2n k = -oo 

(22) 

X2i(t) = 
B 
/ j(«)e j M ,d3(a)) 
B 

1 v°°~ A k J k t o ° t 
- X CkAi eJ

 2 n 
. < £ n k = -oo 

Válasszunk ki egy A p(o>) elemi tartományt, és eb 
ben a A p(w) tartományban lévő jelet jelöljük A y(t) 
vei A (22) alapján 

1 
Vi(t) = 2n k = -oo 

y 2 i(t)=2n-
k = -oo 

2 jüiCkA^e 1 

Ap(<o), 

(23) 

A p(co). 

6. ábra. A jel és a Jel első differenciálhányadosának 
mintavételezési időpontjai 

x(t) és az x'(t)-ből. A T=2n T 0 idő alatt x(t)-ből n min
tát véve ós x'(t)-t Is ugyanezeken a helyeken min
tavételezve összesen 2n mintát kapunk. A 3.1. 
pontban leírttal azonos módon válasszuk szét 
v(t)-t vi(t), v2(t) vn(t)-re, és szorozzuk x(t) illetve 
x'(t)-vel. A szorzatokat jelöljük yi(t)-vel, ahol 1 = 1, 
2 2n. így a következő egyenletrendszert kap
juk 

yi(t) = x(t).vi(t) 

y i ( t ) = x(t).vi(t) 

yn(t) = x(t).vn(t) 
yn +l(t)=X ,(t).vi(t) 

y 2i(t)=x ,(t).v i(t) 

y 2n(t) = X'(t).vn(t) 

(20) 

Tekintettel arra, hogy vi(t), v2(t),.... vn(t) a T=2n T o 

időre periodikus, a (8) egyenlet értelemszerű átírá
sával jelen esetben a mintavételező jel az alábbi 

1 0 0 k i k t ú o t vi(t)= J X C k A i V \ (21) 

A továbbiakban tételezzük fel, hogy Ck = 1 V k-ra.' 
(A bizonyítás természetesen e feltételezés nélkül 
is elvégezhető a 3.1. pont mintájára.) A követke
zőkben a hosszadalmas átalakítások helyett csak 
a főbb lépések kerülnek ismertetésre. A 4. ábrán 
vastag vonallal jelölt tartomány jelen esetben a 
következő 

Belátható, hogy ezen tartományban H(w) meghatá
rozásához a pozitív különbségi frekvenciákat kell 
figyelembe venni. Az egyenletek felírásához cél
szerű bevezetni további rövidítő jelölést. Legyen 

k<*> _ , 
2n (0 

ahol 
k = 0,1,2 2n-1. 

Olyan Hi(w), H 2 M Hj(w) H2n(w) lineáris 
transzformáció meghatározása a cél, melyet a 
A y i , A y i Ay2n jeleken végrehajtva, majd az 
összegzést elvégezve Ay 0(t)-t kapunk. Ez a 3.1. 
pontban leírtakhoz hasonlóan csak úgy lehetsé
ges, ha a k=0-hoz tartozó komponensek össze
adódnak, a többi k = 1,2 2n-1 értékhez tartozó 
komponens pedig kiesik. 

A (23) egyenletrendszer 2i-edik sorából csak a 
pozitív különbségi frekvenciákat tartalmazó részt 
Ay+(t)-vel jelölve írható, hogy 

w + l*\ ' V I A k « J " k t 

y 2i(t)=2n~ X jwAi e' k = -oo 
A B(Ü>). (25 ) 

Csupán a szumma k-adik tagján végrehajtva a H21 
transzformációt, kapjuk 

jo>H 2 i (n k )e j n k t . (26) 

Mivel minden egyeneletben a HI(Ü>), H2(w) 
H2n(w) transzformációt a A B(cú)-hoz tartozó a> frek-
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vencián kell helyettesíteni, a frekvenciatranszfor
mációt a (26)-ból formálisan betűcseróvel kapjuk, 
í g y X ltot 

j n kA i k H2i ( (o ) e J w t (27) 

A (23) egyenletrendszer minden során, és min
den sor minden tagján elvégezve a fenti átíráso
kat, követelményünk a következő mátrix alakba 
írható 

ahol 

Ai* 

AH = N, 

A 0 i A 0 
An ...jcoAi 

(28) 

. jwAn 

Ai 
A i ' 

n-1 A n 

n-1 j í l n - l A i n-1 

. . . A n . . . j í l n A i 
. j í ln- lA n 

. jflnAnn 

n-1 

A 2n-1 * 2n-1 .,. A 2n-1 .„ . 2n-1 Ai . . . A n ... j í l2n-lAi ... j í l 2 n- lA n 

H = 

HI(ÍŰ) 
H2(o)) 

es N = 

2n 
0 

H2n( (o) 

A (28) egyenlet formálisan megoldva 

H = A - 1 N (29) 

A többi tartományokra a (28) egyenlethez hasonló 
mátrixegyenlet írható annak figyelembevételével, 
hogy mely komponensek eshetnek az éppen ki
választott tartományba. Jelen esetben a H(w) meg
oldás nem vezet w-tól független konstans fázisú 
hálózatra, mint a 3.1. pontban. A (29) kiszámításá
val csak a (^Hzl B,b) tartományon belül egy 

\ 2n / 
rögzített pontban kapjuk meg H(w) értékét, ezért a 
számítást minden w-ra meg kell ismételni. Ha n ki
csi, akkor H(o>) zárt alakban magadható. 

AT 

T=2T 

7. ábra. A jel és a jel első differenciahányadosának 
mintavételezési időpontjai n=1 esetén 

x(t) ós x'(t) jelekből. Ebben a speciális esetben a 
(28) egyenlet a következő alakú 

1 
J 

j(0 
0>Q _ 

, 2 

Hi(co)' 2 

H2(w) 0 (30) 

A (30) egyenletrendszert Hi(w) és H2(w)-ra meg
oldva kapjuk, hogy 

Hi(o>) = - H2(o>)-
2J 

— 2co f - 2 o > 
(31) 

A (31) egyenletekkel adott Hi(co) ésH2(w)az 
a = (oo/4-nól szingularitással rendelkezik, és ez a 
[0, cúo/2) intervallum közepére esik. Bizonyítható, 
hogy a visszaállítás ekkor is egyértelmű, a szum-
mázó kimenetén a határátmenet létezik. 

5 . Periodikus jel mintavételezése 

Vizsgálatainkat korlátozzuk kizárólag periodikus 
jelekre. Ez nem jelent különösebb megszorítást, 
mivel a periodikus jelekre kapott eredmények 
több oldalról megközelítve is állandósíthatok. A 
periodikus jelek jellegzetes pontjai — pl. nullahe-
iyei, vagy helyi szélsőértékeinél felvett értékei — 
bonyolult kapcsolatban vannak a jel Fourier kom
ponenseivel. Három komponensből álló jel nulla
helyei nem adhatók meg zárt alakban, ezért a he
lyi szélsőértékek ós az időfüggvény közötti kap
csolatteremtés kérdését más oldalról kell megkö
zelíteni. 

4.2. Egyszerű példa a jel és differenciálhá
nyadosának mintavételezésére 

A 6. ábra általános esetéből kiindulva, n=1 ese
tén a mintavétel időpontjai a 7. ábrán látható mó
don alakulnak. Vizsgáljuk azt a legegyszerűbb 
esetet, amelyikben A T I=A T 2 = 0 azaz T = 2 T 0 idő
közönként (ekvidisztáns módon) mintát veszünk 

5 . / . Periodikus jel nullahelyeinek száma 

Egy sávkorlátos periodikus jel mindig felírható a 
következő alakban 

nH 
x(t)= 2 (a n sin nwt + b n cos nwt) = 

n=nt_ 
nH 

= X c n sin (ncot+$n), (32) 
n=n|_ 
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ahol n pozitív egész szám, és ni_ < IIH. Jelöljük x(t) 
periódusidejét T-vel, így T=2 ír/ w . Helyezzük el a 
t=0 Időpontot az x(t) Jel valamelyik pozitív nullát
menetnél, mint az a 8. ábrán látható. Az x(t) jelnek 

*(!> 

S7\ Í V r 

T - 2 « / M , 

t 

8. ábra. Periodikus, véges sávszélességű jel helyi 
szélsőértékei 

a [0,T) intervallumban i nullahelye van, és korlátok 
közé szorítható. Bizonyítható, hogy 

h(n Lw) < i<h(n H w), (33) 

ahol h(ni_ w) a legkisebb, h(nH <o) pedig a legna
gyobb frekvenciájú komponens nullahelyeinek 
számát jelenti ugyanezen intervallumban. Ebből 
következik, hogy a x(t) jel nullahelyeinek száma 

2n i_< i<2n H . (34) 

5.2. Periodikus jel nem ekvidisztáns mintavé
telezése és tulajdonságai 

Legyen x(t) a (32)-nek megfelelő alakú ós a [0, J ) 
intervallumban vegyünk mintát a Jel helyi szélső
értékeinél a 8. ábrának megfelelően. Vezessük be 
a következő egyszerűsítő jelöléseket 

X1 =X(t 1), X2=X(t2),..., Xi=X(tj), 

valamint 

A t i = t i - to, A t 2 = t 2 - t i A ti=ti-ti_i. 

Az {x 1, A t i , X2, A t 2 , x i , Ati,} halmaz egyértelmű
en meghatározza x(t)-t, ha <OH < 2 azaz ha x(t) 
komponensei egy oktávnál szűkebb sávba es
nek. Ugyanis, ha az x(t) jelből a [0, T) intervallum
ban 2i ekvidisztáns mintát veszünk, akkor T 0=T /2 Í , 
és a mintavételi frekvencia 

0)0= 23r = 2 i r 2 j . (35) 
TO T 

A legkedvezőtlenebb esetben i=2ni_ a (34 ) -ből 
adódóan, és (35)-be helyettesítve 

w o = £ ? (2 .2n L ) = 4n L (ü = 4cö L . (36) 

Feltételünk értelmében M h < toL, összevetve a 
(36)-el adódik, hogy 

2Ü)|_|<Ü)O- (37) 

Tekintettel arra, hogy I > 2nL, a (37) mindig telje
sül, tehát a 21 ekvidisztáns minta egyértelműen 
meghatározza x(t)-t. A 4.1. értólmóben, ha x(t) és 
x'(t) Jelekből T=2nT 0 Idő alatt n nem ekvidisztáns 
mintát veszünk, akkor a minták meghatározzák 
x(t)-t. A periodikus x(t) jelnek a [0, T] intervallum
ban I helyi szélsőértéke van, azaz T=2I T 0 , tehát az 
I nem ekvidisztáns minta egyértelműen meghatá
rozza x(t)-t. (A differenciahányadosok mind nullák, 
de a t i , t2 ti időpontok nem semmitmondók.) 

A helyi szélsőértékeknél történő mintavétele
zést a továbbiakban illesztett mintavételezésnek 
nevezzük. Az illesztett mintavételezés egy transz
formáció, mely az x(t) jelből az (x i , A t i , X2, A t2,..., 
xi, Ati,} halmazt állítja elő. Jelöljük ezt a transzfor
mációt AS szimbólummal. (Adaptive Sampling) 

Mielőtt e mintavételezésének főbb tulajdonsá
gait felsorolánk, vizsgáljuk meg, hogy a periodikus 
jelek összege milyen feltételek mellett lesz szintén 
periodikus. Ha egy xi(t) jel Ti-re, x 2(t) pedig T 2-re 
periodikus, akkor x(t)=xi(t)+X2(t) csak akkor lehet 
periodikus T-re, ha 

T = n i T i = n 2 T 2 , (38) 

ahol ni és n2 pozitív egész számok. Ebből követ
kezik, hogy egy olyan transzformációra, mely elő
állítja a Ti és T2 periódusidőket, nem lehet érvé
nyes a szuperpozíció. 

1 . Tulajdonság 

Az Illesztett mintavételezés a geometriai értelem
ben hasonló jeleket hasonló halmazokra képezi le, 
ugyanis 

AS {x(t)} = {x i , A t i , x 2 > A t 2 xi, Ati,}, 

AS {ax(t)} = { a X i , pAt-i, a X 2 , SA t 2 otXi, BAti,}. 

Ezzel a tulajdonsággal minden lineáris transzfor
máció rendelkezik. Ezenkívül az illesztett minta
vételezés a T idővel való eltolása invariáns, azaz 

AS (x(t-T)} = {x i , A t i , x 2 > A t 2 xi, Ati,}. 

2. Tulajdonság 

Az illesztett mintavételezés megtartja a jel periodi
kus tulajdonságát, azaz ha x(t) periodikus, akkor a 
minták is periodikusak, Xk=Xk+i, valamint Atk= 
Atk+i. Ebből fentiek alapján következik, hogy nem 
érvényes a lineáris szuperpozíció, azaz 

AS{xi(t) + x2(t)} * AS{xi(t)} + AS{x2(t)}. 
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3. Tulajdonság 

Ha egy x(t) jel T-vel periodikus, akkor minden rósz 
sávja T-vel szintén periodikus, ezért különböző 
oktávokban kell létezni azonos T idővel azonos 
Xk=Xk+i Illesztett mintáknak. Másszóval a különbö
ző oktávokban például kell létezni olyan pozitív 
nullátmetszéseknek, melyek között az időinter
vallum azonos ós T hosszúságú. 

4. Tulajdonság 

Ha x(t) periodikus, akkor minden lineáris transzfor
máltja Is periodikus, tehát az 

x(t)=x(t+T), x ( 1 }( t)=x ( 1 \\+J),..., x ( M )(t)=x ( i" 1 }(t+T) 

jelek illesztett mintái is periodikusak T-vel, és a 4. 
pont értelmében egyértelműen meghatározzák 
x(t)-t, ha a jel spektruma egyjpktávnál szűkebb. 
Ebből következik, hogy egy "P hipotézisről T+ At 
Idő alatt eldönthető illesztett mintái alapján, hogy 
lehet- e periódusidő. (Nem szükséges 2T hosszú
ságú ablak ismerete!) 

5. Tulajdonság 

Ha egy x(t) jelnek a [0, T) intervallumban i > 2ni_ 
számú nullahelye van, akkor az illesztett minták a 
jelet túlhatározzák, a felesleges minták elhagyha
tók. 

6. Záró megjegyzés 

Az illesztett mintavételezés első két tulajdonságá
nak együttes fennálása önmagában is érdekes, és 
lehetőséget ad arra, hogy segítségével megkísé
reljük modellezni a hallásmechanizmust. Az em
beri hallásról szerzett eddigi Ismeretek [7],[8],[9] ós 
[10] Jól összhangban vannak az illesztettmlntavó-
telezós tulajdonságaival. Mint az a [11]-ben között 
pszlchoakusztikal vizsgálatokból kiderül, az idő-
ós frekvenciatartománybeli felbontás szorzata lé
nyegesen kisebb, mintsem spektrummérésen ala
puló modellel magyarázható lenne [12]. Az illesz
tett mintavételezés kedvező tulajdonságokat mu
tat, ezért alkalmasnak tűnik a beszédjel feldolgo
zására, például a "pitch" frekvencia detektálására, 
különösen akkor, ha több oktávban, vagy oktáv-

nál szűkebb sávban párhuzamos feldolgozás tör
ténik. Természetesen sokféle feldolgozás képzel
hető el, például a jól bevált AMDF (Average Magni
túdó Difference Function) módszer [10] az Illesztett 
mintákon egyszerűen alkalmazható. Annak tisztá
zásához azonban, hogy az illesztett mintavétele
zéssel kvázlperlodikus jelekre milyen tulajdonsá
gú becslés adható, további részletes vizsgálatok 
szükségesek. 
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