Altaldnosfitott mintavételi tétel és alkalmazasa
kvaziperiodikus jelek leirasara

Dr.Féldvari Rudolf
BME Hiradastechnikai Elektronika Intézet
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Az Altaldnosftott mintavétel klldnb6ézd esteinek bemutatasa
utén periodikus Jel nem egyenk&z( mintavételezését Ismertet-
Juk. Ha egy periodikus Jel spektruma egy oktdvnal keskenyebb,
akkor a helyi szé1s8értékeinél vett mintak és Idépontjaik egyér-
telmlenmeghatarozzak a jelet. Az igy értelmezett lllesztett min-
tavételezés bemutatdsa utdn e mintavételezés alapveté tulaj-
donsagaival foglalkozunk. Ezek a tulajdonsagok kedvezbek és
sok hasonlésagot mutatnak az emberi hallasrél szerzett eddigi
ismeretekkel.

1.Bevezetés

Az egyenkozd lil. ekvidisztans mintavételezés a
legaltalanosabban elterjedt médja egy jel idtarto-
manyban torténé el6allitasanak. Kevésbé Ismert a
mintavételi tétel altalanositasa, a nem egyenkozi
mintavételezés, melynek elméletét az [1] irodalom
targyalja. Szamos cikk, példaul a [2],{3] és [4], digi-
talis sztir6k analiziséhez és tervezéséhez felhasz-
nalja ezt az altalanosabb érvényl mintavételi té-
telt.

A kdvetkezdkben részietesen targyalt periodi-
kus, nem egyenkdzi mintavételezés esetére meg-
mutatjuk, hogy a mintak milyen feltétel mellett ha-
tarozzak meg egyértelmiien a jelet. A visszaalli-
tashoz sziikséges interpoldlé fliggvényeket az [1)
irodalom ismerteti. Ezenkivil foglalkozunk egy
specialis esettel, nevezetesen periodikus, sav-
sz(rt jelek mintavételezésével, és a mintavétele-
zés néhany alapveté tulajdonsagaval.

2.Ekvidisztans mintavételezés

Ekvidisztansnak nevezzik a mintavételezést, ha
az x(t) jelbdl egyenl6 idokozénként veszink min-
tat. Ha az x (t) jel sdvkorlatos akkor érvényes a
Shannon-féle mintavételi tétel [1).

2.1.Mintavételi tétel

Legyen x(t) savkorlatos, a kévetkezd alakban fel-
{rhaté id6éfuggvény

B
xm=£émmwx (1)

20 2

azaz létezzen spektralis elballitasa.

Minden, a fentiek szerinti x (t) eléallithaté a ko-
vetkezd alakban
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w sin (% (t-t)
X () =3 X(t) . @
Z (t-1)

ahol

wo=2T tx=Krobs2mB< 92
TO 2

A mintavételi tétel értelmében x(t)-t v t-re egyér-
teim(ien meghatarozzak a ty iddpontokban felvett
értékei.
2.2.Mintavételezett jel spektralls elballftdsa

A mintavételezés felfoghatd, mint az x(t) és a v(t)
mintavételezd figgvény szorzata [5j. (1. dbra) A

vit)
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1. &bra. Ekvidisztans mintavételezé fliggvény

2 7

mintavételezd v(t) fuggvény elballithatd Fourier

soraval, azaz -

v 3 ocel ! (3)

ahol

_= _ bA sin(kwrA/1g
Ck=Ck = ,
T0 KwAlvo

tovabba valasszuk értékét Ugy, hogy bA/to=1le-
gyen. A mintavételezett jeiet y(t)-vel jeldlve irhato,

hogy
y(t) =X . v(t), (4)
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tovabba (1) és (3 felhasznéléséval
y()= (é e"”‘da(w) 2 cke"“"°‘] (5)

Az (5) egyenletb6I jol latszik, hogy az y(t) jelet
egy idedlis wo/2 savhatarl alulateresztével sz(ir-
ve, coX(t)-t kapunk, tovabb4 ha A << 1o, akkor
ck =1Vk-ra, és visszanyerjik a mintavételi tételt.
Ha nem ekvidisztans mintakat vesziink x(t)-bél, de
biztositani tudjuk, hogy a mintavételezett jel
spektralis eldallitdsa wo/2-ig megegyezzen y(t)
spektralis eldallitasaval, akkor a nem ekvidisz-
tans mintak szintén egyértelmlien meghatarozzak
az x(t) jelet. A kévetkezékben vizsgaljuk meg
részletesen ezt az altalanos esetet.

3.Nem ekvidisztans mintavételezés

Legyenek a mintak egymastdl klénb6zé tavol-
sagra, és az egyszerliség kedvéért ezek a soroza-
tok ismétiédjenek periodikusan, azaz a mintavevé
Jel legyen a 2. 4branak megfelelé. Ha az x(t) jelbd|
a 2. abran lathato u(t) jellel vesziink mintat, és a

v(t)
v (1) ‘v’(t) LA v ()

T=nx
»

2. abra. Periodikus, nem ekvidisztans mintavételezs figgvény

[0, T) intervallumban minden minta kGlénb6zd Id6-
pontra esik, akkor a mintak egyértelmlen megha-
tarozzak az x(t) jelet.

3.1. Mintavételezés n nem ekvidisztans minta-
bd/ 4/16 periodikus sorozattal

Allitsuk el az x(t) és a nem ekvidisztans mintavé-
felezést reprezentald v(t) szorzatat, majd véalasz-
szuk szét avi(t), v2(t), ..., vn{t)-hez tartoz6 mintakat.
(A jelblések a 2. dbran lathatdk) Legyen y(t) =
=Xx(t).w(t), I =1,2,..n és az y(t) jelen végezzik el a
H; atviteli figgvénnyel jellemzett linearls invarians
transzformaciét a 3. abran lathaté médon. Az 6sz-
szegz6 kimenetén megjelend jel legyen yo(t). A Hi
transzformaciot ugy kell megvalasztani, hogy yo(t)
spektrélis eldallitasa (-wo/2, wo/2) Intervallumban
megegyezzen y(t) spektralis el6allitdsaval. Ebben
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3.4bra. Blokkvézlat anem egyenkozu mlntavételezés értelme-
zéséhe

az esetben ugyanis wo/2 savhataru alulateresztd
sz(irdvel x(t) egyértelmlien visszadllithaté.

A 2. abra alapjan lathaté hogy vi(t), va(Y),..., va(t) @
T=n o idével periodik us, Fourler soraik csak fazis-
ban kulénbdznek. Az i-edik mintavevd jel Fourier
transzformaltja

w K
vi() = %k 3 ckd %HKA@) )

= — 00

ahol
A<I>|-—2’“ [a-1+ A ] 7)

70

A tdémorebb irasméd kedvdért vezessik be a k-
vetkezd jelblést

A|=e!AcI)i
ésezzel ;
K ‘ka)o t
v,(t)-— - 2 ckAi & (8
Ny :

Az (1) és(8) egyenletek felhasznalasaval

B o k
yi(t) = [ fe"’”dB(«s)]' [% 3 ccArel (:Ot]
. —B k=_m

- 3 ckA." ’—*'} )

mn[ﬂ“mel

Hm[ﬂmwwlkzwhdmﬂ

Az y () spektralis el6allitasat a Hi(jw) atviteli figg-
vénnyel szorozva, és gy tovabb yn(t)-t Hn(jw)-val
transzformalva azt kfvanjuk elérni, hogy a k = O-
hoz tartozé tagok 6sszeaddédjanak,a k =+ 1, + 2,
...+ (n-1)-hez tartozék pedig kiessenek a szum-
mazas utan.

A (9) egyenletrendszer i-edik egyenletét atalakit-
vakapjuk, hogy
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% B c [ [Kwo .
o= X {B'CkArkel(“n— *

=00 -

©)tdpw (10)

Fenti egyenletbdl |6l I4thaté, hogy a Hi transzfor-
méciéta X9 . Btartomanyokon kell meghata-
n

rozni. Ahhoz, hogy a szummazé kimenetén megje-
lend yof(t) Jel spektralis eldallitasa wo/2-ig meg-
egyezzen az ekvlidisztans mintavételezéshez tar-
toz6 y(t) elGallitasaval, a k =n-1 frekvenciakhoz
tartozé tartomanyt még figyelembe kell venni, de
ak =n,n+ 1...mar érdektelen. A 4. dbra a pozitiv k

-B il B
| "N/
| x=0
k==1 |

4.4bra.Azy, T(t) jel spektrumanak tartomanyai

értékek kordli tartomanyokat szemiélteti. A 4. ab-
ran a vastag vonallal Jelolt résztartomanyt vizsgal-
va lathatd, hogy ebbe a tartomanyba csak a k=0,
k= 1,..k= n-1 kérill tartomanyokbdl kertilhetnek
komponensek. Ezért a Hy,..,Hn transzformaciét
Ggy kell megvalasztani, hogy a k=0,1,...n-1 dssze-
sen nfeltételt kielégitsék. A k=0-hoz tartozé kdve-

telményt a 4. bran jelolt (Eﬁl B, B) taromanyra fel-

irva, és a tartomany széleire bevezetve az (»1,w2)
egyszerubbjelolést kapjuk, hogy

zwm —z—f%mrmwdm»
k=0 =1 N4

w2
= f “'dp(w). (12)
™1

A (12) egyenletben az egyszerUsitést elvégezve,
valamint a szummat kifejtve irhaté, hogy

CoA®1H1 + CoA%2H2 + ...+ CoA%hHn=n (13)

A tobbl értékhez tartoz6 spektralis 6sszetevétdl
pedig azt kéveteljlk, hogy az 6sszegzés soran es-
senek ki. Az el6zéekhez hasonlé atalakitasok
utan pl. a k=n-1-edikre frhaté, hogy

cn-1A1" "Hi+cn-1A2™ 'Ha+ .t Cn-1An™ 'Hn=0.(14)
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Az sszesen n kévetelményhez tartozé n egyeniet
matrix alakban (rva

BH=N (15)
ahol ) o 0 ‘
CoA1 coA2 ...CQAnO"
c1As C1 Az‘k ...C1An"
B=|c2 A12 Cc2 Az2 ...C2 An2 ,
[Cn-1 A1n-1 Cn-1 A2n-1 ... Cn-1 Ann-1J
-H1- n )
H2 0

H= |Hsl , N= |0

[Hn) 0 |

A (15) matrix alakban felirt egyenletrendszerbdl
co-t kiemelve majd c1/co, C2/Co ,....Cn/Co €rtékek-
kel egyszertsitve rhaté

coAH=N, (16)

ahol )
[A° A% ... AR°
Al A2' AR
A2 A% A2

I
[

A1 n-1 Az"" A'nn-1
A (16) egyenletet formalisan megoldva

H=1 AN 17)
Co

Ha az A1,A2,..,An mind klénb6z6, akkor a Van-
dermond-féle determinans nem tlinik el. Belathaté,
hogy ennek az a feltétele, hogy a mintak mind-
egyike kilonb6z6 idépontokra essen. A (7) egyen-
lettel meghatarozott A®; mindeni=1,2, .., n értékre
kllénbozdé a [0, 2 ] intervallumban, ha a mintak
kllénboz6 idépontokra esnek. Mivel a mintak T-
vel periodikusak, A®n+ 1= Ad1 + 27. EbbSI kdvet-
kezik, hogy az A1, A2, ..., An értékek is klilénbozok,
tovabba Aj=0, mert| Aj| =1V i-re. A (17) egyenlet
megoldasa tehat 1étezik, és mivel A nem tartal-

mazza az o -t,H Is fuggetien o -télaz ( =1 B,B)
n
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tartomanyban. Felhasznalva, hogy vi(t) valés Vi-
re,azaz A=A, valamint|A; " |=1VI-re ésk-ra, to-
vabba, hogy x(t) szintén valés, tehat

dap) =6 T A B w),

kénnyen belathatd, hogy negativ frekvenciakon,

azaza (——1— B, - B) tartomanyonH;" =H*, ahol

Hi -vei a negatfv, H' -vel pedlg a pozitiv tartoma-
nyokhoz tartozé megoldast jeldituk. Mégegyszer

utalva a 4. 4bran Iathatd, hogy a( % B, % B)

tartomanyona k =-1,0, 1,..., n-2 értékekre kell a
koévetelményeinket felirni. i gy a (15) matrixegyen-
lethez teljesen hasonlé egyenletrendszert kapunk
Altaldban, k= I+1, +2, ..., +n esetén tetszdleges |
érték mellett felirhato n egyenlet tovabba minden
egyenletben

AiI+1HI A (AI+1 I)

AII+2 H|=A|1 (Al H|) A +nH An 1( I+1

Hi)

atirassal A-ra 4jbdl Vandermode determinanst ka-
punk, tehat minden tartomanyra Iétezik megoldas.
Fentiekbdl az is lathatd, hogy a (16) métrixegyen-
letet elegendd egyszer megoldani, a tébbi tarto-
manyhoz tartozé megoldas ebbdl szarmaztathato.
Természetesen nemcsak a k=0-hoz tartozé (-B,B)
savban allithaté vissza az eredeti x(t) jel, barmely
k-hoz tartozé transzportalt jel is elballithatd, csu-
pan mas résztartomanyokra kell a kdvetelménye-
ket felirni, 6s (16) matrixegyenletet megoldani.
Részletes vizsgalattal belathatd, hogy n mintabél

allé sorozat esetén, ha n paros akkor g ,ha parat-

lan, akkor pedig ﬂé—1 k0l6nb6z6 tartomany létezik.

Ha n péaratlan, akkor még az is igaz, hogy a (- % B,

% B) tartomanybanHivalésViI-re. Ha aztkivan-

juk elérni, hogy H; minden résztartomanyban azo-
nos legyen, akkor a T=nr, periédusidé alatt z=

+[ 1]mlntat kell venni, ahol [ | egész részt jeldl.

Ezzel a Jelentds, kdzel masfélszeres tulmintavéte-
lezéssel elérhetd. hogy Hi w-tdl figgetlenll kons-
tans legyen a (0, B) intervallumban. igy Hi (i=1, 2,
..., Z) értéket szilkséges meghatarozni, azaz egy
nxn es matrix helyett egy zxz méretli matrixot kell
invertalni.

3.2. Egyszeru pé/da nem ekvidisztans minta-
vételezésre

Legyenn=2, és az x(t) jelbdl az 6. Abranak megfe-

leléen vegyink mintat. (Az 4bran csak a mintavé-
teli idépontok kertiltek jel6lésre.) Legyen tovabba
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A'(ix ] &t N

5. dbra. A mintavételezés idGpontjai n=2 esetén

A << g, igy a(3) egyenlet Ck egyutthatolra jé kbze-
litéssel {rhat6, hogy ck = 1 V k-ra. Ezzel a (17)
egyenlet tovabb egyszer(isodik, azaz

H=A"'N (18)

A (7) egyenlet felhaszndlasaval

Ad;=0,
valamint
Adp=-x(1+ Az
T0
tovabba
Ai=16sAr=gl 2 %2

Az A métrix, H és N vektor pedig a kdvetkezd ala-

kd
1 _ M a2
B=11 az] B 1|  B= o]
A (18) egyenletet H-ra megoldva kapjuk, hogy
Hj=(sin ‘-3%2)’1 .exp(j :%AQZ ), és

Hz = (sin %.%)“ .exp (] —_“L:Z—@Z ). (19)

A (19) megoldas mindig létezik, ha Ad2= + m 2 q,
m=0, 1, 2, ... ez a feltétel pedig teljestl, ha Arz =
+(2 m+1) 7o. Jelen egyszeru esetben csak egy tar-
tomany Iétezik, tovabba az el6zé fejezet alapjan
H~ =H;*, azaz a Htranszformacié valds Jeleket allit
el6. A Hy és H2 elemeket realizal6 halézatok nem
kauzalisak, de tetszés szerintl pontossaggal reali-
zalhatok.

4. A jel és a jel differencidlhanyadosanak min-
tavételezése

Kézenfekvd, hogy ha nemcsak a jelbdl, hanem a
Jel differenciadlhdanyadosabdl is mintat veszink,
akkor x(t) egyértelmi meghatarozasahoz elegen-
dé ritkabban mintavételezni. Bizonyithatd, hogy
T =n1oid6kéz6nként a jelbdl s a jel elsd (n-1) dif-
ferenciahanyadosabdl vett mintak egyérteimiien
meghatarozzak x(t)-t. Ez egy altalanos eset, rész-
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letesen csak a jel és a jel elsé differenclalhanyado-
sanak mintavételezésével foglalk ozunk.

4.1. A jeol és a jel elsé differencialhdnyadosa-
nak mintavételezése nem ekvidisztans min-
takbd/ alld periodikus sorozattal

Legyen a mintavételezés idSpontja a 6. dbra sze-
rinti. Ezekben az id6pontokban vegylnk mintat az

vit)
At‘ AT, L - At _’At,
T T
2¢
°

2t
°

LN
\../'1../
™

fusoo-4g

6.4bra. A jel és a el elsd differenclalhanyadosanak
mintavételezésiidépontjat

x(t) és az X’(t)-bbl. A T=2n 1, Id6 alatt x(t)-bSl n min-
tat véve 6s x (t)-t Is ugyanezeken a helyeken min-
tavételezve 6sszesen 2n mintat kapunk. A 3.1.
pontban leirttal azonos médon valasszuk szét
v(d)-tvi(?), va(t), ..., va()-re, és szorozzuk x(t) llletve
x'(t)-vel. A szorzatokat jel6ljik yi(t)-vel, ahol | = 1,
2, ..., 2n. gy a kbvetkezé egyenletrendszert kap-
Juk

Y1) =x().vi(t)
Yi(t)=%(®) . vi(t)

Y =x().vn(t) (20)
Yot () =X(0). vi(t)

y;i(t) =Xt .vi(t)

~y2nt)=X'(t) . vn(t)

Tekintettel arra, hogy vi(t), v2(t), ..., va(t) @ T=2n+o
idére periodikus, a (8) egyenlet &rtelemszer(i atira-
saval jelenesetbena. mlntavételezo jel az alabbl
o
vit)= '

ck A J i o 1)

L
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Ezzel frhatd, hogy

y«t)=[?e“‘"da(w)].[‘; 3 ckAKe o }
N (22)
B ot 1 jkmot

y2i)=| f Jod! ®'d (o) |. A s ckAfe
-B n

K=-00

Vélasszunk ki egy A B(») elemi tartomanyt, és eb-

ben a A B(w) tartomanyban 1évé jelet jeldljuk A y(t)-

vei A (22) alapjan
o0

k wo
yt(‘)%[ 3 CkAtkej( o ) t] A B(w),
K o0
(23)
o ko
Yzi(t)=2—1n- L Em]kaAik o ( o ) ‘] A B(w).

A tovabbiakban tételezzik fel, hogy cx = 1V k-ra.'
(A bizonyitas természetesen e feltételezés nélkil
Is elvégezhetd a 3.1. pont mintajara.) A kovetke-
z6kben a hosszadalmas atalakitasok helyett csak
a f6bb I6pések kerlilnek ismertetésre. A 4. abran
vastag vonallal Jelolt tartomany jelen esetben a

kovetkezd
2n-1 )
( 2-1g.8

Belathatd, hogy ezen tartomanyban H(w) meghata-
rozasahoz a pozitiv kulénbségi frekvenciakat kell
figyelembe venni. Az egyenletek felirasahoz cél-
szerli bevezetni tovabbi rovidito jelolést. Legyen
Q= Koo _,
2n
ahol
k=0,1,2,...,2n-1.

Olyan Hi(w), H2(w), ..., Hi(w), ..., H2n(w) linearis
transzformacio meghatarozasa a cél, melyet a
AYt, ..., AYi, ..., Ay2n Jeleken végrehajtva, majd az
Osszegzést elvégezve Ayo(t)-t kapunk. Ez a 3.1.
pontban lefrtakhoz hasonléan csak Ugy lehetsé-
ges, ha a k=0-hoz tartozé komponensek 6ssze-
adédnak, atobbik =1, 2, ..., 2n-1 értékhez tartozé
komponens pedig kleslk

A (23) egyenletrendszer 2i-edlk sorabdl csak a
pozltfv kllonbségi frekvencidkat tartalmazoé részt
Ay*(t)-vel jelolve f rhato hogy

y 2i(t)=ﬁ [ _2 JoAK let] AB(w). (29)

Csupan a szumma k-adik tagjan végrehajtva a Hp;
transzformacioét, kapjuk

Ot

j o H2i(2%) e (26)

.. Mivel minden egyeneletben a Hi(w), H2(w), ...,

Hzn(w) transzformaciét a A B(w)-hoz tartozé o frek-
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vencian kell helyettesiteni, a frekvenciatranszfor-

[néciét a (26)-bdl formalisan betlcserdvel kapjuk,
gy K jot

' 1O Al H2i(w) e (27)

A (23) egyenletrendszer minden soran, és min-
den sor minden tagjan elvégezve a fenti atiraso-
kat, kdvetelményilnk a kdvetkezé matrix alakba

irhaté
AH=N, (28)
ahol
A LAY L jeA(° .. joAR®
A A1n_1 ...Ann_1 ...jﬂn-1A1n_1 ...jﬂn-1Ann-1
£ A" LAY L OnA{" . JOnAR"
A2 AR L j2n 1AL j02n1ARST ]
H1(w) 2n
Ho(w) 0
H= és N=
Han(w) | 0

A (28) egyenlet formalisan megoldva

H=A""N (29)

A tGbbi tartomanyokra a (28) egyenlethez hasonlé
matrixegyenlet irhaté annak figyelembevételével,
hogy mely komponensek eshetnek az éppen ki-
valasztott tartomanyba. Jelen esetben a H(w) meg-
oldas nem vezet w-t6l figgetlen konstans fazisu
halézatra, mint a 3.1. pontban. A (29) kiszamitasa-

val csak a (gle:l B,B) tartomanyon belll egy
n

régzitett pontban kapjuk meg H(w) értékét, ezért a
szamitast minden w-ra meg kell ismételni. Ha n ki-
csi, akkor H(w) zart alakban magadhatd.

4.2. Egyszery példa a jel és differencidlha-
nyadosdnak mintavételezésére

A 6. abra altaldnos esetébdl kiindulva, n=1 ese-
tén a mintavétel idépontjai a 7. abran lathaté mo-
don alakulnak. Vizsgaljuk azt a legegyszeribb
esetet, amelyikbenAr1=Ar2=0azaz T =27, id6-
kbzbnként (ekvidisztans médon) mintat veszink
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7. 4bra. A jel és a jel elsé differenciahanyadosanak
mintavételezési idSpontjai n=1esetén

x(t) és x’(1) jelekbdl. Ebben a specialis esetben a
(28) egyenlet a kovetkez6 alakil

1 fo Hiw ] [2
[1 (% -u))] ' [Hz(w)}= H' (30)

A (30) egyenletrendszert Hi(w) és Hz(w)-ra meg-
oldva kapjuk, hogy

2 “-’Q-w)

2
Hi{w)=
wo _2

2
, Ho(w)———  (31)
2 ) % -20

A (31) egyenletekkel adottHi(w) ésHz(w)az
» = wo/4-ndl szingularitassal rendelkezik, és ez a
[0, wo/2) intervallum kbzepére esik. Bizonyithato,
hogy a visszaallitas ekkor is egyértelm(, a szum-
mazo kimenetén a hataratmenetlétezik.

5.Periodikus jel mintavételezése

Vizsgalatainkat korlatozzuk kizarélag periodikus
jelekre. Ez nem jelent kUlonésebb megszoritast,
mivel a periodikus jelekre kapott eredmények
toébb oldalrél megkdzelitve is allanddsithatdok. A
periodikus jelek jellegzetes pontjai — pl. nullahe-
iyei, vagy helyi széls6értékeinél felvett értékei —
bonyolult kapcsolatban vannak a jel Fourier kom-
ponenseivel. Hirom komponensbdl all6 jel nulla-
helyei nem adhaték meg zart alakban, ezért a he-
lyi szélséértékek s az idéfuggvény kdzétti kap-
csolatteremtés kérdését mas oldalrdl kell megké-
zeliteni.

5.1. Periodikus fel nu/lahelyeinek szdma

Egy savkorlatos periodikus jel mindig felirhaté a
kdvetkezd alarlﬁ)an

X()= % (ansinnot +bnp cos nwt)=
n=nt_
nH

=3 Cn sin(nat+ @), (32)

n=n|
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ahol n pozitiv egész szam, és n_ < nH. Jeldljuk x(t)
periodusidejét T-vel, (gy T=2 u/ w. Helyezzlk el a
t=0 idépontot az x(t) Jel valamelyik pozitiv nullat-
menetnél, mint az a 8. abran lathatd. Az x(t) jelnek

x(e)

m {f‘
N 4 t U T
Y ‘2 3 1=

T = 2n/e

{E55 R

8. 4bra. Periodlkus, véges savszélességu jel hely
szélsbértékel

a[0,T) intervallumbani nullahelye van, és korlatok
kozé szorithatd. Bizonyithato, hogy

h(nL ®) < | <h(nH o), (33)

ahol h(n_ w) a legkisebb, h(ny ) pedig a legna-
gyobb frekvenciaju komponens nullahelyeinek
szamat jelenti ugyanezen intervallumban. Ebbdl
kdvetkezik, hogy a x(t) jel nullahelyeinek szama

2m. < i<2ny. (34)

5.2. Periodikus jel nem ekvidisztans mintavé-
telezése és tulajdonsdgai

Legyenx(t) a (32)-nek megfeleld alaku és a [0, T)
intervallumban vegyunk mintat a jel helyi széls6-
értékeinél a 8. Abranak megfeleldéen. Vezessik be
akovetkezd egyszerUsitd jelolések et

x1=x(t1), Xx2=X(12), ..., Xi=x(t),
valamint
Ati=t1-to, Ata=ta~ty,..., A ti=ti~ti_1.

Az {x1, A t1, X2, A t2, ..., X1, At} halmaz egyértelm(-
en meghatarozza x(t)-t, ha wH < 2 wL, azaz ha x(t)
komponensei egy oktavnal szlikebb savba es-
nek. Ugyanis, ha az x(t) jelbdl a [0, T) intervallum-
ban 2i ek vidisztans mintat veszink, akkor 1o=T/2l,
és a mintavételi frekvencia

wo=2T=2q gTJ (35)

TO

A legkedvezitienebb esetben i=2n_ a (34)-bdl
adddédan, és (35)-be helyettesitve

wo=2?w' (2.2n)=4nLe=4w. (36)

Feltétellnk értelmében o, < w , 6sszevetve a
(36)-el adddik, hogy
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2 oy <wo. (37)

Tekintettel arra, hogy | = 2n, a (37) mindig telje-
sUl, tehat a 2I ekvidisztans minta egyértelmuien
meghatarozza x(t)-t. A 4.1. értéimdben, ha x(t) és
X'(t) Jelekb8l T=2n1q Id6 alatt n nem ekvidisztans
mintat veszlnk, akkor a mintak meghatarozzak
x(t)-t. A periodikus x(t) jelnek a [0, T) intervallum-
ban | helyi széls6értéke van, azaz T=2I 7o, tehat az
I nem ekvidisztans minta egyértelmien meghata-
rozza x(t)-t. (A differenciahanyadosok mind nullak,
deaty,ta,..., tiidépontok nemsemmitmonddk.)

A helyi szélséértékeknél torténdé mintavétele-
zést a tovabbiakban illesztett mintavételezésnek
nevezzik. Az lllesztett mintavételezés egy transz-
formacid, mely az x(t) jelbdl az (x1, A t1, X2, A tz, ...,
xi, Ati,} halmazt allitja eld. Jeldljuk ezt a transzfor-
maciot AS szimbdlummal. (Adaptive Sampling)

Mielétt e mintavételezésének fébb tulajdonsa-
gait felsorolank, vizsgaljuk meg, hogy a periodikus
jelek 6sszege milyen feltételek mellett lesz szintén
periodikus. Ha egy x1(t) jel T1-re, x2(t) pedig T2-re
periodikus, akkor x(t)=x1(t)+x2(t) csak akkor lehet
periodikus T-re, ha

T=n1Ti1=n2Ty, (38)
ahol nq és nz pozitiv egész szamok. Ebbdl kévet-
kezik, hogy egy olyan transzformaciéra, mely el6-
allitja a T1 és T2 periodusidéket, nem lehet érvé-
nyes a szuperpozicio.

1. Tulajdonséag
Az lllesztett mintavételezés a geometriai értelem-

ben hasonlé jeleket hasonlé halmazokra képezile,
ugyanis

AS{x(1)} = {x1,At1,%2,At2,..., Xj, At;)},

AS {a x(1)} = {aX1, BA tq, axz, BAt2, ..., axX|, BAt;,).
Ezzel a tulajdonsaggal minden linearis transzfor-

macid rendelkezik. Ezenkivll az illesztett minta-
vételezés a ridével vald eltolasa invarians, azaz

AS (X(t-7)} = {x1,A t1,x2,At2,.., X, Ati)}.

2.Tulajdonsag

Az illesztett mintavételezés megtartja a jel periodi-
kus tulajdonsagat, azaz ha x(t) periodikus, akkor a
mintak is periodikusak, xk=xk+, valamint Atg=
Atk+j. EbbOI fentiek alapjan kévetkezik, hogy nem
érvényes a linearis szuperpozicid, azaz

AS {X1(t) +x2(t)} = AS {x1(t)} + AS {x2(t)}.
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3.Tulajdonséag

Ha egy x(t) jel T-vel periodikus, akkor minden rész
savja T-vel szintén periodikus, ezért kilbnb6z6
oktavokban kell l1éteznl azonos T idével azonos
Xk=Xk.+i lllesztett mintaknak. Masszéval a kilonbo-
z6 oktavokban példaul kell 16tezni olyan pozitiv
nullatmetszéseknek, melyek kozott-az idSinter-
vallum azonos 6s T hosszisagu.

4. Tulajdonsag

Ha x(t) perlodikus, akkor minden linearis transzfor-
maltja is periodikus, tehat az o

x(0=xt+T), x ) =xV+T), .., i"“’(t)=x"“’(t+1’)

jelek lllesztett mintal Is perlodikusak T-vel, és a 4.
pont érteimében egyértelmlen meghatarozzak
x(t)-t, ha a Jel spektruma egy oktavnal szlikebb.
Ebbdl kovetkezik, hogy egy T ' hipotézisrél T+ At
1d6 alatt eldonthetd lllesztett mintal alapjan, hogy
lehet- e periedusidé. (Nem szlkséges 2T hosszU-
sagu ablak Ismeretel)

5. Tulajdonsag

Ha egy x(t) jeinek a [0, T) intervallumban | > 2n;_
szamu nullahelye van, akkor az illesztett minték a
jelet tulhatarozzak, a felesleges mintak elhagyha-
tok.

6.Zar6 megjegyzés

Az lilesztett mintavételezés elsd két tulajdonsaga-
nak egyttes fennalasa dSnmagaban Is érdekes, és
lehetéséget ad arra, hogy segitségével megkisé-
reljik modellezni a hallasmechanizmust. Az em-
berl hallasrél szerzett eddigl ismeretek [71,(81,(9] 6s
[10] J6I 6sszhangban vannak az illesztettmintavé-
telezds.tulajdonségalval. Mint az a [11]-ben k6z6it
pszichoakusztikal vizsgalatokbdl kiderdl, az id6-
Os frekvenciatartomanybeli felbontés szorzata 16-
nyegesen kisebb, mintsem spektrummérésen ala-
pulé modellel magyarazhato lenne [12]. Az lllesz-
tett mintavételezés kedvezd tulajdonsagokat mu-
tat, ezért alkalmasnak tlinlk a beszédjel feldolgo-
z4sara, példaul a "pltch” frekvencia detektalasara,
kulbnésen akkor, ha tobb oktavban, vagy oktav-
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nél szlikebb savban parhuzamos feldolgozas tér-
ténik. Természetesen sokféle feldolgozas képzel-
hetd el, példaul a j6l bevalt AMDF (Average Magni-
tude Difference Function) mddszer [10] az lilesztett
mintakon egyszerlen alkalmazhatd. Annak tiszta-
Zasahoz azonban, hogy az lllesztett mintavétele-
zéssel kvaziperlodikus jelekre milyen tulajdonsa-
gu becslés adhatd, tovabbl részletes vizsgdlatok
sz(tkségesek. '
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