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1 .BEVEZETÉS 

1.1 Előszó 

2. A SEMI -MARKOV F O L Y A M A T O K A L A P MO
D E L L J E 

A seml-Markov fo lyamat olyan sztochasztikus fo 
lyamat, amelyben az ál lapotok között i átmenetek 
egy Markov-láncot alkotnak, de az egyes ál lapot
ban eltöltött idők tetszőleges eloszlásúak. 

A k ö v e t k e z ő k b e n az a lapve tő je lö léseket és 
definíciókat vezet jük be. Az i rodalomban több féle 
módon jelölik az egyes mennyiségeket, ennek e l 
lenére a t o v á b b i a k b a n k ö v e t k e z e t e s e n igyek 
szünk eljárni, lehetőleg köve tve ezzel Howard [1 ] -
ben használt Jelölés rendszerét, ós ettől csak ak 
kor térünk el, ha az érthetőség azt megkövetel i . 

A tovább iakban fel tételezzük, hogy az olvasó 
tisztában v a n a markov i fo lyamatok alap definíci
óval ós összefüggéseivel. Arra a célra tömör ösz-
szefoglalókat a [10,11]-ben, ós részletesebb leírá
sokat a [1,3,6]-ben találunk. 

12 Osztályozás 

Hasonlóan a markov i fo lyamatokhoz, a semi-mar-
kov i fo lyamatokat a lapvetően kót szempont a lap
ján osztályozhatjuk: 
- időparaméter szerint lehet 

-d i szk ré t Idejű, i l letve 
- folytonos idejű semi-markov i folyamat, 

- állapottér szerint lehet 
- diszkrét ál lapotterű, és ezen belül 

- véges állapotterű, v a g y 
- megszámlálhatóan végte len ál lapotterű 

folyamat, 
- folytonos ál lapotterű seml-Markov folyamat. 

A köve tkezőkben csak a véges ál lapotterű foly
tonos idejű semi-Markov fo lyamatokka l fogla lko
zunk , m i ve l e z e k seg í t ségéve l t ud juk a va l ós 
rendszerek meghibásodási- javítási folyamatait le
írni. A diszkrét időre csak abban az esetben térünk 
ki , ha ennek segítségével a számítás szempont já
ból sokkal egyszerűbb rekurzív ki fejezéseket k a 
punk. 
Beérkezett: 1988. VII. 22. (H) 

2.1 Alapmennyiségek és definíciók 

T e k i n t s ü n k e g y s z t o c h a s z t i k u s f o l y m a t o t , 
ame lyben J0 Jelöli a fo l yamat kezdet i ál lapotát. 
Minden A- > 1 -re, Jk jelöli a fo lyamat ál lapotát az k-
adik átlépést követően. Legyen 

P ij = P[Jk = j | J k - i = l ] (2.1) 

annak valószínűsége, hogy a fo lyamat az /". ál lapo
tot köve tően a j. á l lapotba fog lépni. A köve t ke 
z ő k b e n n e m k í v á n u n k fog la l kozn i az á t l épés -
számtól va ló függéssel, így ezt a felső k index e l 
h a g y á s á v a l j e l e z z ü k . J e l ö l j e t o v á b b á x=(xi, 
...,XN} a fo lyamat állapotterét. A t\ j átmeneti va ló
sz ínűségeknek te l jesí teniük kel l ugyanazokat a 
k ö v e t e l m é n y e k e t , mint a m a r k o v i f o l y a m a t o k 
esetében, azaz 

PW^O / = 1 , 2 N, y = 1,2 N (2.2) 
N 

j í i P i i 
= 1, (2.3) 

ahol N a rendszer ál lapotainak a számát Jelöli. 
Ha a folyamat belép az /. ál lapotba azonnal k i 

sorsolja a köve tkező állapotot Pn, P-,2,..., PÍN va ló 
színűségi eloszlás alapján. Miután a / . ál lapot k i vá 
lasztásra kerül a fo lyamat egy T (J ún. tartásidőt tölt 
el az /. ál lapotban az ú jabb át lépésig (/ ->• ] ) . A tar
tásidő pozit ív valós ér tékű valószínűségi változó, 
melynek sűrűségfüggvényét /7ij(.)-vel Jelöljük. 

Megfigyelhető, hogy a {Jn, n = 1,2,...} folyamat 
egy Markov- láncot alkot P,j átmenet i valószínűsé
gekke l . Az Ilyen fo lyamatokat beágyazott Markov 
fo lyamatoknak szokás hívni. Jelölje továbbá n-,(t) 
az. i. á l lapotba törtónt belépések számát a (0 / ) idő
in terva l lumban, és def iniál juk az összes át lépés 
számot, mint 

N 
n(0=Sni(/) 

i=o 
(2.4) 
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Ha Z(t)-vel Jelöljük az eredeti sztochasztikus fo 
lyamat állapotát, akkor 

Z(t) = J n ( t ) . (2.5) 

Definíció 1 . 
A{Z(t), t > 0} sztochasztikus folyamatot seml- Mar-
kov fo lyamatnak nevezzük. 

Definíció 2. 
Az {n(t) = (m(t ) , . . . . nN(t), t > 0} sztochasztikus fo 
lyamatot Markov felújítási fo lyamatnak nevezzük. 

Az eddigiek alapján vi lágos, hogy a semi-Mar-
kov fo lyamat megadja a folyamat állapotát a t Idő
pil lanatban, míg a Markov felújítási folyamat egy 
számláló folyamat, amely számlálja az egyes ál la
potokban történt (III. az összes) belépések számát 
az adott t Idő alatt. 

Egy semi- Markov folyamat megadásához spe
cif ikálni kell N tartásidő sűrűségfüggvényt a py át
meneti valószínűségek megadása mellett. 

A T|j tartásidő elteltével a folyamat átlép a j . ál la
potba, ahol azon nyomban kisorsolja a köve tkező 
k állapotot ós ez alapján hjk(t) sűrűsógfüggvónyű 
T i k vélet len tartásidőt tölt el ott, ós így tovább. 

Az első fe lvetődő kérdés most az, hogy történ
het-e végte len számú átlépés véges idő alatt. 

Definíció 3. 
Egy I állapot reguláris, ha 

P[n(t)= oo | J 0 = I] = 0 minden t < 0 (2.6) 
Egy Markov felújítási folyamat reguláris, ha min

den állapota reguláris. 
Egy véges ál lapotterű Markov felújítási folyamat 

mindig reguláris, ha minden állapotra annak va ló 
színűsége, hogy az adott ál lapotban a tar tózkodá
si idő nullával egyenlő, egynél k isebb [2]. 

Tekintettel arra, hogy mi csak véges állapotterű 
rendszereket v izsgá lunk, cé lszerűnek látszik a 
mátr ixos fo rmák bevezetése. A köve t kezőkben 
bevezetendő mátr ixok mérete NxN k ivéve, ha ezt 
külön megadjuk. 

Ezek alapján Jelölje P = {pij} az átmeneti valószí
nűségek mátr ixát , a H(.) = {hij(.)} mátr ix pedig a 
hozzátartozó tartásidő sűrűségfüggvényeket tar
talmazza. 

2.2 A magfüggvóny 

Vezessük be a cij(.) mennyiségeket a köve tkező 
módon: 

c I J(t) = p l j .h i j ( t ) (2.7) 
A cij(t) menny i ségeke t m a g f ü g g v ó n y e k n e k , a 
C(t) = (cij(t)} mátrixot magmátr ixnak nevezik. 

A fenti művelet nem hagyományos mátrixszor
zás, hanem két mátrix azonos helyen lévő elemei
nek a szorzata. Erre bevezet jük a kongruens mát
rix szorzás! műveletet úgy, hogy 

Cij = ai j .bi j (2.8) 

ós azt a köve tkezőképpen Jelöljük 
C = A D B (2.9) 

A függe lék több Információt ós néhány elemi 
azonosságot tartalmaz a kongruens szorzásról. 

Ezek alapján a magmátr ix a köve tkező módon 
is kifejezhető 

C(t) = P°H(t) (2.10) 

2.3 Várakozási idők 

Definiáljuk azt a T| feltétel nélküli Időt, amely meg
adja egy adott I. ál lapotban eltöltött időt a köve tke
ző állapot ismerete nélkül. Ezt az időt az I. állapot-
bell várakozási időnek nevezik. 

Legyen Wj(t) ezen várakozás i idő sűrűségfügg
vénye, így 

N N 
wi(t) = X p i jh i j ( t )«Xci j ( t ) , (2.11) 

amely a magmátr ixban a sorösszegeket jelenti. 
A definíció alapján a várakozás i Idő momentu

mai meghatározhatók a tartásidő momentumai se
gítségével 

~k °° k N N oo 
T I = / T X p i jh i j (T)dr = X p i j / h i j ( T ) T dx = 

o ] = i n J = 1 o 

= X ^ i j ? i j (2.12) 

Mátrix formában W(t) = {wi(t)}. 

2.4 Az intervallum átmeneti valószínűségek 

Legyen <j>ij(t) annak valószínűsége, hogy a fo
lyamat a j . ál lapotban lesz a t Időpil lanatban felté
ve, hogy a 0 pil lanatban lépett be az i. állapotba. 
Ezt a valószínűséget a (0, t) Időintervallumra v o 
na tkozó In terva l lum á tmenet i va lószínűségnek 
fogjuk hívni. 

Vizsgáljuk meg azt, hogy milyen módon lehet az 
a folyamat t Idő múlva j . ál lapotban, amely éppen 
most lépett be az i. ál lapotba? Az egyik lehetséges 
eset az, ha I ós j ugyanazt az állapotot jelöli, és a fo
lyamat egyáltalán nem lépett ki ebből az állapot
ból a (0, t) idő alatt. Ez azt Is jelenti, hogy a folyamat 
csak t idő után teszi meg az első átlépést. Minden 
más esetben a folyamat szükségszerűen megtesz 
legalább egy átlépést a (0, t) idő alatt. Például, elő
ször átlép egy k ál lapotba T idő után, azután onnan 
bizonyos számú át lépésben átkerül a j . állapotba a 
maradó t - T idő alatt. 

összefogla lva ezeket a meggondolásokat a kö 
vetkezőt kapjuk: Z N 1 

<PU(t) = ölj W°i(t) + X Pik / hikM 9 kj ( t - T) d T (2.13) 
k=1 n 

6ij = 
1 h a l = j 
0 h a i * j ' 

U = 1,2 N, t > 0 

ahol W°i(t) = P[T | > t]. Ugyanez mátrix alakban: 

t 
4>(t) = W°(t) + / (P o H ( T ) ) <D(t - T ) dr = 

0 
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t 
= W°(t) -t- ^ C( T)<I>(t-T)c*r (2.14) 

Most láthatjuk a C ° ( T ) mátrix bevezetésének a 
célszerűségét, mltöbb a C (T) mátrix sorösszeggei 
megad ják a W(T ) d lagonalmátr lx elemeit . C ( T ) T 
minden ér téke melletl integrálja megadja a P át
meneti valószínűség mátrixot. 

Mint lát juk, (2.17) egyenlet megoldásához egy 
integrálegyenletet kel lene megoldani, amely álta
lában nem egyszerű feladat. Diszkrét idejű semi-
Markov fo lyamatok esetében a fenti k i fe jezés a 
köve tkező a lakban írható le a (0, n) Időinterval
lumra: M 

N n 
<Pij(n) = 8ijW C i(n) + S pik X hi k(m) <pij(n - m) (2.15) 

k=1 m=0 

amely egyszerű rekurzív kifejezés. Ebből köve t 
kezően egyes esetekben érdemes áttérni a diszk
rét Idővel történő számításra. 

3. F O L Y T O N O S IDEJŰ SEMI-MARKOVI F O L Y A 
MATOK ANALÍZISE TRANSZFORMÁCIÓVAL 

3.1 A Laplace transzformáció 

Mint láttuk, ha az Intervallum átmeneti valószínű
ségeket akar juk meghatározn i , akko r ezt csak 
hosszadalmas számítások útján tehetjük meg. Az 
analitikus v izsgálatokban viszont igen elterjedt a 
transzformációk használata. Folytonos idejű v izs
gálatok esetén a Laplace- t ranszformáclót hasz
nálják a leggyakrabban. 

A Laplace-t ranszformáció részletesebb ismer
tetésére itt nem szeretnék kitérni, mivel erre több 
Irodalomban találunk Igen jó leírásokat ós össze
fog la lókat . A k ö v e t k e z ő k b e n a t ranszformál tat 
egy felső csillag Indexszel '*' fogjuk jelölni. 

3.2 Az intervallum átmeneti valószínűségek 
transzformáltja 

Képezzük a (2.13) kifejezés transzformált alakját: 
N 

<M(s) = Si) W°*i(s) + X pi k h'ik(s) <p'k](s) (3.1) 

A transzformációnak köszönhetően a konvo lu-
ció szorzattá változik. 

A Laplace-transzformáció elmélete alapján az I-
edlk ál lapot vá rakozás i ideje komplemente r e l 
oszlásfüggvényének transzformáltja kifejezhető a 
várakozás i idő t ranszformál t sűrűségfüggvénye 
segítségével 

W ^ í s H \ ( 1 -w ' i ( s ) ) (3.2) 

Mivel a várakozás i Idő sűrűségfüggvénye meg
adható az átmenet i va lószínűségek és a tartási 
Idők sűrűségfüggvénye (magfüggvónyek) segít
ségével 

N , N , 
w i(s) = 2 pij h ÍJ(S) = 2 c ij(s) (3.3) 

í gy az i n t e r v a l l u m á t m e n e t i v a l ó s z í n ű s é g e k 
transzformált ja csupán az átmenet i valószínűsé
gektől és a tartási idők transzformált sűrűségfügg
vényétő l függ. 

Most fe jezzük k l a (3. 1)-t t ranszformált mátr ix 
f o rmában : , . 

4> (S) = W ° (S) + ( P n H (S)) <& (S) = 

= W c ' ( s ) + C (s)<D*(s). (3.4) 
A fenti egyénjét megoldása-

^ ( s W I - C í s J p W ^ s ) . (3,5) 
ahol I az egység mátr ixot jelöli. 

A fent i mátr ix inverz mindig létezik az általunk 
vizsgált va lós rendszerek esetében. 

3.3 Stacionárus viselkedés 

Térjünk kl most az interval lum átmeneti valószínű
ségek v iselkedésének vizsgálatára hosszú műkö 
dési időt feltételezve. Vezessük be a stacionárius 
interval lum átmeneti valószínűségek mátrixát: 

í> = l im$( t ) . (3 .6 ) 
t—> 00 

A L a p l a c e - t r a n s z f o r m á c i ó h a t á r ó r t ó k t ó t e l e 
alapján $ ki fejezhető, mint 

$ = l imsí ) , (s ) . ( 3 .7 ) 
s-»0 

Minthogy a szorzat határér téke megegyez ik a 
határértékek szorzatával (ha ezek lóteznek),így 

O = Hmg $*(s) = lim g [I - C * ( s ) ] _ 1 l lm W°\s). ( 3 .8 ) 

Tekintsük most egyenként a jobb oldali mennyi 
ségeket. A második határérték: 

l lmW°'(s) = l l m J ~ w ( s ) ^ T i i m - - 7 - w'(s) = M ( 3 .9 ) 
s - *o &—o s s-»o ds 

ahol M = {T]} a várakozás i Idők át lagértékének dia-
gonálmátr ixa. 

Definiáljunk továbbá a T (s) transzformált mátr i 
xot, mint , , 

T(s) = s J I - C ( s ) ] - 1 = s N - P n H ( s ) r 1 , (3.10) 
és rendezzük át az egyenlőséget a köve tkező mó
don: 

T ( s ) - T ( s ) [ P a H ( s ) ] = s l . (3.11) 
Vizsgáljuk meg ezt az egyenletet az s->-0 esetre, 

és vegyük észre, hogy a Laplace-transzformáció 
definíciójából következ ik , hogy 

H(0) = U, (3.12) 
ahol U jelöli a csupa 1-es elemű mátrixot. A (3.11) 
egyenlet így a köve jkezőre egyszerűsödik: 

TíO) = T (0 )P . (3.13) 
Mint látjuk T (0) a mátr ixnak ugyanazt az egyenle
tet kel l teljesíteni, mint a beágyazott Markov- lánc 
stacioner ál lapotvalószínűség vek torának , azaz 

n = n P , (3.14) 
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így a T (0) mátrix mindegyik sora egy arányossági 
tényezőtő l e l tek in tve megegyez ik a beágyazot t 
Markov- lánc stacioner állapot valószínűség v e k 
torával, amely egyértelmű, ha a lánc ergodikus. 

Most mát felírhatjuk <& (3.8)-nak megfelelő érté
két: 

4> = T ( 0 ) M (3.15) 
amelynek e leme i 

<PiJ = t |j(0) TJ = k i TTj TJ l , j=1 N, (3.16) 

ahol a ki határozatlan arányossági tényező a T (0) 
mátrix i edik e leme ós a n vektor között. Mivel a cpij 
Intervallum átmeneti valószínűségek összege az 
összes állapotra eggyel egyenlő, így 

N N N 
2 cplj = 1 = X k | i r j T j = ki X TTjTJ, (3.17) 

J=1 ]=1 j=1 

amelyből 

ki = N 
X í r j T j 

J=1 

i,J = 1 N. (3.18) 

Látható, hogy az arányossági tényező ugyanaz 
az összes állapotra. Definiáljuk az egy tetszőleges 
állapotbeli átlagos várakozási Időt 

_ N 
T = X i r j T j (3.19) 

j=1 

ós írjuk át a (3.16) kifejezést a következő alakra: 

i = « « . (3.20) < 9 j 

Mint várható volt, az intervallum átmeneti va ló
színűségek határértékei függetlenek a semi-mar-
kov i folyamat kezdet i állapotától, így elegendő a 
második index használata az e lemek megkülön
böztetésére. Szavakba fogla lva a (3. 20) k i fe je
zést: a semi-markov i folyamat határ int. átm. va ló
színűségei megegyeznek a hozzátartozó beágya
zott Markov- lánc stacionárius ál lapotvalószínűsó-
geível, megszorozva az adott állapot átlagos v á 
rakozási Idejével ós normalizálva az ál lapotok át
lagos várakozási idejére. 

Újból emlékezzünk arra, hogy a tpj mennyiség 
megadja annak valószínűségét, hogy a folyamat a 
J. á l lapotban ta lá lható fe l téve , hogy a fo lyamat 
elég hosszú ideje működik. 

Egy nagyon fontos megfigyelés a (3. 20) k i fe je
zéssel kapcsolatban az, hogy a folyamat stacioná
rius v ise lkedését a tartásidő eloszlásoknak csu
pán a várható ér téke befolyásolja. 

Mivel a <t> mátrix sorai megegyeznek, így defini
álhatjuk a határ Intervallum átmeneti valószínűsé
gek vektorá t «|> = {cpj} , ós ki fejezhet jük ezt a be 
ágyazott Markov- lánc stacionárius ál lapotvalószí
nűság vek to rának segítségével: 

1 I I M 
T 

(3.21) 

4 . Á L L A P O T C S O P O R T B A N E L T Ö L T Ö T T Á T L A 
G O S I D Ő 

A köve tkezőkben bevezetünk néhány új va ló-
színűsóg-ós Időfogalmat az állapottérre, vagy an
nak egy részére. Célunk ezzel az, hogy megte
remtsük a megfelelő apparátust néhány rendszer
je l lemző megha tá rozásához . I lyen je l l emzők a 
megbízhatósági v izsgálatok esetén az adott álla
potcsopor tbe l i tar tózkodás i va lószínűségek (pl. 
készenlét i tényező) v a g y az á l lapotok egy cso
port jára vonatkozó várakozási idők (MTFF, MTTF, 
MUT, MDT.stb.). 

Jelölje vij egy adott R ál lapotcsoport elhagyásá
ig a JeR ál lapotban eltöltött összidőt fel téve, hogy 
a folyamat az leR ál lapotba lépett be a t = 0 -ban. 
Az ál lapotcsoportban eltöltött Idők vizsgálatához 
rendezzük át o l ymódon az ál lapot teret , hogy a 
vizsgált á l lapotcsoportba tartozó ál lapotok előre 
kerülnek, azaz R = {Xi ,X2, . . . , Xk} c X, ahol X a tel
jes ál lapotteret jelöli. Nevezzük az ál lapottérnek 
az R ál lapotcsoporton kívül i részét S-sel, azaz S= 
X\R = {Xk+1 XN}. Ennek megfelelően rendezzük 
át a folyamathoz tartozó alapmátr ixokat (P, H(t) és 
W(t)) a következő minta szerint, pl. P mátrixra 

P R R P R S 
P S R Pss 

(4.1) 

Jelölje v az átlépési időt az R ál lapotcsoportból 
az S-be, fe l téve, hogy a fo lyamat egy R ál lapot
csoportbeli ál lapotban kezdte a működését, azaz 

k 
(4.2) X cpi(0) = 1 . 

1=1 

A v átlépési idő vizsgálatához eltekintünk az S 
állapotcsoporton belüli, ós az S-+R ál lapotváltozá
soktól is, így P S R = 0 ós Pss = 0. 

Definiál juk az xij(t) indikátor függvényt , amely
nek ér téke 1, ha a folyamat a j . ál lapotban van a t 
Időpillanatban, és 0, ha nem, fel téve, hogy a folya
mat az I. ál lapotba lepett be a t=0-ban. 

Könnyen belátható, hogy 
OO 

VÍJ= ^XjjCt) d t , (4.3) 

ós a j . ál lapotban eltöltött idő várható értéke 
(4.4) 

v i j = ű f x i j ( t ) d t , 

Mivel azonban P[xij(t) = 1 | i] = <pij(t) ós P[xij(t) = 01 
= 1 -<pij(t). így. 

(4.5) 

Figyelembe v é v e a Laplace-transzformáció de
finícióját ezt felírhatjuk, mint 

vlj-^"«pij(t) e - s , d t = 9 l j ( 0 ) 

s=0 
(4.6) 
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Felhasználva az e lőző fe jeze tben kapot t e red 
ményt, mógpe.dig . 

* ( s ) - [ l - C ( s ) r W°(s) = 
- [ l - P n H * ( s ) ] ~ 1 W°*(s) 

s=0-t behelyettesítve az e lőzőeknek megfelelően 

4>(0) = lim s * ' ( s ) = lim s [I - C*(s) f 1 l im W c*(s) (4.7) 
v s - * 0 s-»0 s - * 0 

és mivel tudjuk, hogy H* (0) = U, ill. | m W ° ' ( s ) = M = 

{TÍ}, akkor vezessük be az N ==jfvij} mátrixot: 
NRR = [Ikk ~ P R R ] MRR (4.8) 

ahol NRR az R ál lapotcsoportra vonatkozó várható 
átlépési Idők mátrixa, mérete kxk. 

Jelölje v i az ál lapotcsoportban eltöltött idő vár 
ható értékét, fe l téve, hogy a folyamat i-be lépett 
be a t=0-ban. 
Akkor 

k 
v i = 2 v M 

J=1 

Ha a fo l yamat a t = 0 időp i l lanatban b izonyos 
kezdet i va lószínűségi eloszlás szerint lép be az 
egyes ál lapotokba 

11(0) = {TT 1 (0),..., irk(O), trk+ 1 • - -, TTN(O)} 
Ha feltesszük, hogy a folyamat 1 valószínűség

ge l a v i z s g á l t á l l a p o t c s o p o r t b ó l indu l t , azaz 
TTI(0) = 0, ha I > k akkor ezen kezdeti eloszlással 
kiszámítjuk az ál lapotcsoportból va ló ki lépés ide
jének v várható értékét, amely 

V = IIk(0)NRRlk (4.10) 

ahol lk egy k hosszúságú csupa egyes elemű osz
lop vektor . 

5. MEGBÍZHATÓSÁGI PARAMÉTEREK MEGHA
TÁROZÁSA 

Az eddigiekben bemutattuk a seml-Markov fo lya
ma toka t , ós m e g h a t á r o z t u n k néhány je l l emző 
mennyiséget ve lük kapcsolatban. Mint láttuk, a se-
m i - m a r k o v i f o l y a m a t o k i d ő f ü g g ő v i z s g á l a t a 
transzformációk segítségével elvégezhető. Az így 
kapot t e redmények v iszont nehezen ér téke lhe
tők, mive l a legtöbb esetben nem, vagy nagyon 
nehezen tudjuk a megoldást Időtartományba visz-
szatranszformálnl. A fent emlí tet tek miatt általá
ban a semi -Markov fo lyamatok stacionárius je l 
l emző inek m e g h a t á r o z á s á v a l , és így a kapo t t 
eredmények általában stacionárius valószínűsé
gek, vagy átlagos idők. Jelen fejezetben az eddigi 
eredmények egyfaj ta alkalmazását mutatjuk be, 
az általános meghibásodási - javí tás i fo lyamatta l 
rendelkező rendszerek megbízhatósági v izsgála
tában. Az általános folyamatot az teszi indokolttá, 
hogy amíg a homogén Markov- láncok jó modellt 
alkotnak az elektronikus rendszerek meghibáso
dási folyamataira, addig a nem elektronikus meg
hibásodási és javítási fo lyamatok esetében szük

ségessé vá l i k ál ta lánosabb tartási időeloszlások 
használata Is. 

Tegyük fel , hogy a vizsgált rendszer megbízha
tósági (meghibásodási-javítási) v iselkedését leíró 
{z(t), t > 0} fo lyamat semi- Markov fo lyamat (P, H(t)), 
ós legyen X a fo lyamat ál lapottere. Különböztes
sünk meg két ál lapotcsoportot az ál lapottérben: 
R = {Xi Xk} a működóses ál lapotok és 
S = X\R = {Xk+i,. . . . XIM} a működésképte len ál lapo
tok csoportja. 

A t o v á b b i a k b a n ugyanazt a v e k t o r és mátr ix 
párt icionálást a lka lmazzuk, mint az 4.2. pontban 
tettük, az ott tárgyalt e rdmónyek segítségével ha
tározzuk meg a megbízhatósági paramétereket . 

5.1 A készenléti tényező 

A készenlét i tényező a k ö v e t k e z ő k é p p e n ér te l 
mezhető: k k 

(5.1) (4.9) K = l imP[z(t)eR] = lim X P[z(t) = Xi] = X<pj. 
t—• oo t-> ocj=1 j=1 

Ennek alapján a készenléti tényező meghatáro
zásához meg kel l oldani a fo lyamathoz tartozó be
ágyazott Markov- láncra a 

n=np (5.2) 
egyenletet [1], ós abból kel l meghatározni a staci
onárius interval lum átmeneti valószínűségeket az 
összefüggés alapján. 

»|i= I nM 
T 

(5.3) 

5.2 Az első meghibásodás várható ideje, 
MTFF 

MTFF-nek nevezzük a meghibásodás beköve t ke 
zésének várható idejét, fe l téve, hogy a t=0-ban a 
rendszer a tökéletes ál lapotban volt . Az általános
ság megszorítása nélkül feltesszük, hogy az X i á l 
lapot jelöli a rendszer tökéletes állapotát. Ekkor a 
4»R(0) k hosszúságú kezdet i eloszlás vek tor fel té
telezésével az (4.10) kif e jezósje lhasználásával 

MTFF = { 1 0 . . . 0 } N R R l k , (5.4) 
ahol NRR az R ál lapotcsoportra vonatkozó várható 
átlépési Idők mátrixa; mérete kxk . 

5.3 A következő meghibásodás várható ideje, 
MTTF 

MTTF-nek nevezzük a meghibásodás beköve tke 
zésének várható idejét, fe l téve, hogy a t=0-ban a 
rendszer egy jó ál lapotban volt . Itt azt tételezzük 
fel csupán, hogy a rendszer 1 valószínűséggel m ű 
ködőképes ál lapotban volt. 
A kezdeti eloszlás akkor 

iMO). 
4»R 

$R lk 

ós így 

Híradástechnika, XL. évfolyam, 1989.8. szám 237 



MTTF = <|<R NRRlk (5.5) 

5.4 Várható működési idő, MUT 

MUT a k ö v e t k e z ő megh ibásodás vá rha tó Ideje, 
fel téve, hogy a t=0-ban fejeződött be a Javítás. A 
mostani helyzet kissé eltér az eddigiektől , hiszen 
az (4.10) összefüggés felhasználásához meg kell 
határozni azt a stacionárius valószínűségi elosz
tást, amely megadja azt, hogy az S ál lapotcsoport
ból va ló ki lépést köve tően a folyamat milyen va ló
színűséggel lép be először va lamely ik R állapot
csoportbel i ál lapotba. 

Jelölje fy(t) annak valószínűségét, hogy az a fo 
lyamat, amely a t=0-ban lépett be az le S állapot
ba, a t időpil lanatban lép ki először az S ál lapotcso
portból és egy JeR ál lapotba lép be. Ezt az ese
ményt úgy lehet elképzelni, hogy a folyamat T idő 
alatt bizonyos számú lépésben átkerül egy k e S á l 
lapotba, ós azt követően t — T Idő alatt egy lépés
b e n á t l ép a J E R á l lapotba. Mindezt k i fe jezésbe 
foglalva „ N 

fij(t) = / f = X + cpirM Prj h r J ( t -T) d T (5.6) 

J=1,2,. . . ,k, 
i = k + 1 N, t > 0 

Használjuk most is a megoldásra a már bevált 
t ransz formác iós módszer t , ós képezzük a (5.6) 
összefügés Laplace alakját 

f*lj(S) = X <p*lr(s) Prj h*r](s) (5.7) 
r=k+1 

ahol *|»s = (9k+1 <PN}- A kapott eredmény egysze
rűen abból adódik , hogy a stacioner interval lum 
átmeneti valószínűségek, mint tudjuk, függet lenek 
a kezdeti valószínűségeloszlástól. 

Mivel ml az S ál lapotcsoportból történő kilépést 
követő eloszlásra vagyunk kíváncsiak, így azt a 
megfelelő normalizálással kap juk meg, azaz 

A (4.10) k i fe jezésbe behelyettesítve 

(5.13) 

5.5 Várható kiesési idő, MDT 

MDT a javí tás e lvégzésének várható idejét adja, 
fel tóve, hogy a t=0-ban kövekezet t be a meghibá
sodás. Világosan látszik, hogy most is ugyanazzal 
a problémával állunk szemben, mint az előző rész
ben, felcserélve R ós S ál lapotcsoportnak a szere
pót. 
Az előző pont analógiájára 

ós így 

*s(0) = 

MDT = 

fs *l>R PRS 
fS lN-k «|>R PRS lN-k 

4»R PRS M . 
* R P ^ " - k N S S l N -

(5.14) 

(5.15) 

Ezt mátrix a lakban fel í rva 

F SR(S) = 4> ss(s) (PSR n H SR(S)) (5.8) 

A Lap lace - t ransz fo rmác ió ha tá ró r ték tó te lének 
segítsógóvel 

F S R = lim s F SR (S) = l ims 4> ss(s)= 
s—*0 s—*0 

= Hm^PsR°H*sR(s)). 

Figyelembe v é v e azt, hogy 

Hm s $'ss(s)= 4>ss ós H'SR(O) = U S R , 
s—»0 

(5.9) 

azt kapjuk, hogy 
F S R = <í>ss • P S R (5.10) 

Ha feltesszük, hogy a fo lyamat a t=0-ban 1 va ló 
színűséggel tar tózkodott va lamely ik ieS ál lapot
ban, akko r a feltételnélkül i Í R valószínűségi sor
vektor 

f R = _ J S _ <Dss.PSR = <l»S-PSR (5.11) 
<|>S lN-k 

5.6 Várható ciklus idő, MCT 

Az MTC két egymást követő meghibásodás közöt
ti átlagos idő a meghibásodási és a javítási időket 
beleértve. Az MCT-t nem kell külön levezetni, mi
ve l ez a definícióból egyszerűen a következő mó
don megadható: 

MCT = MUT + MDT (5.16) 

A fenti várható ciklusidő ismeretével meg tudjuk 
határozni a készenléti tényezőt a köve tkezőkép
pen Is: 

K = 
MUT MUT _ 

MCT MUT + MDT (5.17) 
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FÜGGELÉK KONGRUENS MÁTRIXSZORZÁS 

A tanulmány során szükségessé vált az ún. kongruens (meg
egyező) mátrixszorzás (angolul: Congrugent mátrix multlplicati-
on) bevezetése. Legyen A és B két azonos méretű mátrix. Az A és 
B mátrix C kongruens szorzatának a mérete ugyanakkora, és az 
elemel a következő módon meg kaphatók: 

cij=a|j.b|j Vlés]-re (F.1) 
így a kongruens mátrixszorzás az azonos helyen lévő elemek 

szorzatából adódik. A kongruens szorzás műveletét kis négyzet 
alakú "doboz"» operátorral Jelöljük, és így az (F. 1) kifejezés mát
rix formában is felírható: 

C = A » B 
A kongruens mátrixszorzás nem csak egyszerű mátrix szor

zásra alkalmazható, hanem mátrixok formálására és csonkításá
ra is. így például, ha I ={8ij} jelöli az egységmátrixot, és U = {un = 
1} a csupa 1 elemű mátrixot, akkor az (A n I) mátrix az A mátrix fő-
átlóját tartalmazó dlagonál mátrix, és (A »(U - I)) viszont meg
egyezik az A mátrix-szal, nulla főátlóbell elemekkel. 

Könnyen mutatható, hogy a kongruens mátrixszorzás rendel
kezik több hasznos algebrai tulajdonsággal. 
Például legyen A, B és C azonos méretű mátrix, az (F. 1) kifejezés 
segítségével bebizonyítható, hogy a kongrugens mátrixszorzás: 

Kommutatív A»B=B° A (F.3) 
Asszociatív (A n B) o C=A o (B n C) (F.4) 
DiSZtrlbutíV An(B+C)=(AnB)+(AaC) (F.5) 

Továbbá definiálhatjuk az A mátrix kongruens inverzmátrixát 
A úgy, hogy 

A » A " 1 =A~ 1 nA = U (F.6) 

így A - 1 - { a ' i ] = - L } . 
alj 

IRODALOM 

[1 ] HOWARD, R.A.: Dynamic Probabilistlc Systems. 
Volume I.: Markov Models. 
Votume II.: Semimarkov and Decision Processes. 
John Wlley & Sons, INC. New York, 1971. 

[2] ROSS, S. M.: Applied Probability Models with Optimatizatlon 
Applications. Holden-day, San Francisco, 1970. 

|3| ROSS, S. M.: Introductlon to Probability Models. 
Academlc Press N. Y.-London, 1972. 

[41 KLEINROCK, L.: Queuelng Systems. Vol I: Theory 
John Wlley & Sons. New York, 1975. 

[5] BUZACOTT, J . A.: Markov Approach to Flndlng Failure Times 
of Repalrable Systems.lEEE. Trans. on Reliabliity, Vol. R-19 
Nov. 1970. pp. 152-156. 

[6] TAKÁCS, L.: Introductlon to the Theory of Queues. 
New York, Oxford Unlverslty Press, 1962. 

(7] TOMKÓ, J . : Renewal Method in the Theory of Semi-Markov 
Processes on Arbitrary Spaces. Prob. Theory and Math. stat. 
VNU Science Press, 1986. 

[8| FELLER, W.: An Introductlon to Probability Theory and Its App
lications, Vol.l., John Wlley & Sons, N.Y. 1057. 

[9] FELLER, W.: On Seml-Markov Processes. 
Proc. Natoinal Academy of Science, 51, (1964) pp. 653-659. 

[10] JEREB, L.: Számítási módszerek bonyolult rendszerek meg
bízhatóságának neghatározására. Kandidátusi értekezés, 
Budapest, 1985. 

[11] BEGAIN, K.: Bonyolult rendszerek megbízhatósági vizsgála
ta. Diplomaterv, BME-HEI. 1986. 

[12] TELEK, M.: Bonyolult rendszerek megbízhatósága. Diplo
materv, BME-HEI, 1987. 

Híradástechnika, XL. évfolyam, 1989.8. szám 239 


