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Jelencikk a semi-Markov folyamatok alapmodelljének kialakit4-
saval, analizisével és egyfajta alkalmazasaval foglalkozik. Célja
az Altalanos meghibasodasi-javitasi folyamatokkal rendelkezd
bonyolult rendszerek megbizhatésagl vizsgélatanak lehetévé
tétele, és ezen rendszerek megbizhatésagi paramétereinek
meghatarozasa. A kapott eredmények (megfeleld interpretacié-
val) alkalmasak kiilonb6zé Atlagos tartézkodasi idéparaméterek
vizsgdlatara.

1.BEVEZETES
1.1 Eiészd

A seml-Markov folyamat olyan sztochasztikus fo-
lyamat, amelyben az allapotok k6zottl atmenetek
egy Markov-lancot alkotnak, de az egyes allapot-
ban eltoltott id6k tetszdleges eloszlasiak.

A kovetkezbkben az alapvetd Jeloléseket és
definicidkat vezetjik be. Az irodalomban tébb féle
médon jelélik az egyes mennyiségeket, ennek el-
lenére a tovabbiakban k&vetkezetesen igyek-
szunk eljarni, lehetdleg kovetve ezzel Howard [1]-
ben hasznalt Jel6lés rendszerét, és ettdl csak ak-
kor tériink el, ha az érthetéség azt megktveteli.

A tovabblakban feltételezzik, hogy az olvasé
tisztaban van a markovi folyamatok alap definici-
dval ¢s Gsszefliggéselvel. Arra a célra tomor 6sz-
szefoglalékat a[10,11]-ben, és részletesebb leira-
sokata[1,3,6]-bentalalunk.

1.20sztalyozas

Hasonléan a markovl folyamatokhoz, a seml-mar-
kovi folyamatokat alapvet&en k6t szempont alap-
Jan osztalyozhatjuk:
- Id6paraméter szerint lehet
—diszkrétide)y, illetve
— folytonos idejti semi-markovi folyamat,
— allapottér szerint lehet
— diszkrét allapotter, és ezen belll
— véges allapotterd, vagy
- megszamlalhatéan végtelen allapotter(i
folyamat,
—folytonos allapotter seml-Markov folyamat.
A kdvetkezdkben csak a véges allapotterd foly-
tonos Idejl semi-Markov folyamatokkal foglalko-
zunk, mivel ezek segitségével tudjuk a valds
rendszerek meghibasodasi-javitasi folyamatait le-
frni. A diszkrétidére csak abban az esetben térink
ki, ha ennek segitségével a szamitas szempontja-
bdl sokkal egyszerlbb rekurziv kifejezéseket ka-
punk.
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2. A SEMI-MARKOV FOLYAMATOK ALAP MO-
DELLJE '

2.1 Napmennyiségek és definfciék

Tekintslink egy sztochasztikus folymatot,
amelyben J, jel6ll a folyamat kezdeti allapotat.
Mindenk = 1-re, Jk jeldli a folyamat allapotat az k-
adik atlépést kévetben. Legyen

PXi)=Pldk=]]Jk-1=1] (2.1)

annak valdszinlsége, hogy a folyamat az /. allapo-
tot kdvetden a j. dllapotba fog 1épni. A kévetke-
z6kben nem kivanunk foglalkoznl az atlépés-
szamtdl valé fuggéssel, igy ezt a felsd k index el-
hagyésaval jelezzik. Jeldlje tovabba x={x7,
...XN} a folyamat dllapotterét. A t; | &tmeneti val6-
szinGségeknek teljesitenilk kell ugyanazokat a
kovetelményeket, mint a markovi folyamatok
esetében, azaz

pij=0 I=1.2..N, j=1.2,..N (22)

]§1 pij=1, (2.3)

ahol N a rendszer allapotainak a szamat jeloli.

Ha a folyamat belép az /. dllapotba azonnal ki-
sorsolja a kdvetkezd allapotot Pn, Piz, ..., Py valb-
szintiségl eloszlas alapjan. Miutan a /. allapot kiva-
lasztasra kerUl a folyamat egy =; Un. tartasidét tolt
el az /. allapotban az Ujabb atiépésig (/ — /). A tar-
tasid6 pozitiv valés érték(i valészinliségi valtoz,
melynek stirliségfiggvényét /1(.)-vel jeloljuk.

Medfigyelhetd, hogy a {Jn, n = 1, 2, ...} folyamat
egy Markov-lancot alkot Py atmeneti valdszinlisé-
gekkel. Az llyen folyamatokat beagyazott Mark ov
folyamatoknak szokds hivni. Jel6lje tovabba n;(t)
az/. allapotba tértént belépések szamat a (0,¢) Id3-
intervallumban, és definialjuk az ¢sszes atiépés

szamot, mint N

n(t)= % ni(/ (2.4)

233



Ha Z(t)-vel Jeldljik az eredetl sztochasztikus fo-
lyamat allapotat, akkor
Z(t) = Jnqty. (2.5)

Definicl6 1.
A{Z(1),t = 0} sztochasztikus folyamatot seml|- Mar-
kov folyamatnak nevezzik.

Definiclé 2.
Az {n(t) = (n1(), ..., nN(Y), t = 0} sztochasztikus fo-
lyamatot Markov felGjitasi folyamatnak nevezzik.

Az eddigiek alapjan vilagos, hogy a semi-Mar-
kov folyamat megadja a folyamat allapotat a t Id6-
pillanatban, mig a Markov felljitasi folyamat egy
szamlalé folyamat, amely szamldlja az egyes alla-
potokban tortént (lll. az 6sszes) belépések szamat
az adott tIdé alatt.

Egy semi- h4 arkov folyamat megadasahoz spe-
cifikéini kell N tartasido stirliségfliggvényt a pjj at-
menetl valészinliségek megadasa mellett.

A 7 tartasidd elteltével a folyamat atlép a . alla-
potba, ahol azon nyomban kisorsolja a kovetkezé
k dllapotot 6s ez alapjan hk(t) strliségfuggvonyd
ik « Véletlentartasidot tolt el ott, 6s [gy tovabb.

Az elsé felvetddd keérdés most az, hogy tortén-
het-e végtelen szamu 4tlépés véges Id6 alatt.

Definicié 3.
Egy | llapot reguléris, ha
P[n(t)= o |Jo=1]=0 mindent<0 (2.6)

Egy Markov felljitasi folyamat regularis, ha min-
den dllapota regularis.

Egy véges allapotter(i Markov felljitasi folyamat
mindig reguléris, ha minden allapotra annak valé-
szinlsége, hogy az adott 4llapotban a tartézk oda-
sl idé nullaval egyenlé, egynél kisebb [2].

Tekintettel arra, hogy mi csak véges allapotterli
rendszereket vizsgalunk, célszerlinek latszik a
matrixos formak bevezetése. A kdvetkezékben
bevezetendd matrixok mérete NxN kivéve, ha ezt
klén megadjuk.

Ezek alapjan Jelélje P = {pij} az &tmeneti valdszi-
nliségek matrixat, a H(.) = {hj(.)} matrix pedig a

hozzatartozé tartasidd slrlségfuggvényeket tar-

talmazza.

2.2 Amagfiggvony
VezessUk be a cjj(.) mennyiségeket a kdvetkezd

maodon:

cij(t) = pyj - hi(t) (2.7)
A cit) mennylségeket magfuggvényeknek a
C(t) = (ciy()} matrixot magmatrixnak nevezik.

A fenti mivelet nem hagyomanyos matrixszor-
z4s, hanem két métrix azonos helyen Iévé6 elemei-
nek a szorzata. Erre bevezetjiik a kongruens mat-
rix szorzasi mliveletet Ugy, hogy

cij=aj.by ’ (2.8)
ds azt a kbvetkezdbképpen Jeldljuk
C=AnB (2.9)
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A flggelék tobb Informaciot és néhany elemi
azonosséagot tartalmaz a kongruens szorzasrol.
Ezek alapjan a magmatrix a kévetkezé médon
Is kifejezhetd
Ct)y=P=Ht) (2.10)

2.3Varakozasiiddk

Definléljuk azt a +; feltétel nélklll Idét, amely meg-

adja egy adott I. dllapotban eltdltott idét a kovetke-

z6 allapot Ismerete nélkl. Ezt az Id6t az I. dllapot-
bell varakozéasi idének nevezik.

Legyen wi(t) ezen varakozasi Id6 strliségfiigg-

vénye, igy

N N

wi(t) =‘21 pij hyt) =]21C|j(t), (2.11)

amely a magmatrixban a sordsszegeket jelenti.

A definicié alapjan a varakozéasl idé momentu-
mal meghatarozhatdk a tartasidé momentumai se-
g{tségével N

= f'r 2 pij hi(r) dv —]21puof hiy(r) 7 dr =
n

=j>=11p|13u (2.12)

Matrix formaban W(t) = {wi(t)}.

2.4 Az interval/lum atmeneti va/észindségek

Legyen ¢j(t) annak valészinlisége, hogy a fo-
lyamat a J. dllapotban lesz a t Idéplllanatban felté-
ve, hogy a 0 plllanatban Iépett be az I. 4llapotba.
Ezt a valdszinliséget a (0, t) IdSintervallumra vo-
natkozé Intervallum atmeneti valészinliségnek
fogjuk hivni.

Vizsgéljuk meg azt, hogy milyen médon lehet az
a folyamat t Id6 mulva j. allapotban, amely éppen
most Iépett be az i. dllapotba? Az egylik lehetséges
eset az, ha | §s]ugyanazt az allapotot Jeldli, és a fo-
lyamat egyaltalan nem Iépett ki ebbdl az allapot-
bdl a (0, t) Id6 alatt. Ez azt Is jelenti, hogy a folyamat
csak t Id6 utan teszi meg az elsé atlépést. Minden
mas esetben a folyamat szilkségszertien megtesz
legaldbb egy atlépést a (0, t) Id6 alatt. Példaul, el6-
szOr atlép egy k allapotba + id6 utan, azutan onnan
bizonyos szamu atlépésben atkerll a J. dllapotba a
maradé t — 7 Id6 alatt.

Osszefoglalva ezeket a meggondolasokat a ké-
vetkez6t kapjuk:

1
ij(t) = 81y WEi(t) + kZ P  hik(z) gkjt—7)dr  (2.13)
=1 9

8u={1 hal=]j

0 hal=]J Lj=1,2,...,N, t>0

ahol W®(t) = P[+, > t]. Ugyanez métrix alakban:

t
(t) = Wo(t) + ({ (PrH(r) dt—7)dr=
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t
=WC(t)+ g Cr)®(t-7)dr - (2.14)

Most I4thatjuk a C°(s) méatrix bevezetésének a
célszerliségét, mitdbb a C(t) matrix sorésszeggel
megadjak a W(r) dlagonalmatrix elemeit. C(r) =
minden értéke melletl integradlja megadja a P at-
meneti valdszinliség matrixot.

Mint 14tjuk, (2.17) egyenlet megolddsahoz egy
integralegyenletet kellene megoldani, amely alta-
lAban nem egyszer( feladat. Diszkrét idejG semi-
Markov folyamatok esetében a fenti kifejezés a
kovetkezd alakban frhaté le a (0, n) Id6interval-
lumra: N a

QN =8y WM +3 _pik % hi(m) gy(n-m) (2.15)

amely egyszer( rekurziv kifejezés. Ebbdl kovet-
kezden egyes esetekben érdemes attérnl a diszk-
rétidével torténé szamitasra.

3. FOLYTONOS IDEJU SEMI-MARKOVI FOLYA-
MATOK ANALIZISE TRANSZFORMACIOVAL

3.1 ALap/ace transzforméacié

Mint lattuk, ha az Intervallum atmeneti valészin(-
ségeket akarjuk meghatarozni, akkor ezt csak
hosszadalmas szamitasok Utjan tehetjik meg. Az
analitikus vizsgélatokban viszont igen elterjedt a
transzformécidk hasznélata. Folytonos idejl vizs-
galatok esetén a Laplace-transzformaclét hasz-
naljak a leggyakrabban.

A Laplace-transzformécid részletesebb ismer-
tetésére itt nem szeretnék kitérni, mivel erre tdbb
Irodalomban faldlunk igen 6 leirasokat 6s 6ssze-
foglaldkat. A kévetkezékben a transzformaltat
egy felsé csillag Indexszel " fogjuk jelSIni.

3.2 Az intervallum atmenet/ valész/niségek
transzforma/tja

Képezzik a(2. 1 3)'5(Ife]ezés transzformalt alakjat:
98 =8I WI8)+ 2 pik hk(S) @ k(s) (3.1)

A transzformaciénak kdszénhetden a konvolu-
cié szorzatta valtozik.

A Laplace-transzformacié elmélete alapjan az I-
edlk allapot varakozéasi ideje komplementer el-
oszlasfuggvényének transzformdltja kifejezhetd a
véarakozasl idd transzformdlt stirGségfuggvénye
segltségével

Wie= 1 (1-wiis) (32)
Mivel a varakozasi Id6 stirlségfuggvénye meg-
adhaté az dtmeneti valészinliségek és a tartasi

Idék sirdsegfuggvénye (magfuggvonyek) segit-
ségével
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. N , N,
w i(s) =]_21 pijh i(s) =1-21 c ii(s) (3.3)

fgy az Intervallum dtmeneti valészinlségek
transzformaltja csupan az atmeneti valészinlsé-
gektdl és a tartasl id6k transzformalt slrlségflgg-
vényétdl fugg
Most fe]ezzuk kl a (3. 1)-t transzformalt matrix
forméban:
®'(s) =W (8)+(PRH (8) ® () =
=WE(5)+C (5) D (8). (3.4)
Afentl egyenlet megoldé sa;
[[1 —C(s) | W°'(s). (3,5)
ahollaz egység mé ixot Jeloli.
A fenti matrixinverz mindig létezik az altalunk
vizsgalt valdés rendszerek esetében.

3.3 Stac/onérus vise/kedés

Térjunk kil most az intervallum atmeneti valdészin(-
ségek viselkedésének vizsgélatara hosszi miké-
dési Id6t feltételezve. Vezessiik be a stacionarius
intervallum atmeneti valdészinliségek matrixat:

®=lim &) (3.6)

A Laplace-transzformaclid hatarértéktétele
alapjan @ kifejezhetd, mint

®d=limsa (s). (3.7)

s—0

Minthogy a szorzat hatarértéke megegyezik a
hatarértékek szorzataval (ha ezek I6teznek),(gy

o=lims @'(s)= ims - cer! m \Av°'(s). (3.8)

Tekintsik most egyenként a jobb oldall mennyi-
ségeket. A masodik hatarérték:

IImWC(s)—IIm WULHﬁT'r‘F\'——w(s) M (3.9)

ahol M= {r}} a varakozasl Id6k atlagértékének dia-
gonélmétrlxa
Definialjunk tovdbbd a T (s) transzformalt matri-
xot, mlnt
T(s)=s]l -c (s)] —PaH (s)] (3.10)
ésrendezzik ataz egyenl6s get a kdvetkezd mé-
don:
T(s) T(s)[PnH(s)]—sI (3.11)
Vizsgéljuk meg ezt az egyenletet az s—0 esetre,
és vegyUk észre, hogy a Laplace-transzformacié
definiciéjabdl k 6vetkeazik, hogy
H(©0)=U, (3.12)
ahol U Jel6ll a csupa 1-es elem(i métrixot. A (3.11)
egyenlet gy a kovetkezdre egyszerlisddik:
T(0)=T (O)P. (3.13)
Mint 14tjuk T (0) amatrixnak ugyanazt az egyenle-
tet kell teljesiteni, mint a bedgyazott Markov-lanc
stacloner éllapotvalészf nlség vektoranak, azaz
M=T1P, (3.14)
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gy a T (0) matrix mindegyik sora egy aranyossagi
tényez6tdl eltekintve megegyezik a beagyazott
Markov-lanc stacioner allapot valdszin(iség vek-
toraval, amely egyértelm(i, ha a lanc ergodikus.
Most mat felirhatjuk @ (3. 8)-nak megfelels érté-
két: .
o=T(O)M (3.15)
amelynek eleme}
@) =1 j(0) 7] =Kj )7 Li=1,...,N, (3.16)
ahol a kj hatarozatlan aranyosséagi tényez6 a T (0)
matrix i-edik eleme s a IT vektor k6z6tt. Mivel a gy
Intervallum atmeneti valdszinliségek 6sszege az
Osszes allapotra egg%el egyenld, { gy
N

2oy=1= % Kimj=Ki % wj7, (317
Ge=t=Zkmm=k Zmg  @17)

amelybdl
ki=—g——  iJ=1...N. (3.18)
2 mjTj
J=1

Lathatd, hogy az aranyossagl tényezé ugyanaz
az Osszes allapotra. Definiljuk az egy tetszéleges
allapotbeli atlagos varakozasi id6t

_ N
=3 w1 (3.19)
j=t

Osirjuk at a (3. 16) kifejezést a kvetkezd alakra:
o= Lk~ (3.20)

Mint varhaté volt, az intervallum atmeneti valg-
szinliségek hatarértékel fliggetienek a semi-mar-
kovi folyamat kezdeti allapotatdl, igy elegends a
masodik Index hasznalata az elemek megkulon-
boztetésére. Szavakba foglalva a (3. 20) kifeje-
zést: a semi-markovi folyamat hatar int. &tm. valé-
szinliségei megegyeznek a hozzatartozé beagya-
zott Markov- lanc stacionarius allapotvaldszinlisé-
geivel, megszorozva az adott allapot atlagos va-
rakozasi Idejével 6s normalizalva az allapotok at-
lagos varakozasiidejére.

Ujbdl emlékezziink arra, hogy a ¢; mennyiség
megadja annak valészinliségét, hogy a folyamat a
J. dllapotban talalhat6 feltéve, hogy a folyamat
elég hosszuideje mikodik.

Egy nagyon fontos megfigyelés a (3. 20) kifeje-
zéssel kapcsolatban az, hogy a folyamat staciona-
rius viselkedését a tartasidd eloszlasoknak csu-
pana varhato értéke befolyasolja.

Mivel a & matrix soral megegyeznek, igy defini-
alhatjuk a hatar intervallum atmeneti val4szin(isé-
gek vektorat ¢ = {¢)}, s kifejezhetjik ezt a be-
Agyazott Markov-lanc stacionarius allapotvalészi-
nlssg vektoranak segitségével:

y=1 1M (3.21)

T
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4. ALLAPOTCSOPORTBAN ELTOLTOTT ATLA-
GOs DO

A kovetkezékben bevezetiink néhany Uj valé-
szin(iség-6s Id6fogalmat az allapottérre, vagy an-
nak egy részére. Célunk ezzel az, hogy megte-
remtsiik a megfeleld apparatust néhany rendszer-
Jjellemz6 meghatarozasahoz. ilyen jellemzék a
megbizhatésagi vizsgalatok esetén az adott alla-
potcsoportbeli tartézkodasi valészinliségek (pl.
készenléti tényezd) vagy az allapotok egy cso-
portjara vonatkozé varakozasiidok (MTFF, MTTF,
MUT, MDT, stb.).

Jeldlje vij egy adott R allapotcsoport elhagyasa-
ig a jeR allapotban eltoltott 6ssziddt feltéve, hogy
a folyamat az leR allapotba Iépett be a t = 0 -ban.
Az allapotcsoportban elt6ltétt idék vizsgalatahoz
rendezzik at olymddon az allapotteret, hogy a
vizsgalt allapotcsoportba tartoz6 allapotok elére
kerllnek, azaz R = (X, Xz, ..., Xk} C X, ahol X a tel-
jes allapotteret jeloll. Nevezzik az allapottérnek
az R allapotcsoporton kivll részét S-sel, azaz S=
X\R = {Xk+1, ..., XN}. Ennek megfeleléen rendezziik
at a folyamathoz tartozé alapmatrixokat (P, H(t) és
W(t)) a kévetkezd minta szerint, pl. P métrixra

Prr Prs
P= :
[PSR Pss ] 1)

Jeldlje v az 4tiépési idét az R Allapotcsoportbél
az S-be, feltéve, hogy a folyamat egy R allapot-
csoportbeli éllapotEan kezdte a mik 6dését, azaz

Zel0)=1. (4.2)

A v atiépési id6 vizsgalatahoz eltekintiink az S
allapotcsoporton belllli, és az S— R allapotvaltoza-
soktdl s, igy Psr=06sPss = 0.

Definidljuk az xj(t) indikatorfiggvényt, amely-
nek értéke 1, ha a folyamat a j. allapotban van a t
idépillanatban, és 0, ha nem, feltéve, hogy a folya-
mat az |. llapotba lépett be a t=0-ban.

K&nnyen belathato, hogy

= [ X9 ot (4.3)

dsa|. dllapotban eltoltott id6 varhaté értéke

vij =0[§|j(—t) dt, (4.4)
Mivel azonban P[xij(t) = 1| i] = jj(t) s P[xjj(t) = 0]
=1-¢it). gy,

vij= Jeiat, (4.5)

Figyelembe véve a Laplace-transzformacié de-
finiciéjat ezt felirhatjuk, mint
[+ o]

;u = J @ij(t) e St =cp’lj(0) (4.6)

s=0
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Felhaszndlva az el6zé fejezetben kapott ered-
ményt, mégpedig
®(s)=[1-C() W' (s)=
=[I-PaH ()] ' W(s)
s=0-tbehelyettesitve az elozoeknek megfelelben

®0)=lms ®(9)=Imsi-C S IMW(s) (47)
és mivel tudjuk, hogy H (0) = U, il. im (\)~° (s)=M=

{ri}, akkor vezessik be az N = {yij} matrixot:
Nrr=[lkk —PRR] ' MRR (4.8
ahol Nrg az R 4llapotcsoportra vonatkozé varhaté
atlépési Id6k matrixa, mérete kxk.
Jeldlje vi az allapotcsoportban eltdltott idé var-
hatd értékét, feltéve, hogy a folyamat I-be 1épett
be a t=0-ban.

Akkor
K

_ =]§1;‘“ (4.9)

Ha a folyamat a t=0 Id6pillanatban bizonyos
kezdeti valészin(iségi eloszlas szerint |6p be az
egyes allapotokba

11(0)={w1(0), ..., mk(0), wk+ 1..., wn(0)}

Ha feltesszlk, hogy a folyamat 1 valdszinliség-
gel a vizsgalt allapotcsoportbdl indult, azaz
w1(0) = 0, ha | > k akkor ezen kezdeti eloszlassal
kiszam(tjuk az allapotcsoportbdl valé kilépés ide-
jének v varhato érték ét, amely

v =TIk(0) NRR Ik (4.10)

ahol Ik egy k hosszlUsagu csupa egyes elemUi 0sz-
lop vektor.

5. MEGBIZHATOSAGI PARAMETEREK MEGHA-
TAROZASA

Az eddigiekben bemutattuk a seml-Markov folya-
matokat, s meghataroztunk néhany jellemzé
mennyiséget velik kapcsolatban. Mint lattuk, a se-
mi-markovi folyamatok idéfliggd vizsgélata
transzformacidk segitségével elvégezhetd. Az igy
kapott eredmények viszont nehezen értékelhe-
tok, mivel a legtébb esetben nem, vagy nagyon
nehezen tudjuk a megoldast idétartomanyba visz-
szatranszformainl. A fent emlitettek miatt altala-
ban a semi-Markov folyamatok stacionarius jel-
lemzdinek meghatarozasaval, és igy a kapott
eredmények altaldban stacionarius valészinlisé-
gek, vagy atlagos idSk. Jelen fejezetben az eddigi
eredmények egyfajta alkalmazasat mutatjuk be,
az altalanos meghibasodasi-javitasi folyamattal
rendelkezd rendszerek megbizhatdsagi vizsgala-
taban. Az altalanos folyamatot az teszl indokoltta,
hogy amig a homogén Markov-lancok jé modellt
alkotnak az elektronikus rendszerek meghibaso-
dasi folyamataira, addig a nem elektronikus meg-
hibasodasi és javitasi folyamatok esetében sziik-

Hiradastechnika, XL.évfolyam, 1989. 8.szam

ségessé valik altalanosabb tartasi idéeloszlasok
hasznalatais.

Tegyuk fel, hogy a vizsgalt rendszer megbizha-
tésagi (meghibasodasi-javitasl) viselkedését leird
{z(1), t= 0} folyamat semi- Markov folyamat (P, H(t)),
Os legyen X a folyamat allapottere. Kllonbdztes-
stink meg két dllapotcsoportot az allapottérben:

R={X4,..., Xk} am(ikdddses dllapotok és
S =X\R = {Xk+1, ..., X} @a mUkdédésképtelen allapo-
tok csoportja.

A tovédbbiakban ugyanazt a vektor és matrix
particionalast alkalmazzuk, mint az 4.2. pontban
tettlik, az ott targyalt erdmdnyek segitségével ha-
tarozzuk meg a megbizhatésagi paramétereket.

5.1 Akészen/étitényezd

A készenlétl tényezé a kovetkezoképpen értel-
mezhetd: k

K=lImPiz()R] —t_llf\;]z‘«1 Plz(t) = Xj]= ]2‘«1% - (89)

Ennek alapjan a készenléti tényezd meghataro-
zasahoz meg kell oldani a folyamathoz tartozé be-
agyazott Markov—léncra a

=TP (5.2)
egyenletet [1], 6s abbél kell meghatarozni a staci-
onarius Intervallum atmeneti valészinliségeket az
Osszefliggés alapjan.

Y= (6.3

—Hl—t

5.2 Az o/sé meghibasodéas varhatd ideje,
MTFF

MTFF-nek nevezzilkk a meghibdsodéas bekovetke-
zésének varhaté idejét, feltéve, hogy a t=0-ban a
rendszer a tokéletes allapotban volt. Az altalanos-
sag megszoritasa nélkll feltesszlik, hogy az X1 &l-
lapot Jel6li a rendszer tbkéletes allapotat. Ekkor a
YR(0) k hosszlsagu kezdeti eloszlas vektor felté-
telezésével az (4. 10) kifejezds felhasznalasaval

MTFF={10...0} Nrrlk, (5.4)
aholNrrazR éllapotcsoportra vonatkozé varhatd
atlépési idék matrixa; mérete kxk.

5.3 A kévetkezd meghibasodés vérhats ideje,
MTTF

MTTF-nek nevezziik a meghibasodas bekovetke-
zésének varhaté idejét, feltéve, hogy a t=0-ban a
rendszer egy |0 allapotban volt. itt azt tételezziik
fel csupan, hogy a rendszer 1 valészinliséggel mi-
kodbképes allapotban volt.
A kezdeti eloszlas akkor
YR
PR(0) = VR Ik

Osigy
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- B[
MTTF = NRr Ik (5.5)

5.4 Varhaté mukodési idé, MUT

MUT a kdvetkezd meghibasodas varhaté ideje,
feltéve, hogy a t=0-ban fejezédott be a Javitas. A
mostanl helyzet kissé eltér az eddigiektél, hiszen
az (4.10) osszefliggés felhasznalasahoz meg kell
hatarozni azt a stacionarius valészinlségi elosz-
tast, amely megadja azt, hogy az S allapotcsoport-
bél vald kilépést kvetben a folyamat milyen valé-
szinlséggel 16p be eldszér valamelyik R allapot-
csoportbeli dllapotba.

Jeldlje fj(t) annak valdszinlségét, hogy az a fo-
lyamat, amely a t=0-ban lépett be az le S dllapot-
ba, a tidSpillanatban 16p ki el8szér az S dllapotcso-
portbél és egy JeR éallapotba 1é6p be. Ezt az ese-
ményt Ugy lehet elképzelni, hogy a folyamat  Id6
alatt bizonyos szamu Iépésben atkeril egy ke S 4l-
lapotba, 6s azt kévetben t — 7 1d6 alatt egy 16pés-
ben atlép a JeR &llapotba. Mindezt kifejezésbe
foglalva

o N
fiy(®) =0f r=§+ ?Ir(T) prj hrj(t-7) dv (5.6)
J=1,2,....k,
i=k+1,..,N, t=0

Hasznaljuk most is a megoldasra a mar bevalt
transzformaciés médszert, s képezzik a (5.6)
Osszefligés Laplac?l alakjat

£4(8) =3 ¢ i(S) Prj h y(S) (5.7)
r=k+1

Ezt matrix alakban felfrva
F'sr(s)=®ss(s) (PsRnHsR(S)  (5.8)

A Laplace-transzformacié hatarértéktételének
segltségével

Fsr=ImsF sr(s)=Ims @ ss(s)=

=lim gvsnnH'sn(s». (5.9)

Figyelembe véve azt, hogy

gr_r)m § ® ss(s)= dss 6s Hsr(0)=Usr,

aztkapjuk, hogy
Fsr=dss.Psr (5.10)

Ha feltessziik, hogy a folyamata t=0-ban 1 valé-
szinliséggel tartézkodott valamelyik leS allapot-
ban, akkor a feltételnélkli ir valészinliségl sor-
vektor

fr= __Vs

Pss.Psn=¢s.Psg  (5.11)
s IN—k
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ahol ¥s = (pk+1, ..., pN}. A kapott eredmény egysze-
rlien abbdl adédik, hogy a stacloner intervallum
atmeneti valdészinliségek, mint tudjuk, figgetienek
a kezdeti valészinliségeloszlastél.

Mivel ml az S dllapotcsoportbdl térténd kilépést
kovetd eloszlasra vagyunk kivancsiak, gy azt a
megfelelé normalizdlassal kapjuk meg, azaz

_ _fR _ _¥sPsm
‘IJR(O)_ frlk = ‘bSPSR'k (5-12)

A (4.10) kifejezésbe behelyettesitve

P —
MUT = %SPT?K NrR Ik (5.13)

5.5 Varhaté kiesési idé, MDT

MDT a javités elvégzésének varhaté idejét adja,
feltdve, hogy a t=0-ban kévekezett be a meghiba-
sodas. Vildgosan latszik, hogy most Is ugyanazzal
a problémaval dllunk szemben, mint az el6z6 rész-
bgn, felcserélve R 6s S allapotcsoportnak a szere-
poét.

Az el6z6 pont analdglajara
¥s(0)= fS::—k N \bn‘bgnpsqz-k (5.14)
Os igy
MDT = qﬁq’%ﬁ% Nk (6.18)

5.6 Varhatdé ciklus idé, MCT

Az MTC két egymast kdvetd meghibasodas kozot-
ti dtlagos id6 a meghibdsodasi és a javitasi id6ket
beleértve. Az MCT-t nem kell killén levezetni, mi-
vel ez a definiciébdl egyszerlien a kdvetkezd mé-
don megadhaté:

MCT =MUT + MDT (5.16)

A fenti varhaté ciklusid6 ismeretével meg tudjuk
hatéaroznl a készenlétl tényezst a kvetkezOkép-
penis:

MUT MUT
K= MCT ~MUT+MDT (5.17)
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FUGGELEK  KONGRUENS MATRIXSZORZAS
A tanuimény sordn sziikségessé véit az (n. kongruens (meg-
egyezs) matrixszorzas (angolul: Congrugent matrix muitiplicati-
on) bevezetése.LegyenA és B kétazonos méretimatrix. AZA és
B métrix C kongruens szorzatanak a mérete ugyanakkora, és az
elemel a kévetkezd médon megkaphaték:
cij=ajj.bjj  Viés]-re (F.1)

{gy a kongruens matrixszorz4s az azonos helyen I6vS elemek
szorzatdbél adédik. A kongruens szorzds muveletét kis négyzet
alak("doboz" moper4torral jelljik, és (gy az (F. 1) kifejezés mat-
rix forméaban is felirhaté:

C=A=B

A kongruens métrixszorzds nem csak egyszer( métrix szor-
zésraalkalmazhat6, hanem métrixok form4idsara és csonkitasa-
rals. [gy péidaul, ha | ={8ij} Jei5li az egységmatrixot, ésU = {UI'j =
1}acsupa 1 elem(i métrixot, akkor az (A = [) m4trix az A matrix {6-
4ti6j4t tartaimazd diagondl métrix, és (A = (U - [)) viszont meg-
egyezik az A matrix-szal, nulia {64tiébell elemekkel.

Kdnnyen mutathat6, hogy a kongruens métrixszorzas rendei-
kezik tébb hasznos algebrai tulajdonsiggal.
Péidaul legyenA, B és C azonos méretimaétrix, az (F. 1) kifejezés
segitségével bebizony(thaté, hogy a kongrugens matrixszorzas:

Kommutatfv AnB=Ba A (F.3)
Asszociatlv  (ArB)=C=An(B=(C) (F.4)
Disztributly A= (B+C)=(ArB)+(ArC) (F5)

Tovabb4 definidihatjuk az A métrix kongruens inverzmaétrix4t
A~ gy, hogy
Asa~t-A"laa-y (F.6)
iy A'=@ay=1 }.
a|j
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