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Ebben a kézleményben a nem-binaris Hamming kédok és a Re-
ed- Solomon kédok konstrukcldjat mutatjuk be alkalmazas! pél-
dékkal.

1.Bevezetés

Mint minden Igazan értékes és nagyszeri dolog a
vilagon, igy a hibajavité kédok elmélete Is, elébb
vagy utébb elmondhaté egyszerien Is. A tovabbi-
akban megmutatjuk, hogy a Reed-Solomon ké-
dok, mint tdbb hibat javit, nem-binaris s optima-
lis kédok konstrukcléja elsajatithaté minden kilo-
nésebb matematikal érdekl6dés 6s elbképzettség
nélkul. Erdekes médon, ha kézvetlenil ezeknek a
kédoknak a tanulmanyozasat tizzik ki célul, ak-
kor elkerllhetjik azokat a terlleteket (BCH kéd,
primitiv polinom stb.), melyek Jellegzetesen el-
vesztik még egy ujdonsagokra fogékony mérndk
kedvétis.

Az 1980-as évek végéig a kbddelmdlet alkalma-
zasl terulete Igen szlk volt, mivel az atvitel meg-
bizhatésagat vagy a csatorna Javitasaval (adétel-
jesitmény-, savszélessdgnbvelds stb.) vagy visz-
szacsatolas kiépitésével (ARQ) névelték. Ez utéb-
bl eredményezte a hibadetekcié (CRC) tdmeges
alkalmazasat. Az 1980-as években viszont egy-
részt a technoléglal lehetéségek jelentésen bévil-
tek, masrészt a tomegszolgalatokban Jelentkez-
tek olyan feladatok, ahol nincs visszacsatolas, te-
hat a hibadetekclé Snmagaban semmit sem ér, ha-
nem hibajavité kédolasra van szilkség. A késéb-
biekben erre gyakorlati példakat is mutatunk.

Ez a k6zlemény az [1] tanuimany egy részének
a kibgvitése. Nem targyaljuk a hibajavité kédok
elméletének olyan fontos terlletét, mint a ciklikus
kédok, bar a bemutatand6 kédok ciklikusak. Nem
beszéllink tovabba kllénb6z6 dekédold eljara-
sokroél, mivel az Igazan hatékonyakat nem tudjuk
bonyolult algebral apparatus bevezetése nélkl
bemutatni. Ha valakit a téma ezek utan mélyeb-
ben érdekel, akkor annak ajanljuk a [2]-[10] kény-
veket.

A [17] 6s [18] clkkek a hibajavité kédelmdlet al-
kalmazasanak és a varhaté technolégial fejlédédst
figyelembe vevé alkalmazhatésaganak a trendjét
. elemzik a 80-as s a 90-es évekre vonatkozélag.
Kulénds tekintettel mérlegelik a két legfontosabb
irdnyzatot: a konvoltciés kédokat Viterbi dekédo-
Iassal illetve a Reed-Solomon kédok hatékony fel-
hasznalasi terlleteit.
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2.Kddolasi alapfogalmak

A hibajavité kédolas alapveté modszereit a ko-
vetkez6 egyszerl hirk6zlési struktara kapcsan
vizsgaljuk

H:orrés 6dol6—|Csatornal—{ Dek 6dolé |-Nyels
X Um Vm Y

X) és Y| sorozat elemel egy F halmazbdl veszik
értékeiket, mely halmazt forras-ABC-nek nevez-
zUk. A kédol6 az X| sorozat egy szegmensét, azaz
egy vektort, képez le az um sorozat egy szegmen-
sébe, azaz egy vektorba. Az um értékeit egy vé-
ges G halmazbdl veszl, melyet k6d-ABC-nek vagy
csatorna bemeneti ABC-nek fogunk hivni. A csa-
torna kimenete vm szintén G-bdl veszi az értékeit.
Azt mondjuk, hogy azm-edik Idépontban a csator-
na hibazott, haum = vm.

Egy

u=(ui,...Un)
bemeneti 6s

v=(V|,...Vn)

kimeneti sorozat esetén jeldlje d(u,v) azon | pozici-
6k szamat, ahol u; = vi.
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d(u, v) az u,v sorozatok Hamming tavolsaga, 6s
azt mondjuk, hogy az u sorozat kuldésekor és a
sorozat vételekor a hibdk szama t=d(u, v). Ezt az
esetet nevezzik egyszerl hibdzdsnak, amikor a
hiba helye 6s értéke egyarant ismeretien. d(u, v)
valébantavolség, hiszen

d(u,v) = 0,
d(u, v)=d(v,u)

6s Igaz a haromszdg egyenlStienség:
d(u, v) =d(u, w)+d(w, V).

Kéd (blokk-kéd) alatt a G” halmaz egy C rész-
halmazat értjik, azaz C minden eleme egy n hosz-
szU vektor, melynek koordinatal G-bellek. C ele-
melt kédszavaknak nevezzik. A kédolas egy In-
vertalhaté figgvény, mely k hosszu F-bell soroza-
tot — lizenetet — képez le egy kédszdba, formali-
zalva K

f.:F —-C

6s minden kli16nb6z8 x,x’-re f(x), f(xX’) Is kGldonb6z 8.
Dekddolas alatt két fuggvény egymasutanjat
értjuk. Az egylk a csatorna kimenetének n hosszu
szegmensét képezile C-be, azaz igyekszik eltalél-
nl a kildott kédsz6t, a méasik pedig az f fuggvény
inverze, tehat
gG"»C, f':C—F*

Mivel f egyértelmien meghatarozza 11, ozért
dekddolas alatt a késdbbiekben csak a g fugg-
vényt értjuk. A g dekddolé figgvényként az al-
gebral hibajav(té kédok elméletében speclélis
fuggvényt valasztunk, nevezetesen a v vektorhoz
megkeressik azta ¢’ e C kédszét, mely Hamming
tavolsag szerint hozz4 a legkdzelebb van, vagy ha
tobb llyen van, akkor az egylket, tehat teljesdl
hogy ha ¢’ =g(v), akkor d(c’,v) = énel% d(c, v).

A dekddolds feladata ezek utdn arra a messze
nem trividlis feladatra sz(ikul, hogy egy v vett sz6-
hoz hogyan keressiik meg a hozza legk 6zelebbi ¢’
kgdszét anélkl, hogy minden d(c, v)-t kiszam{ta-
nank.

A kés8bbiekben kliderll, hogy a kédold f fugg-
vény leglényegesebb tulajdonsaga a C kéd para-
métere, amit kédtavolsagnak nevezink, 6s dmin-
nel jelslink:

Amin= min
c#c¢ ¢cCe

Hibajelzés a hibakorlatoz6 kédolds azon felada-
ta, amlkor a vevében csupan detektalni akarjuk a
hibaz4s tényét. Nyllvan egy v vett sz6 esetén ak-
kor tudjuk a hib4zéast észrevennl, ha v nem kdéd-
sézé, amire garancia, hogy ha c kildott kédszé ese-
ten

g(c, c).

dmin> d(V, C)

azaz a hibak szamara
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dmln>t:

tehat egy dmin kédtavolsagu kéd minden legfel-
jebb dmin — 1 szaAmU hibat jelezni tud.

Hibajavitas esetén azt kérdezzik, hogy ha ta hi-
bak szama, akkor mi biztos(tja, hogy a v vett szé-
bél a ¢ kédsz6 egyértelmien visszaallithaté le-
gyen, azaz minden mas ¢’ kédszéra.

&v,c’)>d(v,c) (2.1)
legyen. Mivel a Hamming tavolsag valéban tavol-
sag, ezért teljes(ti a haromszdgegyenlétienséget,
azaz

v, c’) =2 d(c,c’)-d(v,c) (2.2)

tehat (2.1) ugy biztos(thaté, hogy
d(c,c’)-d(v,c)>d(v,c),
azazmindenc’ = c-re
d(c,c)>2d(v,c)
dmin/2 >d(v, ¢).

vagyls

Osszefoglalva: egyszer( hibazas esetén minden
legfeljebb Int((dmin — 1)/2) szamu hiba javithaté.

Gyakran fordul el§ olyan hibazas, amlkor tudjuk,
hogy egy pozfciéban hiba lehet, vagyis tudjuk,
hogy mas poziciéban nincs hiba, tehat a hiba he-
ly6t Ismerjuk, csak a hiba értékét nem. Az llyen hi-
bat toriéses hibanak nevezzik. Egyszer(ien belat-
hat6, hogy minden dmin — 1 torléses hiba javithato,
ugyanis a legrosszabb esetben sem fordulhat el§,
hogy két c, ¢’ kédsz6 ugyanazon, de legfeljebb
dmin — 1 pozicléjanak tériésével ugyanazt a szét
kapnank.

Singleton kor/at: Egy M kédszébdl allé, n hosz-
s2U és d min kédtavolsagu kédra

n—dm|n+1

M=<q

ahol q a k6d-ABC elemszama. Ezt bizonyftandé le-
gyen k egy termdésztes szam, melyre

qk_1<quk.

Mivej a k - 1 hogszu kiilénbéz4 sorozatok szdma
q |, ezértq < M miatt Iétezik két kddszé ¢ és
c¢', melyek az elsd k — 1 koordinataban megegyez-
nek.Ezekre

d(c,c’) = n-k+1,

kovetkezésképp dmin < n—-k +1,azaz
quksqn-—dm|n+1
Azon kédot, melyre a Singleton korlatban = All
MDS (maximum distance separable) kédnak ne-

vezzik. Ha a kédolandé izenetek k hosszt vekto-
rok, ahol a koordinatak q lehetséges értéket vesz-

Hfraddstechnika, XL. évfolyam, 1989.8.sz4m




nek fel, akkor M= qk, tehat a Singleton korlat
dmin<n-k+1.

3.Binaris linearis kédok, binaris Hamming kéd

A tovébblakban a kédjainkban szerepld kéd-
szavakat alkoté szimbdlumok legyenek O vagy 1
értéklek, az 6sszeadas 6s a szorzas pedig a bina-
ris 6sszeadas és a binaris szorzas, vagyis a mod 2
bsszeadds és szorzas.

Egy binéris C kédot linearisnak nevezink, ha
0 e C és a C halmaz lineéris tér, azaz ha minden
c,c’eC-rec+c’eC.

A linedris kddok jelentdségét az adja, hogy az
egyes Uzenetekhez tartozé kédszavak viszonylag
egyszerlien generalhatdk, és ugyancsak egysze-
rii médszer taldlhaté a vett kédszavak hibamen-
tességének vizsgdlatara, vagyis a hibadetektalas-
ra, és a hibak javitdsa sem bonyolult. A kévetke-
z0kben e médszereket fogjuk bemutatni.

Jelentsen C tovabbra Is egy linearis kédot, a
kédsz6hossz legyen n. (EKkor C az n hosszusagu
binaris elemeket tartalmazé sorozatok terének
egy altere; "kddsz6" helyett gyakran "vektor"-t fo-
gunk mondani.)

A valds vektortérben megszokott linearis flg-
getlenség és béazis fogalmak ittis teljesen hasonl6-
an értelmezhetdk, vagyis a g1, g2,....,g; € C vekto-
rok linearisan fuggetljenek, ha aj € {0, 1} mellett

Jaigi=0
=1

csak ugy allhat eld, ha aj=0 mindeni=1,2,...j-re. A
d1,92....0k € C vektorok a C linearis tér egy bazi-
sat alkotjdk, ha linedrisan fuggetlenek, tovabba
igaz az, hogy minden ¢ e C vektor eléallithaté

k

c =l§1ui gi (3.1)

alakban, ahol uj {0,1} mindeni=1,2,... k -ra.
A (3.1) egyenléség folirhaté matrixalakban:

c=uG, (3.2)

ahol u=(u1, uz, ..., k), G pedig a bazisvektorokbdl
mint sorvektorokbdl 4llé6 matrix. A (3.2.) egyenlet-
tel tehat egy k dimenziés 6s egy n-dimenziés vek-
tort rendeliink 6ssze linearis transzformaciéval
mégpedig kolcsdndsen egyértelmli médon. Azt
fogjuk mondani, hogy az u tGzenethez a ¢ kddsz6
tartozik. K

A k-dimenziés u vektorokkal 2"-féle Uzenetet
fejezhetlnk kI, s ezeket kédolhatjuk a C kéddal. C
elemei azonban n-dimenziés vektorok, és n nem
kisebb k-nal, hiszen k az n-dimenziés vektorok C
alterének dimenziészama. A k = n esetnek nincs
most jelentdsége, ha k kisebb, mint n, akkor vi-
szont vilagos, hogy hem minden vektort kell fel-
hasznalni kédszénak, vagyis kédunk redundans
lesz, s ezt a redundanciat tudjuk hibajavitasra fel-
hasznalni.
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Az Uzenetekhez a kédszavakat a G matrix se-
gitségével rendeljik hozza, vagyis a G matrix jel6li
kl az n-dimenziés vektortérnek a kédot jelentd C
alterét, a kédot G "generalja”. A fenti tulajdonsagu
G matrixot a C kéd generatormatrixénak nevez-
zUk.

VegyUk észre, hogy ha nem térédink azzal,
hogy melyik kédszé melyik Uzenethez tartozik,
csak a kédszavak halmazat tekintjuk, akkor G
nem egyértelmi, vagyis tébb matrix is generalhat-
jaugyanazt a C kédszéhalmazt. Egy (n, k) paramé-
terll linearis kéd szisztematikus, ha minden kdd-
szavara Igaz, hogy annak utolsé n-k szimbdlumat
elhagyva éppen a neki megfelelé k hosszusagu
tzenetet kapjuk.

A 2. pontban mar leszégeztik, hogy dekédolas
alatt csak az esetleges hibak javitasat értjuk, ami-
nek eredményeképp egy kédszét kapunk. Az
Uzenetvektor visszanyeréséhez még el kell ugyan
végeznl a kédolas Inverz miiveletét, ez azonban
rendszerint trividlis 16pés, szisztematik us kéd ese-
tér:!3 példaul csak el kell hagyni a kédszé egy ré-
szet.

llyenkor (tehat szisztematikus kéd esetén) a ge-
neratormatrix Is egy értelmi, mégpedig

G= (I, B) (3.3)

alak(, ahol Ik a k-szor k-as egységmatrix, B pedig
k-szor (n — k) méretd matrix. Az u Uzenethez tarto-
z6 ckddszé szerkezete tehat:

c =(u1,uz,..., Uk, Ck+1, Ck+2, ..., Cn).

A c elsd k koordinatajabél allé szegmensét lize-
netszegmensnek, az utolsé n — k koordinatajabsl
allét paritasszegmensnek nevezzik.

A kovetkezdkben olyan észrevételeket fogunk
tenni, amelyek elvezetnek az igért egyszer( hiba-
detektalashoz llletve hibajavitashoz.

Ha egy n -k sorbdl és n oszlopbdl 4llé H matrixra

Hc'=0

akkor és csak akkor, ha c e C, akkor H-t a C kéd
paritas ellenérzd matrixanak nevezzik. (Réviden
paritasmatrixot fogunk mondani.)

H segitségével, tehat meg tudjuk allapitani, hogy
egy vett szé valéban a kédszé-e.
3.1.Tétel: Ha G és H ugyanazon C linearis kéd ge-
neratormatrixa illetve parltdsmatrixa, akkor

HG =0.

Bizony/tas: Jelblje Q¥ a k hosszu bIQérIs soroza-
tok halmazat. Ekkor minden u e Q" -hoz létezik
c e C,amirec=ugG, és ¢ e C miatt

azaz

T T

Hc'=HuG) =HG u' =o0.
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Az utolsd egxenldség pedlg csak ugy allhat fonn
mindenu e GQ*-ra,haHQ@" =0, amint dliftottuk.

Nézzik milyen alaku lehet H, ha kddunk sziszte-
matikus. Ekkor tudjuk, hogy

G=(k,B)

-alakU, keressiik H-t

H = (A, |n_k)
alakban. A feltétel tehat:

HG' =(A,Int) (I, B) =A+B"=0

Azaz
A=-B'
kell teljesiljon (Binaris esetben - B' =B
Egy ¢ vektor sulya a koordinatal kézott levd
nem nulla elemek szdma, Jeldlése w(c). Egy C kéd
minimalls sulyan a

W =min w(c
mlnceCcatSJ)

szamot ért)uk.
3.2.Tétel: Egy Clinearis kédra

dmin =Wmin

Bizony/tas:
=ml "y =minw(c-¢’) =mi =W,
dmin gn#ncq(c,c) c;tré, (c-¢) gr; rbw(c) min

ahol az utolsé elStti egyenldség felfrasakor a C
kéd linearitasat hasznaltuk ki, ebbdl kdvetkezik
ugyanis, hogy c-c’ Is kédszd, tovabb4, az is, hogy
minden kédszé elball llyen klldénbség alakjaban.
(Utébbi ahhoz szlikséges, hogy a minimum képzé-
sekor valéban minden o e C -t figyelembe vehes-
sik.)

A 3.2. Tétel jelentdsége abban 4ll, hogy segftsé-
gével a dmin definicié alapjan térténd kiszamitasa-
hoz sziikséges |C| (IC| -1)/2 milveletet a Wmin KkI-
szamitasahoz szikséges |C| - 1 miveletre redu-
kéalhatjuk. (|C|-vel a C elemszamét Jeldljik.)

A kovetkezdkben azt mutatjuk meg, hogyan
hasznalhat6 a Hmatrix a dek ddolaskor.

Legyen az adottkddszdc,avettszév.Aze =v-
—c vektort hibavektornak nevezziik. Vegyik ész-
re, hogy

Hv =H(c+e) =Hc' +He' =He'

vagyisaHc T értéke csak a hibavo Ftortél flgg, az
adott kddsz6tél nem. Az s=H v’ mennyliséget
szindrémanak nevezzik.

A fentlek alapjan a dekddolas a kdvetkezbkép-
pen mqhet végbe a vett v sz6bdl kiszamitjuk az
s=Hv' =He' szindrémat, ennek alapjan megbe-
cslljik a hibavektort, s ezt v-bél levonva meg-
kapjuk a kddszdra vonatkozd becslésiinket.
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A dekddolds azon 16pését, amikor s-bél megbe-
csliljik e-t legegyszeribben az un. tdblazatos de-
kédolds esetén lathatjuk at. Ez azt Jelenti, hogy a
dekddernek rendelkezésére all egy olyan tabla-
zat, melynek elemel hibavektorok, és az azonos
szindrémét el8idéz8k (tehat, amikre He ' ugyanaz)
rendre ugyanazon sorban helyezkednek el. A so-
rok elsd elemei az adott sorban minimalis sulyu hi-
bavektorok. A dekdder a szindréma Ismeretében
kivélasztja az annak megfeleld sort, és Ggy dont,
hogy az adott sor elsd eleme, vagyls a legkisebb
sulyu hibavektor fordult el§.

llusztracidként egy klasszlkusnak szamité ké-
dot mutatunk be, mely binaris Hammingkéd néven
Ismeretes.

Olyan kédot kereslink, mely egy hibat tud javi-
tanl, vagyls ha c-t adjuk, s v-t vesszik, akkor
1 = d(c, v) esetén biztosan meg tudjuk mondani v
Ismeretében c-t. Megkivanjuk még kddunktél,
hogy linedrls és bindrls legyen.

A hibajavitas céljara r bitet kivanunk felhasz-
nalni, vagyls az n kédszéhossz 6s a k (zenethossz
kQlonbségét r-nek régzitjik. Ezen adott r mellett
szeretnénk a lehetd legnagyobb k-t elérnl, hogy
minél tdbb Uzenetiink lehessen. Legyen a majdanl
kéd parltasmatrixa:

= (a |T, agT. anT)

Legfellebb egy hiba esetén az e hibavektor vagy
0, vagy egységvektor, tehat pontosan egy koordi-
nataja 1-es. Ekkor az s szindréma vagy 0, vagy
valamelylk aj-vel egyenl§. Akkor és csak akkor
tudjuk tehat e-t (6s [gy c-t Is) egyértelmden megal-
lapftani, ha ai-k mind kllénb6z6k, és egyik sem 0.
Mivel H sorainak a szdma n - k=r, az ai-k legfel-
Jebb 2" - 1-fé1ék lehetnek, ha egylk ik sem 0. Mivel
minél nagyobb k-ra, és fgy arogzitettr révén -
nél nagyobb k + r = n-re térekszink, mind a 2'-1
lehet8séget hasznalnl fogjuk. Ezzel 1ényegében
megadtuk H-t, hiszen megmondtuk, hogy H az
osszes Iehetséges r hosszUsagu nem nulla oszlop-

vektorbdl allé matrix. Ez pedig mar definiélja a
kédszéhalmazta T

Hc =0

egyenletrendszer §sszes megoldasvektoranak
halmazaként. Az gy kapott kédot nevezzik Ham-
ming kédnak, mely tehat k hosszu (zenethez n
hosszu kédszét rendel, ahol n és k kdzo6tt fenndll
az

n=2"%_1 (3.4)

Osszegfuggés. llyen tulajdonsagl szamparok a
kvetkezdk:

n= 3 k= 1
7 4

18 11

31 26

63 57

127 120
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Az egyik legismertebb Hamming-kéd a (7 ,4) pa-
raméter(i, ezt mutatja be a kdvetkezé példa.
Példa: A (7,4) paraméterd Hamming-kdéd pari-
tdsmatrixa

1101100
H= {1011010
0111001

A generatormatrixa ebbdl kénnyen kiszamitha-
16 amar szerepelt A = - B sszefliggés alapjén

1000110
0100101
0010011
0001111

A (7,4)-es Hamming kddot egy paratlan parita-
sUra klegész(té paritasbittel kapunk egy (8,4) pa-
raméterq, tovabbra Is egy hibat javité kédot, ame-
lyet a Teletexben hasznalnak ([11]).

A kdzvetlen mlholdas m(sorszéras (DBS) digi-
talizalt hangjat Is hibajavité kéddal védik. igy a
D2-MAC/PACKET szabvanya ([12]) szerint az
egylk véltozatban a 14 bites hanghiba felsé 11 bit-
j6t egy (16,11) paraméter( kéddal kédoljak, ami a
(15,11) paraméterd Hamming kéd kiegészitése
egy paratlan paritasbittel. A masik véltozatban a
10 bites hangminta fels4 6 bitj6t kédoljdk egy
(11,6)-es kéddal. Megjegyezzik még, hogy a cso-
magolt kédolt beszédmintdkat egy olyan csomag-
fejjel latjdk el, melyet 2 hibat javité (71,57) lil.
(94,80) paraméter( BCH kéddal védik, mig a leg-
fontosabb adatokat, az igynevezett szolgaltatas-
azonositast egy harom hibat javité (23,12) para-
méter( Golay kéddal kédoljak. Mind a Golay, mind
a BCH kédok targyaldsa Gjabb algebral apparatus
bevezetésétigényelné.

4.Véges test

Hatékony hibajavité kédok konstrukcidjahoz
sziikséges, hogy a G halmaz strukturait legyen,
mely példaul ugy lehetséges, hogy miveleteket
vezetiink be G-n.

Egy G halmazt testnek nevezink, ha értelmezve
van tetszbleges két eleme kdzott két mivelet, me-
lyeket 0sszeadédsnak llletve szorzdsnak neve-
zunk, “+ " llletve “-* szimbdélumokkal jeldljik, 6s
rendelkezik a kdvetkez6 tulajdonsagokkal:

1. G az §sszeaddasra nézve kommutatlv csoport,

azaz

1.1. Minden a, B e G esetén a + B e G, tehatG az
Osszeadasra nézve zart.

1.2. Mindena, B,y e Geseténa + (B + v) = (a +
+ B) + v (asszoclativitas)

1.3. Létezik egy O-val Jeldlt eleme G-nek ugy,
hogy mindena e G-re 0+ a= a+ 0 = a.0-t
nullelemnek nevezzuk.

1.4. Minden a e G-hez létezik B e G Ugy, hogy a +
+ B = 0. -t az a additiv Inverzének nevezzik
és - a-val Jeldljuk.
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1.5. Mindena,Be G-rea + B = B + a (kommuta-
tivitas).
2. G—{0} a szorzasra nézve kommutatlv csoport,
azaz
2.1. Mindena, B € G-{0} eseténa.p e G-{0}
2.2. Minden q, B, v € G-{0} esetén (a. B). y= a.(B.

v).

2.3. Létezik egy 1-gyei Jeldlt eleme G-{0}-nek Ugy,
hogy 1. a = a.1. 1-t egységelemnek nevez-
zik.

2.4, Minden a e G-{0} esetén létezik B e G-{0} ugy,
hogya.Bp= B.a=1. B-t az a multiplikativ In-
verzének nevezzik, 6s a ~ -gyel jeldljuk.

2.5. Mindena,p e G-{0}-rac.p = B.a.

3. Mindena, B,y € G-rea.0=0.a s a.(B+ v)=(a

.B) + (a.v) (disztributivitas).

Egyszerd konvencidkkal egy G testben definial-
hatd a kivonés 6s az oszt4s a kdvetkezé médon:

a — B alatt az a -nak 6s a g additiv Inverzének
Osszegét értjik azaza + (— B)-t.

a /B alatt az o -nak 6s a g multiplikativ Inver§é~
nek a szorzatat értjik, azaz a . B~ -t
amennyiben g nemO.

Pé/déak testre

1. Valés szdmok halmaza a valés 6sszeaddssal

és szorzassal.

2. Raclondlis szdmok halmaza a valds dssze-

ad4ssal 6s szorzéssal.

3. Komplex szamok halmaza a komplex &ssze-

adassal és szorzassal.

4. {0,1} abinaris 6sszeadassal és szorzassal.

Egy q véges elemszamu G testet véges testnek
nevezlnk 6s GF(q)- val Jeldljuk a Ga/ois field ro- .
viditéseként.

Sajnos egy GF(q) esetén g nem lehet barmilyen.
Ez azért fontos, mert a k6d-ABC a kés8bbiekben
GF(q) lesz. Bizonyitas nélkll k6zdljuk, hogy egy
GF(q) esetén q=p  alaku, ahol p prfmszam, tehat q
vagy primszam, vagy primhatvany.

Lényeges kllénbség van a prim és a primhat-
vany méret( véges testek aritmetikaja kozott. A
testaxiomak ellenérzésével egyszerien belatha-
té, hogy a G={0,1,...p-1} halmaz egy p primszdm
esetén véges test a modulo p aritmetikaval, azaz

a+b=a+bmodp a.b=a.b modp,
ahol + llletve . jeldli a valés 6sszeaddst illetve szor-
zast.

Sajnosg=p™ esetbep a modulo g aritmetika nem
felel meg. Példaul =2 esetén 2-nek 6s 128-nak a
modulo 256-tal vett szorzata 0, amisérti a 2.1. sz4-
mu testaxiomat. Az érdekl6dd olvasd a nem prim
méret( test arimetikajaval a [3]-[10] kdnyvekben
Ismerkedhet meg.

Egy i €3GF(9) prlmltlv elemének nevezzik, ha a
1,a, a5, a ...a’  mindklldénbézik. Bizonyitas nél-
kul k6z6ljuk, hogy minden GF(q)- ban Iétezik primi-
tiv elem.
Példa:

GF(q), ha g=7.

elem(=0)

hatvanyal
1 1
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2,41
3,2,6,4,5,1 (primitiv elem)

5.4.6,2,3,1 (primitlv elem)

OOMhLhWN

6.Lineéariskédok, nembinaris Hamming k 6d

Ebben a pontban kddok egy fontos csoportjaval
ismerkedink meg, melyek a 3. pontban megis-
mert binaris linearis kddok kiterjesztésel nembina-
ris esetre.

A tovébblakban a kédjalinkban szerepld kéd-
szavakat alkoté szimbdlumokat vegyik GF(q)-
bdl, a lehetséges szimbdlumok tehat a 0,1,2,...,g-1
szamoknak feleitethet6k meg.

Egy C kdédot lineérisnak nevezink, ha a C hal-
maz linearls tér GF(q) f6l6tt, azaz ha mindenc,c’' e
C-re

c+CceC
llletve a e GF(q) esetén
ac e C.

A binéris esethez hasonlé médon belathaté,
hogy tetsz8leges C linearis kédhoz Iétezik egy k Ii-
nedrisan flggetlen sorbdl és n oszlopbdl allé6 G
matrix melyre

c=uG (5.1)
ahol a k hosszu u (izenethez a ¢ kédsz tartozik, 6s
G matrixot a C k6d generatormatrixanak nevez-
Zik.

A binéris esethez hasonléan a C lineéaris kédhoz
Iétezik egy n-k sorbdl 6s n oszlopbdl allé6 H matrix,

melyre T
He =

0
akkor 6s csak akkor,hac e C, 6sH-t aC kéd pari-
tas ellendrzé matrixanak nevezzik.

Példaként bemutatjuk a nembinaris Hamming
kédot n < g+ 1 6s k=n-2 esetén. A binaris Ham-
ming kédhoz hasonléan egy 1 hibat javité kéd
konstrukcibja a cél, melyet a paritdsmatrixaval
definldlunk a kdvetkezé médon:

yo (11 11 o0
1 -a -a?..-a™ 01

ahol a a GF(q) egy primitiv eleme. Ez egy (n,n-2)
paraméterli kod paritadsmatrixa. Meg kell mutat-
nunk, hogy ez minden egyedi hibat ki tud javitani.
Ennél tdbbet bizonyltunk, amikor megadunk egy
egyszerl dekddolasi eljarast. Legyen az e hiba-
vektor olyan, hogy az |-edik pozicién e, egyébként
0, akkor a szindrébma's = e . aj, ahol aj a parltasmat-
rix I-edik oszlopa. Ha s masodik koordinataja O,
akkor a hiba az utolsé eléttl pozicién tortént, ami a
parltdsszegmensben van, javitdsa felesleges.
Ugyanigy nem szikséges javitani, ha s els6 koor-
dinataja 0, mert ekkor a hiba az utolsé helyen tor-
tént. Minden egyéb esetben a hiba értékét, e-1az s
elsé koordinatajanak -1-szerese adja, mig a hiba
helyét, I-t az aj=s/e-bdl visszakereshetjik.

A 3.1. Tétel alkalmazasaval nyerjik a kéd gene-
ratormatrixat:
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1000...011

0100...01a
G=[0010...01 42

0000...11"8

6.Végestest felettipolinomok

Az a (X) = ag+aix+..+amx" GF(q) felettl m-ed foku
polinom, ha
aj ¢GF(q) |I=0..m,am= 0

xe GF(q)
A polinom fokszamat deg a (x) = m alakban fogjuk
Jeldin.
a(x) =b(x) ha aj=b; minden|-re.
be GF(q) gydke az a(x) polinomnak, ha a(b) = 0.
Mliveletek polinomok k 6zétt:
1. Polinomok 6sszeadésa: ¢(x) = a(x) + b(x); ta-
gonként torténik GF(q) feletti mliveletekkel: c; =
+bi
2.Polinomok szorzasa: ¢(x) = a(x)b(x); mindenta-
got minden taggal szorzunk, majd az azonos foku
tagokat csoportositjuk (az 6sszeadasok és szor-
zasok GF(q) felettiek):

min{i,deg a(x)]

ci= X ajbi-j,

=0
Pé/da: Ha GF(2) felett ja(x) =1+X és b()9 3+X+X
akkor a(x) + b(x) =x° 6s a(x) b(x) =1+ X+ x°+ x*.

A val6s szamtest feletti polinomokhoz hasonl6-
an Iigaz az Euklideszl osztas GF(q) feletti polino-
mokra, kdvetkezésképp adott a(x) 6s d(x) = O
esetén egyértelmlien Iétezik olyan q(x), r(x) , hogy

a(x)=q(x)d(x)+r(x) 6s deg r(x) < deg d(x).

Jeldlés: r(x)= a(x) mod d(x) és r(x)-t az a(x) d(x)-re
vonatkozé maraddkanak nevezzik.

Azt mondjuk, hogy d(x) osztja a(x)-t, ha a(x) mod
d(x) = 0. Ezt a tovabbiakban d(x) | a(x) formaban
fogjuk jeldIni.

6.1. Tétel: Ha a az a(x) polinom gydke, akkor az
eléall
a(x) =b(x) (x—a)
alakban. :
Bizony/tas Alkalmazzuk az Euklideszl osztast
d(x) =x — a @setén, akkor
a(x) = b(x) (x-a )+ B.

Mivel a gyok, ezért

O=a(a)=b(a)(e@ - a)+ B=B.
6.2. Tétel: Egy k-adfoku polinomnak Iegfeljebb Kk
gyOke lehet.
Bizony/tas A 6.1. Tétel miatt a b(x) polinom fok-
széma eggyel kisebb, mint az a(x) polinom foksz4-
ma, tehat ezt a faktorizaciét legfeljebb k-szor lehet
megismételni.
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7.Reed-Solomon kéd

Ebben a pontban a linearis kédok egylk leggyak-
rabban hasznalt osztalyaval a Reed-Solomon ké-
dokkal ismerkedink meg. Legyen u= (Uo, U1, ..., Uk-
1) ak hosszUsagu (izenetszegmens, 6s

k-1
U(X)=Uo+UtX+ uzx2+ et Uk-1X

akkor az n hosszl ¢ Reed-Solomon kédszét a kd-
vetkezd mbdon allitjuk eld (n < g-1):

Co=u(1)
c1=uU( )
Co=U(a 2)

cn-1=u(a™"),

ahol a a GF(q) primitiv eleme.
Egyszerlen belathaté, hogy a Reed-Solomon
kdd linearis, 6s a generatormatrixa
11 1 oo

n-1
o

2
1 « o ..
. 0L2(n-1)

G= |1 a2 a4

ML GO CRMCRY

7.1. Tétel: Az (n,k) paraméter(i RS kod kédtavol-
saga
dmin= n-k+1,
vagyls a RS kéd maximalis tavolsagu.
Bizonyitas: w(c) =|{c nem O koordinatai} | =
=n-|{c O koordinatai}| =

> n—|{u(x) gyokei}| =
= n-(k-1),
tehat
Wmin = n-k+1.

Ugyanakkor a Singleton korlat 6s a 3.2. Tétel miatt
n-k+ 1= dmin=Wmin,

kovetkezésképp az allitast bebizonyitottuk.

Az (n,k) paraméterli Reed-Solomon kéd tehat
n-k hibat tud jelezni, int ((n-k)/2) egyszerl hibat ja-
vitani és n-k torléses hibat javitani. Ez utébbi azt is
Jelenti, hogy az uismeretlenre vonatkozé

uG=c

n darab egyenletbdl barmelyik n-k egyenlet elha-
gyasaval egy egyértelmlien megoldhat egyen-
letrendszer marad, tehat a G matrix minden kxk-s
négyzetes részmatrixa invertalhato.

Példaként a digitalls hangrogzitésben (CD 6s
DAT) alkalmazott Reed-Solomon kddot emlite-
nénk ([13]-[17]). A kédolasl eljaras Iényegét kbze-
litbleg a kdvetkezé mddon lehet dsszefoglalni: a
44.1 kHz-cel mintavételezett és 16 bitbe kvantalt
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mintakat két byte-ban abrazoljuk, és egy matrixba
frjuk be oszlopfolytonosan, nevezetesen egy
24x24-es matrix oszlopal egymasutan kévetkezé
6 mintavételi id6pontban vett két minta (bal 6s
jobb csatorna) 4 byte-jat tartalmazza. Ha x; 1,xj 2
jeldli a jobb csatorna mintajat az I-edik id§pillanat-
ban, 6s yi,1,Y i,z a bal csatornaét, akkor az 1. abra
mutatja a mintak beirasat a tablazatba. A kapott
24x24-es matrix minden oszlopat kédoljuk egy
ROGZITES IRANYA

X1,1 X7,1 X13,1 . X139,1 F1,1 01,2 I3 Tr14
X1,2 X7,2 X13,2 . X139,2 2,1 22 [I23 [I24
Y1,1 Y71 Y13,1 . Y139,1 131 [I32 [I33 [I34
¥1,2 ¥7,2 Y13,2 - ¥139,2 T4,1 T42 T43 T44

X6,1 X12,1 X18,1 . X144,1 21,1 21,2 21,3 21,4
X6,2 X12,2 X18,2 . X144,2 22,1 22,2 22,3 224
Y61 Y12,1 Y18,1 . Y144,1 231 232 23,3 23,4
Y62 Y12,2 Y18,2 . Y144,2 I24,1 24,2 1243 I244

rm4Im<>» 42~z

i
Rid1,1 a1,2 Q1,3 . 91,24 91,25 1,25 d1,27 41,28
Alge1 Q22 Q23 .0224 92,25 J2,26 G2,27 C2,28
§ ds31 d32 d3,3 .d324 43,25 43,26 03,27 Q3,28
A d4,1 d4,2 44,3 . J4,24 94,25 Q4,26 4427 Q4,28

1.4bra

(28,24) paramétert GF(28) feletti szisztematikus
Reed-Solomon kédddal. A J-dik oszlop paritasbyte-
jaitjeloltdk a1, g2 5, 3,5, 94,-vel. Ennek a kédnak a
kédtavolsaga 5. tehat 4 hibat tud jeleznl, 2 egysze-
ri hibat tud javitani és 4 térldéses hibat tud javitani.
A digitalis lemezen el6forduld hibak Jél modellez-
hetdk egy kétallapotu csatornaval. Az egylk alla-
potot nevezzik J6 allapotnak, melyben atlagosan
10000-20000 bit ideig tartézkodik, 6s ekkor a hi-
bak eléfordulasa juggetien egymastol és valdszi-
nlisége kb. 10 . A maslk allapotot nevezzik
ROSSZ allapotnak, amiben 30-40 bit ideig tartéz-
kodik, 6s ekkor gyakorlatilag hasznalhatatlan a
vétel. Ekkor azt mondjuk, hogy hibazas burst-0s.
Az ilyen csatornak kédolasara taléltak kil az Inter-
leaving technikat, amikor az elébbi matrixot sor-
folytonosan olvassék ki, de elétte mindegyik sort
is kédoljak ugyanazzal a (28,24) paraméter(i Re-
ed-Solomon kéddal. A j-edik sor parltasbyte- jait
jeloliry,1,ry,2,1),3,1),4.

A Sony és a Philips megegyezett a fentihez ha-
sonl6 (kicsit bonyolultabb) kédolasban azért, hogy
a témeges digitalls hanglemezgyartas elindulhas-
son. A verseny nyitott viszont a lejatszé készulék-
ben, vagyis a dekddolas terén. A kldénbézé dekd-
dolasok igazibdl a kévetkezd egyszerl eljaras fi-
nomitasal: szamitsuk ki soronként a szindrémati
Ha a szindréma 0, akkor azzal a sorral készen va-
gyunk. Ha egy hiba volt, akkor azt kijavitjuk, 6s az
oszloponkéntl javitashoz ezeket a hibahelyeket
megjegyezzik, azaz mesterségesen torléses hi-
bakat generalunk. Minden egyéb esetben az
egész sort térléses hibaként regisztraljuk. Ezek
utan oszloponként Javitunk, ha ott legfeljebb két
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tériéses hiba volt (emlékeztetiink, hogy 4 térléses
hibat képes a rendszer jav(tani). Ha a hibdk szama
nagyobb, mint 2, akkor a kérnyez6 hibatlan min-
tdkbdl interpolalunk. Lathaté, hogy a hibajavitas
nem hasznalja ki a Reed-Solomon kéd hibajav/tasi
lehetdségelt, aminek elsésorban technoldgiai okai
vannak, mivel a dekédolas bonyolultsaga a javi-
tandé hibak szdmanak négyzetével aranyos, 6s itt
igen gyorsan kell dekédolni (a forras sebessége
2x44x100x16 = 1.4112 Mbit/sec)

Irodalom

[1] Gydrfi LaszI6, Simonyi Gabor, Vajda Istvan, Zelsel Tamas "A
hibajavité kédolas elemel” Intézeti tanulmany, BME HE! 1986.

[2] Fritz J6zsef, Csiszar Imre "Informaciéelmélet” Tan-
konyvkiadé 1983,

[3] Vajda Istvan "Hibajavité kédolds és miiszaki alkalmazasal”
BME Mérndki Tovabbképzb Intézet, 1982.

[4] R.B.Ash "Information Theory” Intersclence Publishers, 1965.

[5] R.G.Gallager "Information Theory and Rellable Communicatl-
on"Wlley 1968.

[6] R.J.McElice "The theory of Information and Coding” Addison-
Wesley Publishing Company, 1977,

[7] W.W.Peterson"Error CorrectingCodes” MIT Press Cambridge,
Mass., and Wlley, 1961

[8] E.R.Berlekamp "Algebrale Coding Theory” McGraw Hlll, 1968

[9] F.J.MacWillllams, N.J.A.Sloane "The Theory of Error-Correc-
ting Codes” North-Holland, 1977

[10] R.E.Blahut "Theory and Practice of Error Control Codes” Ad-

dison-Wesley Publishing Company, 1983

~[11] Ferenczy P4l "video- és hangszerek” Miiszaki Kényvkiadé,

1986.

[12] Specification of the D2-MAC/PACKET System EBU/SPB
352/B/1985 febr.

[13] Ali about the Compact Disc System Compact Disc Digital
Audio - Sony 1981-es kiadvany

[14] K.Odaka,T. Furuya, A. Takl "LSlos for Digital Signal Proces-
singto be used InCD Players™ No 1860 AES 71.Convention,
1982 March, Motreux

[15] T.Dol "Error Correctlon for Digital Audio Recordings” No
1991 AES 73. Convention, 1983 March, Eindhoven

[16] Y.Ishida,M.Ishkia, K.Nakagawa, Y.Osuga, J. Yanabe "Onthe
development of a car use rotary-head digital audio tape re-
corder”No 2318 AES 80.Convention, 1986 March, Montreux

[17] E.R.Berlekamp "The Technology of Error-Correcting Codes”
Proc. IEEE, 68, May 1980.

[18] E.R Berlekamp, R.E. Pelle, S.P. Pope "The Application of Er-
reo Control to Communications™ IEEE Communications Ma-
gazine, 25, April 1987.



