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ÖSSZEFOGLALÁS 

Ebben a közleményben a nem-bináris Hamming kódok és a Re-
ed- Solomon kódok konstrukcióját mutatjuk be alkalmazási pél­
dákkal. GYÓRFI LÁSZLÓ 

1. Bevezetés 

Mint minden igazán értékes és nagyszerű dolog a 
világon, így a hibajavító kódok elmélete Is, előbb 
vagy utóbb elmondható egyszerűen Is. A további­
akban megmutatjuk, hogy a Reed-Solomon kó­
dok, mint több hibát javító, nem-bináris ós optimá­
lis kódok konstrukciója elsajátítható minden külö­
nösebb matematikai érdeklődés ós előképzettség 
nélkül. Érdekes módon, ha közvetlenül ezeknek a 
kódoknak a tanulmányozását tűzzük ki célul, ak­
kor elkerülhetjük azokat a területeket (BCH kód, 
primitív polinom stb.), melyek jellegzetesen el­
vesztik még egy újdonságokra fogékony mérnök 
kedvét is. 

Az 1980-as évek végéig a kódelmólet alkalma­
zási területe Igen szűk volt, mivel az átvitel meg­
bízhatóságát vagy a csatorna Javításával (adótel­
jesítmény-, sávszélessógnövelós stb.) vagy visz-
szacsatolás kiépítésével (ARQ) növelték. Ez utób­
bi eredményezte a hlbadetekció (CRC) tömeges 
alkalmazását. Az 1980-as években viszont egy­
részt a technológiai lehetőségek jelentősen bővül­
tek, másrészt a tömegszolgálatokban Jelentkez­
tek olyan feladatok, ahol nincs visszacsatolás, te­
hát a hibadetekció önmagában semmit sem ér, ha­
nem hibajavító kódolásra van szükség. A későb­
biekben erre gyakorlati példákat is mutatunk. 

Ez a közlemény az [1] tanulmány egy részének 
a kibővítése. Nem tárgyaljuk a hibajavító kódok 
elméletének olyan fontos területét, mint a ciklikus 
kódok, bár a bemutatandó kódok ciklikusak. Nem 
beszélünk továbbá különböző dekódoló eljárá­
sokról, mivel az igazán hatékonyakat nem tudjuk 
bonyolult algebrai apparátus bevezetése nélkül 
bemutatni. Ha valakit a téma ezek után mélyeb­
ben érdekel, akkor annak ajánljuk a [2]-[10] köny­
veket. 

A [17] ós [18] cikkek a hibajavító kódelmólet al­
kalmazásának ós a várható technológiai fejlődóst 
figyelembe vevő alkalmazhatóságának a trendjót 
elemzik a 80-as ós a 90-es évekre vonatkozólag. 
Különös tekintettel mórlegelik a két legfontosabb 
irányzatot: a konvolúciós kódokat Viterbi dekódo­
lással illetve a Reed-Solomon kódok hatékony fel­
használási területeit. 

Beérkezett: 1988. IX. 9. (H) 
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oklevelet, 1978-ban egye­
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lődési területe a hibakorlá­
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sos többszörös hozzáféré­
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2. Kódolási alapfogalmak 

A hibajavító kódolás alapvető módszereit a kö­
vetkező egyszerű hírközlési struktúra kapcsán 
vizsgáljuk 

Forrás —^ódolój Csatorna Dekódoló -jNyelő 
Xi U m Y| 

Xi és Yi sorozat elemei egy F halmazból veszik 
értékeiket, mely halmazt forrás-/\5C-nek nevez­
zük. A kódoló az Xi sorozat egy szegmensét, azaz 
egy vektort, képez le az um sorozat egy szegmen­
sébe, azaz egy vektorba. Az um értékeit egy vé­
ges G halmazból veszi, melyet kód-ABC-nek vagy 
csatorna bemeneti ABC-nek fogunk hívni. A csa­
torna kimenete vm szintén ö-ből veszi az értékeit. 
Azt mondjuk, hogy azm-edik időpontban a csator­
na hibázott, ha um * vm. 

Egy 
u=(ui,...un) 

bemeneti ós 
v=(vi,...vn) 

kimeneti sorozat esetén jelölje d(u,v) azon I pozici-
ók számát, ahol ui * V L 
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d(u, v) az u,v sorozatok Hamming távolsága, ós 
azt mondjuk, hogy az u sorozat küldésekor és a 
sorozat vételekor a hibák száma t=d(u, v). Ezt az 
esetet nevezzük egyszerű hlbázásnak, amikor a 
hiba helye ós értéke egyaránt Ismeretlen. d(u, v) 
valóban távolság, hiszen 

d(u,v) > 0, 
d(u,v) = d(v, u) 

ós igaz a háromszög egyenlőtlenség: 

d(u, v) < d (u, w)+ d(w, v). 

Kod (blokk-kód) alatt a G n halmaz egy C rész­
halmazát értjük, azaz C minden eleme egy n hosz-
szú vektor, melynek koordinátái G-bellek. C ele­
melt kódszavaknak nevezzük. A kódolás egy In-
vertálható függvény, mely k hosszú F-bell soroza­
tot — üzenetet — képez le egy kódszóba, formali­
zálva 

f : F K - C 

ós minden különböző x,x'-re f(x), f(x') Is különböző. 
Dekódolás alatt két függvény egymásutánját 

értjük. Az egyik a csatorna kimenetének n hosszú 
szegmensét képezi le C-be, azaz Igyekszik eltalál­
ni a küldött kódszót, a másik pedig az f függvény 
Inverze, tehát 

g : G n - C , f " 1 : C - F k 

Mivel f egyértelműen meghatározza f - 1 -t, ezért 
dekódolás alatt a későbbiekben csak a g függ­
vényt értjük. A g dekódoló függvényként az al­
gebrai hibajavító kódok elméletében speciális 
függvényt választunk, nevezetesen a v vektorhoz 
megkeressük azt a c ' e C kódszót, mely Hamming 
távolság szerint hozzá a legközelebb van, vagy ha 
több ilyen van, akkor az egyiket, tehát teljesül 
hogy ha c' = g(v), akkor d(c', v) = min d(c, v). 

c e C 
A dekódolás feladata ezek után arra a messze 

nem triviális feladatra szűkül, hogy egy v vett szó­
hoz hogyan keressük meg a hozzá legközelebbi c' 
kódszót anélkül, hogy minden d(c, v)-t kiszámíta­
nánk. 

A későbbiekben kiderül, hogy a kódoló f függ­
vény leglényegesebb tulajdonsága a C kód para­
métere, amit kódtávolságnak nevezünk, ós dmin-
nel Jelölünk: 

dmin= min d(c.c'). 
C5«c c c e C 

Hibajelzés a hibakorlátozó kódolás azon felada­
ta, amikor a vevőben csupán detektálni akarjuk a 
hlbázás tényét. Nyílván egy v vett szó esetén ak­
kor tudjuk a hibázást észrevenni, ha v nem kód­
szó, amire garancia, hogy ha c küldött kódszó ese­
tén 

dmin>d(v, c) 

azaz a hibák számára 

dmln > t, 

tehát egy dmin kódtávolságú kód minden legfel­
jebb dmin -1 számú hibát jelezni tud. 

Hibajavítás esetén azt kérdezzük, hogy ha t a hi­
bák száma, akkor mi biztosítja, hogy a v vett szó­
ból a c kódszó egyértelműen visszaállítható le­
gyen, azaz minden más c' kódszóra. 

dív.c'^dív.c) (2.1) 

legyen. Mivel a Hamming távolság valóban távol­
ság, ezért teljesíti a háromszögegyenlőtlenséget, 
azaz 

d(v, c') > d(c, c') - d(v, c) (2.2) 

tehát (2.1) úgy biztosítható, hogy 

d(c, c')-d(v, c)>d(v,c), 

azaz minden c' ^ c-re 

d(c,c")>2d(v,c) 
vagyis 

dmln/2>d(V, C). 

összefoglalva: egyszerű hlbázás esetén minden 
legfeljebb lnt((dmin -1)/2) számú hiba javítható. 

Gyakran fordul elő olyan hlbázás, amikor tudjuk, 
hogy egy pozícióban hiba lehet, vagyis tudjuk, 
hogy más pozícióban nincs hiba, tehát a hiba he-
lyót ismerjük, csak a hiba értókét nem. Az Ilyen hi­
bát törlóses hibának nevezzük. Egyszerűen belát­
ható, hogy minden dmin - 1 törlóses hiba javítható, 
ugyanis a legrosszabb esetben sem fordulhat elő, 
hogy két c, c' kódszó ugyanazon, de legfeljebb 
dmin - 1 pozíciójának törlésével ugyanazt a szót 
kapnánk. 

Singleton korlát: Egy M kódszóból álló, n hosz-
szú és d min kódtávolságú kódra 

M s c T " d m , n + 1 . 

ahol q a kód-ABC elemszáma. Ezt bizonyítandó le­
gyen k egy termósztes szám, melyre 

q k _ 1 < M < q \ 

MiveJ a k - 1 hosszú különböző sorozatok száma 
q , ezért q K < M miatt létezik két kódszó c és 
c', melyek az első k -1 koordinátában megegyez­
nek. Ezekre 

d(c, c') < n - k +1, 

következésképp dmin < n - k +1, azaz 

M< q k < q n _ d m l n + 1 

Azon kódot, melyre a Singleton korlátban = áll 
MDS (maximum distance separable) kódnak ne­
vezzük. Ha a kódolandó üzenetek k hosszú vekto­
rok, ahol a koordináták q lehetséges értéket vesz-
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nek fel, akkor M = q k , tehát a Slngleton korlát 
dmin < n - k +1. 

3. Bináris lineáris kódok, bináris Hamming kód 

A továbbiakban a kódjainkban szereplő kód­
szavakat alkotó szimbólumok legyenek 0 vagy 1 
értékűek, az összeadás ós a szorzás pedig a biná­
ris összeadás és a bináris szorzás, vagyis a mod 2 
összeadás és szorzás. 

Egy bináris C kódot lineárisnak nevezünk, ha 
0 e C és a C halmaz lineáris tér, azaz ha minden 
c,c' e C - r e C + C ' E C . 

A lineáris kódok jelentőségét az adja, hogy az 
egyes üzenetekhez tartozó kódszavak viszonylag 
egyszerűen generálhatók, és ugyancsak egysze­
rű módszer található a vett kódszavak hibamen­
tességének vizsgálatára, vagyis a hibadetektálás­
ra, és a hibák javítása sem bonyolult. A követke­
zőkben e módszereket fogjuk bemutatni. 

Jelentsen C továbbra is egy lineáris kódot, a 
kódszóhossz legyen n. (Ekkor C az n hosszúságú 
bináris elemeket tartalmazó sorozatok terének 
egy altere; "kódszó" helyett gyakran "vektor"-t fo­
gunk mondani.) 

A valós vektortérben megszokott lineáris füg­
getlenség ós bázis fogalmak itt is teljesen hasonló­
an értelmezhetők, vagyis a gi, g2,-. ,gj e C vekto­
rok lineárisan függetlenek, ha a\ e {0,1} mellett 

X oti gi = 0 
1=1 

csak úgy állhat elő, ha a\=0 minden i= 1,2,. .,j -re. A 
gi ,g2 gk e C vektorok a C lineáris tér egy bázi­
sát alkotják, ha lineárisan függetlenek, továbbá 
igaz az, hogy minden c e C vektor előállítható 

k 
c = Xu (gi (3.1) 

1=1 

alakban, ahol ui {0,1} minden 1=1,2,.. .,k -ra. 
A (3.1) egyenlőség fölírható mátrixalakban: 

c = uG, (3.2) 

ahol u = (ui, U2 Uk), G pedig a bázisvektorokból 
mint sorvektorokból álló mátrix. A (3.2.) egyenlet­
tel tehát egy k dimenziós ós egy n-dimenziós vek­
tort rendelünk össze lineáris transzformációval 
mégpedig kölcsönösen egyértelmű módon. Azt 
fogjuk mondani, hogy az u üzenethez a c kódszó 
tartozik. 

A k-dimenziós u vektorokkal 2 -féle üzenetet 
fejezhetünk kl, s ezeket kódolhatjuk a C kóddal. C 
elemei azonban n-dlmenziós vektorok, és n nem 
kisebb k-nál, hiszen k az n-dimenziós vektorok C 
alterónek dimenziószáma. A k = n esetnek nincs 
most jelentősége, ha k kisebb, mint n, akkor vi­
szont világos, hogy nem minden vektort kell fel­
használni kódszónak, vagyis kódunk redundáns 
lesz, s ezt a redundanciát tudjuk hibajavításra fel­
használni. 

Az üzenetekhez a kódszavakat a G mátrix se­
gítségével rendeljük hozzá, vagyis a G mátrix jelöli 
kl az n-dlmenziós vektortérnek a kódot jelentő C 
alterót, a kódot G "generálja". A fenti tulajdonságú 
G mátrixot a C kód generátormátrixának nevez­
zük. 

Vegyük észre, hogy ha nem törődünk azzal, 
hogy melyik kódszó melyik üzenethez tartozik, 
csak a kódszavak halmazát tekintjük, akkor G 
nem egyértelmű, vagyis több mátrix is generálhat­
ja ugyanazt a C kódszóhalmazt. Egy (n, k) paramé­
terű lineáris kód szisztematikus, ha minden kód­
szavára igaz, hogy annak utolsó n-k szimbólumát 
elhagyva éppen a neki megfelelő k hosszúságú 
üzenetet kapjuk. 

A 2. pontban már leszögeztük, hogy dekódolás 
alatt csak az esetleges hibák javítását értjük, ami­
nek eredményeképp egy kódszót kapunk. Az 
üzenetvektor visszanyeréséhez még el kell ugyan 
végezni a kódolás inverz műveletét, ez azonban 
rendszerint triviális lépés, szisztematikus kód ese­
tén például csak el kell hagyni a kódszó egy ré­
szét. 

Ilyenkor (tehát szisztematikus kód esetén) a ge­
nerátormátrix is egyértelmű, mégpedig 

G = (lk,B) (3.3) 

alakú, ahol lk a k-szor k-as egységmátrix, B pedig 
k-szor (n - k) méretű mátrix. Az u üzenethez tarto­
zó c kódszó szerkezete tehát: 

C = (U1, U2, • • Uk, Ck+1, Ck+2 C n ) . 

A c első k koordinátájából álló szegmensét üze­
netszegmensnek, az utolsó n - k koordinátájából 
állót paritásszegmensnek nevezzük. 

A következőkben olyan észrevételeket fogunk 
tenni, amelyek elvezetnek az ígért egyszerű hiba­
detektáláshoz Illetve hibajavításhoz. 

Ha egy n - k sorból és n oszlopból álló H mátrixra 

H c T = 0 

akkor ós csak akkor, h a c e C , akkor H-t a C kód 
paritás ellenőrző mátrixának nevezzük. (Röviden 
paritásmátrixot fogunk mondani.) 

H segítségével, tehát meg tudjuk állapítani, hogy 
egy vett szó valóban a kódszó-e. 
3.1. Tétel: Ha G és H ugyanazon C lineáris kód ge­
nerátormátrixa illetve parltásmátrixa, akkor 

H G T = 0. 

Bizonyítás: Jelölje Q k a k hosszú bináris soroza­
tok halmazát. Ekkor minden u e Q -hoz létezik 
c e C, amire c = u G, ós c e C miatt 

H c T = 0, 

azaz 

H c T = H(uG)T = H G T u T - 0 . 
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Az utolsó egyenlőség pedig csak úgy állhat fönn 
minden u e Q -ra, ha H Q - 0, amint állítottuk. 

Nézzük milyen alakú lehet H, ha kódunk sziszte­
matikus. Ekkor tudjuk, hogy 

G = (lk,B) 

alakú, keressük H-t 

H = (A,ln-k) 

alakban. A feltétel tehát: 

H G T = (A, ln-k) (lk, B) T = A + B T - 0 
Azaz 

A — B T 

kell teljesüljön (Bináris esetben - B T = BT.) 
Egy c vektor súlya a koordinátái kőzött levő 

nem nulla elemek száma, Jelölése w(c). Egy C kód 
minimális súlyán a 

Wmin = min w(c) 
o e C c ^ D 

számot értjük. 
3w?. Tétel: Egy C lineáris kódra 

dm In = Wmln 

Bizonyítás: 
dmin = min d(c, c') = min w(c-c') = min w(c) = wmin 

c ^ c T c ^ c ' c / 0 

ahol az utolsó előtti egyenlőség felírásakor a C 
kód linearitását használtuk ki, ebből következik 
ugyanis, hogy c - c ' Is kódszó, továbbá, az is, hogy 
minden kódszó előáll Ilyen különbség alakjában. 
(Utóbbi ahhoz szükséges, hogy a minimum képzé­
sekor valóban minden o e C - t figyelembe vehes­
sük.) 

A 3.2. Tétel jelentősége abban áll, hogy segítsé­
gével a dmin definíció alapján történő kiszámításá­
hoz szükséges |C| (|C| -1)/2 műveletet a wmin ki­
számításához szükséges |C| - 1 műveletre redu­
kálhatjuk. (|C| -vei a C elemszámát jelöljük.) 

A következőkben azt mutatjuk meg, hogyan 
használható a H mátrix a dekódoláskor. 

Legyen az adott kódszó c, a vett szó v. Az e = v -
- c vektort hibavektornak nevezzük. Vegyük ész­
re, hogy 

Hv T = H(c + e ) T = H c T + H e T = He T 

vagyis a H c T értéke csak a hibavoktortól függ, az 
adott kódszótól nem. Az s=H v mennyiséget 
szindrómának nevezzük. 

A fentiek alapján a dekódolás a következőkép­
pen mehet végbe: a vett v szóból kiszámítjuk az 
s - H v = H e szindrómát, ennek alapján megbe­
csüljük a hibavektort, s ezt v-ből levonva meg­
kapjuk a kódszóra vonatkozó becslésünket. 

A dekódolás azon lépését, amikor s-ből megbe­
csüljük e-t legegyszerűbben az ún. táblázatos de­
kódolás eseten láthatjuk át. Ez azt jelenti, hogy a 
dekódernek rendelkezésére áll egy olyan táblá­
zat, melynek elemel hibavektorok, és az azonos 
szindrómát előidézők (tehát, amikre H e ugyanaz) 
rendre ugyanazon sorban helyezkednek el. A so­
rok első elemei az adott sorban minimális súlyú hi­
bavektorok. A dekóder a szindróma Ismeretében 
kiválasztja az annak megfelelő sort, és úgy dönt, 
hogy az adott sor első eleme, vagyis a legkisebb 
súlyú hibavektor fordult elő. 

Illusztrációként egy klasszikusnak számító kó­
dot mutatunk be, mely bináris Hamming kód néven 
ismeretes. 

Olyan kódot keresünk, mely egy hibát tud Javí­
tani, vagyis ha c-t adjuk, ós v-t vesszük, akkor 
1 ^ d(c, v) esetén biztosan meg tudjuk mondani v 
Ismeretében c-t. Megkívánjuk még kódunktól, 
hogy lineáris és bináris legyen. 

A hibajavítás céljára r bitet kívánunk felhasz­
nálni, vagyis az n kódszóhossz ós a k üzenethossz 
különbségét r-nek rögzítjük. Ezen adott r mellett 
szeretnénk a lehető legnagyobb k-t elérni, hogy 
minél több üzenetünk lehessen. Legyen a majdani 
kód parltásmátrixa: 

H = ( a i T , a 2

T a n

T ) 

Legfeljebb egy hiba esetén az e hibavektor vagy 
0, vagy egységvektor, tehát pontosan egy koordi­
nátája 1 -es. Ekkor az s szindróma vagy 0, vagy 
valamelyik ai-vel egyenlő. Akkor és csak akkor 
tudjuk tehát e-t (ós így c-t Is) egyértelműen megál­
lapítani, ha ai-k mind különbözők, és egyik sem 0. 
Mivel H sorainak a száma n - k= r, az ai-k legfel­
jebb 2 r -1 -félék lehetnek, ha egyikük sem 0. Mivel 
minél nagyobb k-ra, ós így a rögzített r révén mi­
nél nagyobb k + r = n-re törekszünk, mind a 2r-1 
lehetőséget használni fogjuk. Ezzel lényegében 
megadtuk H-t, hiszen megmondtuk, hogy H az 
összes lehetséges r hosszúságú nem nulla oszlop­
vektorból álló mátrix. Ez pedig már definiálja a 
kódszóhalmazt a 

Hc =0 

egyenletrendszer összes megoldásvektorának 
halmazaként. Az így kapott kódot nevezzük Ham­
ming kódnak, mely tehát k hosszú üzenethez n 
hosszú kódszót rendel, ahol n és k között fennáll 
az 

n = 2 n -1 (3.4) 

összegfüggés. Ilyen tulajdonságú számpárok a 
következők: 

n= 3 k= 1 
7 4 

15 11 
31 26 
63 57 

127 120 
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Az egyik legismertebb Hamming-kód a (7,4) pa­
raméterű, ezt mutatja be a következő példa. 
Példa: A (7,4) paraméterű Hamming-kód pari­
tásmátrixa 

I 1 1 0 1 1 0 0\ 
H = 1 0 

0 1 
1 0 1 0 

0 0 1 

A generátormátrixa ebből könnyen kiszámítha­
tó a már szerepelt A = - B összefüggés alapján 

G= 

M 0 0 0 1 1 (M 
0 1 0 0 1 0 1 
0 0 1 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 1 1 / 

A (7,4)-es Hamming kódot egy páratlan paritá-
súra kiegészítő paritásbittel kapunk egy (8,4) pa­
raméterű, továbbra Is egy hibát javító kódot, ame­
lyet a Teletexben használnak ([11 ]). 

A közvetlen műholdas műsorszórás (DBS) digi­
talizált hangját Is hibajavító kóddal védik. így a 
D2-MAC/PACKET szabványa ([12]) szerint az 
egyik változatban a 14 bites hanghiba felső 11 bit­
jót egy (16,11) paraméterű kóddal kódolják, ami a 
(15,11) paraméterű Hamming kód kiegészítése 
egy páratlan paritásbittel. A másik változatban a 
10 bites hangminta felső 6 bitjót kódolják egy 
(11,6)-es kóddal. Megjegyezzük még, hogy a cso­
magolt kódolt beszédmintákat egy olyan csomag­
fejjel látják el, melyet 2 hibát Javító (71,57) III. 
(94,80) paraméterű BCH kóddal védik, míg a leg ­
fontosabb adatokat, az úgynevezett szolgáltatás­
azonosítást egy három hibát javító (23,12) para­
méterű Golay kóddal kódolják. Mind a Golay, mind 
a BCH kódok tárgyalása újabb algebrai apparátus 
bevezetését igényelné. 

4. Véges test 

Hatékony hibajavító kódok konstrukciójához 
szükséges, hogy a G halmaz struktúráit legyen, 
mely például úgy lehetséges, hogy műveleteket 
vezetünk be G-n. 

Egy G halmazt testnek nevezünk, ha értelmezve 
van tetszőleges két eleme között két művelet, me­
lyeket összeadásnak Illetve szorzásnak neve­
zünk, "+ " illetve "•" szimbólumokkal jelöljük, ós 
rendelkezik a következő tulajdonságokkal: 
1. G az összeadásra nézve kommutatív csoport, 

azaz 
1.1. Minden a, 0 e G esetén a + 0 e G, tehát G az 

összeadásra nézve zárt. 
1.2. Minden a , 0, 7 e G esetén a + (p + 7 ) = (a + 

+ 0) + 7 (asszoclativltás) 
1.3. Létezik egy 0-val jelölt eleme G-nek úgy, 

hogy minden a e G-re 0 + a = a + 0 = a. 0-t 
nullelemnek nevezzük. 

1.4. Minden a e G-hez létezik 0 e G úgy, hogy a + 
+ 0 = 0.0-t az a additív Inverzének nevezzük 
ós - a-val jelöljük. 

1.5. Minden a , 0 e G-re a + 0 = 0 + a (kommuta-
tlvitás). 

2. G-{0} a szorzásra nézve kommutatív csoport, 
azaz 

2.1. Minden a, 0 e G-{0} esetén a . 0 e G-{0} 
2.2. Minden a , 0, 7 e G-{0} esetén (a. 0). 7 = a.(0. 

7 ) -

2.3. Létezik egy 1 -gyei Jelölt eleme G-{0}-nek úgy, 
hogy 1. a = a.1. 1-t egysógelemnek nevez­
zük. 

2.4. Minden a e G-{0} esetén létezik 0 e G-{0} úgy, 
hogy a . 0 = 0. a = l . 0 -t az a multiplikativ In­
verzének nevezzük, ós a -gyei Jelöljük. 

2.5. Minden a , 0 e G-{0}-ra a . 0 = 0.a. 
3. Minden a, 0 , 7 e G-re a .0=0. a ÓS a . ( 0 + 7 ) = (a 

.0) + ( a . 7 ) (disztrlbutlvltás). 
Egyszerű konvenciókkal egy G testben definiál­

ható a kivonás ós az osztás a következő módon: 
a - 0 alatt az a -nak ós a 0 additív Inverzének 

összegét értjük azaz a + ( - 0)-t. 
a I 0 alatt az a -nak ós a 0 multiplikativ Inverzé­

nek a szorzatát értjük, azaz a . 0 -t, 
amennyiben 0nemO. 

Példák testre 
1. Valós számok halmaza a valós összeadással 

és szorzással. 
2. Racionális számok halmaza a valós össze­

adással ós szorzással. 
3. Komplex számok halmaza a komplex össze­

adással és szorzással. 
4. {0,1} a bináris összeadással és szorzással. 

Egy q véges elemszámú G testet véges testnek 
nevezünk ós GF(q)- val Jelöljük a Galois field rö­
vidítéseként. 

Sajnos egy GF(q) esetén q nem lehet bármilyen. 
Ez azért fontos, mert a kód-ABC a későbbiekben 
GF(q) lesz. Bizonyítás nélkül közöljük, hogy egy 
GF(q) esetén q=p alakú, ahol p prfmszám, tehát q 
vagy prímszám, vagy prímhatvány. 

Lényeges különbség van a prím ós a prímhat­
vány méretű véges testek aritmetikája között. A 
testaxiómák ellenőrzésével egyszerűen belátha­
tó, hogy a G={0,1,...p-1} halmaz egy p prímszám 
esetén véges test a modulo p aritmetikával, azaz 

a+ b=a+ b mod p a.b=a.b mod p, 

ahol + illetve. jelöli a valós összeadást illetve szor­
zást. 

Sajnos q=pm esetben a modulo q aritmetika nem 
felel meg. Például q=2 esetén 2-nek ós 128-nak a 
modulo 256-tal vett szorzata 0, ami sérti a 2.1. szá­
mú testaxiómát. Az érdeklődő olvasó a nem prim 
méretű test arimetikájával a [3]-[10] könyvekben 
Ismerkedhet meg. 

Egy xt egGF(q) primitív elemének nevezzük, ha a 
1, a , a , a .... o r mind különbözik. Bizonyítás nél­
kül közöljük, hogy minden GF(q)- ban létezik primi­
tív elem. 
Példa: 
GF(q),haq=7. 
elem (* 0) hatványai 

1 1 
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2 
3 
4 
5 
6 

2,4,1 
3,2,6,4,5,1 (prlmlti velem) 
4,2,1 
5,4,6,2,3,1 (primitív elem) 
6,1 

S.Lineáris kódok, nembináris Hamming kód 

Ebben a pontban kódok egy fontos csoportjával 
ismerkedünk meg, melyek a 3. pontban megis­
mert bináris lineáris kódok kiterjesztései nembiná­
ris esetre. 

A továbbiakban a kódjainkban szereplő kód­
szavakat alkotó szimbólumokat vegyük GF(q)-
ból, a lehetséges szimbólumok tehát a 0,1,2 q-1 
számoknak f eleKethetők meg. 

Egy C kódot lineárisnak nevezünk, ha a C hal­
maz lineáris tér GF(q) fölött, azaz ha minden c,c' e 
C-re 

C + C ' E C 
illetve a e GF(q) esetén 

a C e C. 
A bináris esethez hasonló módon belátható, 

hogy tetszőleges C lineáris kódhoz létezik egy k li­
neárisan független sorból és n oszlopból álló G 
mátrix melyre 

c = uG (5.1) 
ahol a k hosszú u üzenethez a c kódszó tartozik, ós 
G mátrixot a C kód generátormátrixának nevez­
zük. 

A bináris esethez hasonlóan a C lineáris kódhoz 
létezik egy n-k sorból ós n oszlopból álló H mátrix, 
melyre 

Hc =0 
akkor ós csak akkor, ha c e C, ós H-t a C kód pari­
tás ellenőrző mátrixának nevezzük. 

Példaként bemutatjuk a nembináris Hamming 
kódot n < q+ 1 ós k=n-2 esetén. A bináris Ham­
ming kódhoz hasonlóan egy 1 hibát Javító kód 
konstrukciója a cél, melyet a paritásmátrixával 
definiálunk a következő módon: 

H = -1 -1 -1 
-1 - a - a 

ahol a a GF(q) egy primitív eleme. Ez egy (n,n-2) 
paraméterű kód paritásmátrixa. Meg kell mutat­
nunk, hogy ez minden egyedi hibát ki tud javítani. 
Ennél többet bizonyítunk, amikor megadunk egy 
egyszerű dekódolás! eljárást. Legyen az e hiba­
vektor olyan, hogy az l-edik pozíción e, egyébként 
0, akkor a szindróma s = e. ai, ahol a\ a parltásmát-
rix l-edik oszlopa. Ha s második koordinátája 0, 
akkor a hiba az utolsó előtti pozíción történt, ami a 
parltásszegmensben van, javítása felesleges. 
Ugyanígy nem szükséges Javítani, ha s első koor­
dinátája 0, mert ekkor a hiba az utolsó helyen tör­
tónt. Minden egyéb esetben a hiba értókét, e-1 az s 
első koordinátájának -1-szerese adja, míg a hiba 
helyét, l-t az ai=s/e-ból visszakereshetjük. 

A 3.1. Tétel alkalmazásával nyerjük a kód gene­
rátormátrixát: 

G = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

0 1 1 
0 1 a 

0 1 a 2 

0 0 0 0 1 1 a n-3 

6. Véges test feletti polinomok 

Az a (x) = ao+aix+...+amXm GF(q) feletti m-ed fokú 
polinom, ha 

ai eGF(q),l=0...m,am^ 0 
x e GF(q) 

A polinom fokszámát deg a (x) = m alakban fogjuk 
Jelölni. 
a(x) = b(x) ha ai = bi minden l-re. 
be GF(q) gyöke az a(x) polinomnak, ha a(b) = 0. 
Műveletek polinomok között: 
1. Polinomok összeadása: c(x) = a(x) + b(x); ta­
gonként történik GF(q) feletti műveletekkel: d = ai 
+ bi 
2. Polinomok szorzása: c(x) = a(x)b(x); minden ta­
got minden taggal szorzunk, majd az azonos fokú 
tagokat csoportosítjuk (az összeadások és szor­
zások GF(q) felettiek): 

mlnfi.deg a(x)] 
ci= X aj.bi-j, 

Példa: Ha GF(2) felett a(x) = 1 +x és b(x) = \ +x+x , 
akkor a(x) + b(x) = x ós a(x) b(x) =1 + x + x + x . 

A valós számtest feletti polinomokhoz hasonló­
an igaz az Euklideszi osztás GF(q) feletti polino­
mokra, következésképp adott a(x) ós d(x) * 0 
esetén egyértelműen létezik olyan q(x), r(x), hogy 

a(x)=q(x)d(x)+r(x) ós deg r(x) < deg d(x). 

Jelölés: r(x)= a(x) mod d(x) ós r(x)-t az a(x) d(x)-re 
vonatkozó maradókának nevezzük. 

Azt mondjuk, hogy d(x) osztja a(x)-t, ha a(x) mod 
d(x) = 0. Ezt a továbbiakban d(x) | a(x) formában 
fogjuk jelölni. 
6.1. Tétel: Ha a az a(x) polinom gyöke, akkor az 
előáll 

a(x) = b(x) (x-a) 
alakban. 
Bizonyítás Alkalmazzuk az Euklideszi osztást 
d(x) = x - a esetén, akkor 

a(x) = b(x)(x-a)+ p. 

Mivel a gyök, ezért 

0=a(a)=b(a)(a - a)+ p = p . 
62. Tétel: Egy k-adfokú polinomnak legfeljebb k 
gyöke lehet. 
Bizonyítás A 6.1. Tétel miatt a b(x) polinom fok­
száma eggyel kisebb, mint az a(x) polinom fokszá­
ma, tehát ezt a faktorlzációt legfeljebb k-szor lehet 
megismételni. 
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7. Reed-So lomon kód 

Ebben a pontban a lineáris kódok egyik leggyak­
rabban használt osztályával a Reed-Solomon kó­
dokkal ismerkedünk meg. Legyen u= (u0, ui,.... Uk-
1) a k hosszúságú üzenetszegmens, ós 

U(x)=Uo+UlX+ U2X 2+...+ Uk- ix k " \ 

akkor az n hosszú c Reed-Solomon kódszót a kö­
vetkező módon állítjuk elő (n < q-1): 

c0=u(1) 
Ci=u(a) 
C2 U ( a 2 ) 

C N - 1 = U ( a n ~ 1 ) , 

ahol a aGF(q) primitív eleme. 
Egyszerűen belátható, hogy a Reed-Solomon 

k ó d lineáris, ós a generátormátrixa 
h 1 1 . . . 1 

G = 
1 a a 

n-1 
y. 
2(n-1) 

. k-1 2(k-1) 
a 

(k-1)(n-1) 

7.1. Tétel: Az (n,k) paraméterű RS kód kódtávol­
sága 

dmin = n-k+1, 
vagyis a RS k ó d maximális távolságú. 
Bizonyítás: w(c) = | {c nem 0 koordinátái} | = 

=n-1 {c 0 koordinátái} | > 
> n-1 {u(x) gyökei} | > 

> n-(k-1), 
tehát 

w m i n > n-k+1. 

Ugyanakkor a Singleton korlát ós a 3.2. Tétel miatt 
n-k+1 > dmin = Wmin, 

következésképp az állítást bebizonyítottuk. 
Az (n,k) paraméterű Reed-Solomon k ó d tehát 

n-k hibát tud jelezni, int ((n-k)/2) egyszerű hibát ja­
vítani és n-k törlóses hibát Javítani. Ez utóbbi azt Is 
jelenti, hogy az u ismeretlenre vonatkozó 

uG=c 

n darab egyenletből bármelyik n-k egyenlet elha­
gyásával egy egyértelműen megoldható egyen­
letrendszer marad, tehát a G mátrix minden kxk-s 
négyzetes részmátrixa invertálható. 

Példaként a digitális hangrögzítésben (CD ós 
DAT) alkalmazott Reed-Solomon kódot említe­
nénk ([13]-[17]). A kódolási eljárás lényegét köze­
lítőleg a következő módon lehet összefoglalni: a 
44.1 kHz-cel mintavételezett és 16 bitbe kvantált 

mintákat két byte-ban ábrázoljuk, ós egy mátrixba 
írjuk be oszlopfolytonosan, nevezetesen egy 
24x24-es mátrix oszlopai egymásután következő 
6 mintavételi időpontban vett két minta (bal ós 
jobb csatorna) 4 byte-ját tartalmazza. Ha X Í , I ,X Í ,2 
jelöli a jobb csatorna mintáját az i-edik időpillanat­
ban, ós y u , y i,2 a bal csatornáét, akkor az 1. ábra 
mutatja a minták beírását a táblázatba. A kapott 
24x24-es mátrix minden oszlopát kódoljuk egy 

R Ö G Z Í T É S I R Á N Y A 

X6,1 
X6,2 
V6.1 
Y6.2 
q i , i 
92,1 
93,1 
94,1 

X12.1 
X12.2 
yi2,1 
yi2,2 
qi,2 
92,2 
93,2 
94,2 

X18.1 
X18.2 

y i8 ,2 
Q1,3 
0.2,3 
93,3 
94,3 

x i39 , i ri.i n,2 ri ,3 n,4 
X139,2 r2 >1 T2,2 T2.3 T2,4 
yi39,1 l"3,1 T3,2 r3 (3 r3,4 
y i39,2 U,1 U , 2 ^4,3 U,4 

x i44 , i r 2 i , i r2i,2 r2i,3 r2i,4 
X144.2 T22.1 T22.2 ^22,3 ^22,4 
y 144,1 r23,1 T23.2 T23.3 T23,4 
yi44,2 T24.1 T24.2 T24.3 f24,4 
91,24 91,25 91,25 91,27 qi,28 
92,24 92,25 92,26 92,27 92,28 
93,24 93,25 93,26 93,27 93,28 
q4,24 94,25 94,26 q4,27 94,28 

Lábra 

(28,24) paraméterű GF(2Ö) feletti szisztematikus 
Reed-Solomon kóddal. A j-dik oszlop paritásbyte-
jait jelöltük q i j , q2 j , qa j . q4,j-vel. Ennek a kódnak a 
kódtávolsága 5. tehát 4 hibát tud jelezni, 2 egysze­
rű hibát tud javítani és 4 törlóses hibát tud javítani. 
A digitális lemezen előforduló hibák jól modellez­
hetők egy kétállapotú csatornával. Az egyik álla­
potot nevezzük Jó állapotnak, melyben átlagosan 
10000-20000 bit ideig tartózkodik, ós ekkor a hi­
bák előfordulása független egymástól és valószí­
nűsége kb. 10 " . A másik állapotot nevezzük 
ROSSZ állapotnak, amiben 30-40 bit ideig tartóz­
kodik, ós ekkor gyakorlatilag használhatatlan a 
vétel. Ekkor azt mondjuk, hogy hibázás burst-ös. 
Az ilyen csatornák kódolására találták kl az Inter-
leaving technikát, amikor az előbbi mátrixot sor-
folytonosan olvassák ki, de előtte mindegyik sort 
is kódolják ugyanazzal a (28,24) paraméterű Re­
ed-Solomon kóddal. A j-edik sor parltásbyte- jait 
jelöli rj,i,rj,2, rj,3,rj,4. 

A Sony és a Philips megegyezett a fentihez ha­
sonló (kicsit bonyolultabb) kódolásban azért, hogy 
a tömeges digitális hanglemezgyártás elindulhas­
son. A verseny nyitott viszont a lejátszó készülék­
ben, vagyis a dekódolás terén. A különböző dekó­
dolások igaziból a következő egyszerű eljárás fi­
nomításai: számítsuk ki soronként a szindrómát! 
Ha a szindróma 0, akkor azzal a sorral készen va­
gyunk. Ha egy hiba volt, akkor azt kijavítjuk, ós az 
oszloponként! javításhoz ezeket a hibahelyeket 
megjegyezzük, azaz mesterségesen törlóses hi­
bákat generálunk. Minden egyéb esetben az 
egész sort törlóses hibaként regisztráljuk. Ezek 
után oszloponként Javítunk, ha ott legfeljebb két 
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törlóses hiba volt (emlékeztetünk, hogy 4 törlóses 
hibát képes a rendszer javítani). Ha a hibák száma 
nagyobb, mint 2, akkor a környező hibátlan min­
tákból interpolálunk. Látható, hogy a hibajavítás 
nem használja ki a Reed-Solomon kód hibajavítási 
lehetősegeit, aminek elsősorban technológiai okai 
vannak, mivel a dekódolás bonyolultsága a Javí­
tandó hibák számának négyzetével arányos, ós itt 
igen gyorsan kell dekódolni (a forrás sebessége 
2x44x100x16 = 1.4112 Mbit/sec) 
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