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OSSZEFOGLALAS

A kozlemény a diszkrét Fourier-transzformécié alapjén
bevezeti a ,,DFT-gpektrum’’-ot, mint periodikus jel
eléirt helyettesitési értékeit elddllité véges trigonomet-
rikus sort, és Gsszehasonlitja azt a csonkitott Fourier-
sorral. Az ésszehasonlitds utbaigazitdst ad a sdvkorldto-
zott jelnek a detektdlds szempontjébél kedvezd spekt-
rum forméldgdhoz.

A Fourier-analizis gazdag torténete nem zarult le
[1]. Az tjabb fejezetek kozé sorolhaté diszkrét
Fourier-transzformacié (DFT) a jelekkel és rend-
szerekkel foglalkoz6 korszerli munkék standard
anyagava valt (1d. pl. [2],[3]).

A témakoriinkkel osszefiigg irodalomban (a
Hiradastechnika hasdbjain is) a legbdségesebben
az FFT-vel foglalkoztak a szerzdk.

Ugy latjuk, hogy a DFT néhdny, a hiradés-
technikus nézépontjabdl fontos vonasit élesebb
kontirral meghtzni még napjainkban sem feles-
leges. Mindenek el6tt az OSSZEFOGLALAS-ban
kiemeltekre gondolunk.

A DFT (és inverze) az (1) Osszefiiggésekkel jel-
lemzett kapcsolat két, azonos paros (N) szamiu
elembdl 4116 szdmsorozat kozott.

Jelolje az egyik sorozatot A (A, elemekkel), a
mésik sorozatot x (xx elemekkel). E jeloléssel:
N—1

4,=(T) ) weW ="k,
k=0

(r=0,1,...,N~1; et (la)
1
e rk
Tp= NI ,;0 AW
(k=0,1,...,N~1); o (1b)
W= eth(T) (T)

(T valés konstans. Ertékének megvélasztésa az
(1) transzformécié jellegét nem érinti. Ebben a
pontban a tovabbiakban T'=1.)

Igazolni kivinjuk az aldbbi (1) TETEL-t: 4 és
koziil az egyiknek az elemeit a véges komplex
szamokbdl barhogy valasztva az (1) transzforma-
ci6 kolesonosen megfordithaté és egyértelmf.

Gondolatmenetiink (a kénnyen rekonstrualhaté
részletek nélkiil): .

(1) egy-egy ,korrekt” (kell§ szdmt, linearisan
fiiggetlen) egyenletrdl 4ll6 line4ris egyenletrend-
szert konstrual a
W—rk elemeket tartalmazé W,_,
és a ‘
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Wk elemeket tartalmazé W-
egyiitthaté-matrixokbdl.

A két linedris egyenletrendszer (ha a jelslésben
nem tesziink kiilonbséget sor- és oszlop-métrix
kozott, a matrixalgebra szabalyaira bizva a »je-
161ést”’)

A=W 2)
- 1 = -
(2) és (3) ugyanazt a kapcsolatot fejezi ki 4 és =
kozott akkor, ha

1

Wz'_l) = TW,
vagy (més form4ban), ha
w W:’(_)=N E. 4)

A Wés W,_, mitrixokat felirva és 6sszeszorozva
egy olyan N XN mdtrixot kapunk, amelyiknek a
f6atléjaban minden elem NWO=N értékii, az -
oOsszes tobbi elem pedig nulla. Ez utébbi megilla-
pitdsiban segithetaz alabbi (2) TETEL: Haakomp-
lex szamsikon a (0 + jO) kozéppontu, |r|=1 sugard
koron N db Wr* komplex szdm (vagy N db W—r%
komplex szdm) helyezkedik el tigy, hogy mindegyik
azonos (a koriven mért) tavolsagra helyezkedik el a
szomszédaitdl, akkor ezen komplex szamok 6sszege
nulla. E tétel igazsdga N =2" piros szdm esetén
kozvetleniil beldthaté. Ui. mindegyik szdmnak
lesz egy, a (0—jO) pontra szimmetrikus pérja,
amellyel nulla osszeget ad. A nulla résziosszegek
pedig nulla teljes 6sszeget adnak.

(4) igazolasaval (2) és (3) tartalmi azonossigit,
ezzel pedig az (1) TETEL-t is igazoltnak tekint-
jik. :
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Figyelembe véve, hogy

Wk (¥=1) o W—b(=1) = (W—Fr)%; (0 <r <N |2)
WkN=N[2) = (i) (r=N[2)  (B)

az (1) osszefiiggésekbll egyszerti helyettesitéssel
igazolhaté a (3) TETEL: Ha 7 valés sorozat, akkor
az els§ N2 darab A, elem A-ra vonatkozéan a
teljes informdciét tartalmazza — (6) szerint.

An_r=A% (0<r<N/2)
N1 (6)
Anfy=(T) X, a(—1)% (r=N/2)

k=0

Jelolje az z ill. A ismételgetésével nyert perié-
dikus sorozatokat ..., 5‘1, Zo, 51, R 1 | P,
A=, A, A4, .... Periédikus esetben x=z, ill.

A= :40. A nullés vektorindex a 0,1, ..., N—1
indexfi elemeket tartalmazé f6periédusra utal. Az
(1)-gyel definislt DFT nem kéveteli meg, de lehetd-
vé teszi, hogy mindkét sorozat vagy az egyik soro-
zat periédikus sorozatbol szdrmazzék. Pl. (1) fontos
alkalmazésai:

a) ?_o, 240 és
b) x4 A, .

a) jelenik meg olyan fontos esetekben, mint

— periodikus sorozatok diszkrét konvolicié/de-
konvolicié szémitdsa, témaszkodva a DFT-re
vonatkoz6 konvolicié-tételre (1d. [7]), vagy

— sévkorldtozott periodikus jelb6l mintavétele-
zéssel nyert jel (Dirac-impulzus sorozat) és
annak periodikus és diszkrét spektruma kozotti
kapcesolat leirdsa.

A kovetkez8 (I1.) pontban részletesebben bemu-
tatunk egy, b)-nek megfelel6 modellt.

Vegyiik =z, elemeit egy folytonosidejti, NT' sze-
rint periodikus x jel f&periédusdnak a 0, T, 27,
..o, (N=1)T id&pontokhoz tartozé, valés és (N
nagysdgénak koszonhetSen, teljességiikkel , kells-
en”’) jellemz8 helyettesitési értékeibll. (A meg-
engedett véges szakaddsi helyeken a ,kozepes
értékkel” helyettesitiink.) Nem koveteljik meg
z-t6l, hogy sévkorldtozott legyen. Ezzel egyiitt
nyitva hagyjuk még azt, hogy a helyettesitési
értékek kozott milyen interpolécigt kapjunk.
(A helyettesitési értékekhez most nem rendeliink
Dirac-impulzus sorozatot, mint a mintavett jel
lefrdsa esetében;) A fentiek szerint nyert és értel-
mezett z,hoz DFT-vei egy N-elemii, nem perio-
dikusnak tekintett A-t rendeliink. Megmutatjuk,
hogy ez az A és az (1/b) formula egy véges tri-
gonometrikus sort rendel a kiindulé z fiiggvényiink-
hoz, amit ,, DFT-spektrum’’-nak neveztink.

Hasznéljuk fel (6)-ot (1)-ben, s az exponenciélis
péarokat frjuk fel trigonometrikus alakban:

T == —rm

NT <
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1. dbra. DFT spektrum (a) és csonkitott Fourier-gor (b)
idéfiiggvénye (IV =8)

N

——1

2 K
><[A0+A_N_ (—1p+ Y ArW’"+Aj<W—’"]=
2 r=1

N
1
1 2n < 2n
=—1—V—T{A0+ AL_\;.COSﬁt‘*' / 2 IAr I[COS[”'Wt‘*'
+arcAr]]t___kT} (7)
Az dtalakitéshoz kihasznaltuk, hogy
2 N '
Co8—— ——2—-—lc=cosnlc=(-—l)". (8)

(7)-ben a mésodik egyenlGség jobboldala fejezi
ki (explicit alakban) x DFT-spéktrumat, melynek
t=kT(k=0,1, ..., N—1) helyettesitési értékei els-
allitjak §z, elemeit, s interpoldlé formulst ad a
,,koztes’’ értékekre.

A DFT-spektrum 1/NT frekvenciakozonként a
0=f=1/2T sdvon egy véges (max. N/2 tagi)
trigonometrikus sor tagjait, s velik a fizikailag is
realizélhat6 spektrumot irja le. Ez az = periodikus
yel kT pillanatokhoz tartozd helyettesitési értékeit
pontosan elédllitja. k értékkészlete (a ...z,
oy, - ..sorozatban) a val6s egész szémok halmaza.

A Fourier-sorrél tudjuk (Id. [8]), hogy az atlagos
négyzetes eltérés minimalizdlésa ‘tekintetében a
legjobb konvergencia tulajdonsdgu trigonometri-
kus sor. Viszont a csonkitott Fourier-sort6l nem
varhat6, hogy pontosan elSallitsa mindazokat a
helyettesitési értékeket, mint a DFT-spektrum
— tekintet nélkul x savkorlétozottsigara.

Ha az z jel eleve korlatozva van az f <1/27 fizi-
kai savra (ami a trigonometrikus 6sszetevGk ex-
ponencidlis parokra bontésa esetén azt jelenti,
hogy —1/27 <f <1/2T, (fmax—fmin) <1/T', akkor:
— a DFT-spektrum &tmegy a Fourier-sorba és
— annak konvoldciéja a mintavételezd Dirac-

impulzus sorozat spektruméval (az exponencis-
lis felbontasokat feltételezve) elGallitja a perio-
dikus és mintavett jel periodikus és diszkrét
spektrumét. (Ekkor tekinthetjiik tgy, hogy az
z o-b6l DFT-vei nyert A=4,a ...,
A,, ... periodikus sorozatbdl.)
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A savkorlatozott impulzusjelek detektéldsinak
a médjatol és feltételeitdl fiigg, hogy a csonkitott
Fourier-sor v a DFT-spektrum vezet-e & meg-
bizhatébb detektaldshoz. A DFT bemutatott
tulajdonségai segithetnek a jeldetektals javitédsat
célz6 spektrum-manipuléciékkal kapesolatos (szé-
mitégépes) jelszimuldlsi kisérletekben. A kisér-
lethez természetesen meg kell konstruélni a jel el-
fogadhaté periodikus modelljét.

Tllusztracibként: Modellezziik a P(0)=P(1)=
=0,5; P(0~0)=P(0~1)=P(1~1)=P(1>~0)=0,25
statisztikai tulajdonsidgokkal rendelkez§ PCM-
AMTI kéda vonali jelet a periodikusan ismétléds-
nek tekintett —1, 0, 0, +1 sorozattal (amit az
Olvas6é joggal tarthat tdlzottan leegyszerfisitett-
nek). Az N =8 mintds DFT-spektrumot és a
(feliilr6l) a bitfrekvencidra csonkitott Fourier
egybevetve kiolvashaték és ellendrizheték az
,,emelt koszinusz”’-hoz hasonlé karakterisztikdval
végrehajtott spektrum-manipulédcié jelimpulzus
kiszéles{t8 hatdsa (mint eldny) és a sziinetimpulzu-
sok idd8szakaira jut6 nagyobb lengések (mint hat-
riny).

(A példdval kapcsolatos adatok részletesebb ismertetése)
Ha a T a bit-id3, akkor 1/T a bitfrekvencia, s az

addig terjeds spektrumdsszetev8k azzal normdlt ér-

téke:
fT=0;0,25; 0,6; 0,75; 1.

DFT-spektrummal val6 dtfogdsdhoz Nmin=8.

A kovetkezd tdbldzatban megadjuk (3 értékes jegy-
re csonkftva) a felsorolt spektrumésszetevék ampliti-
déit
— 8 mintds DFT-spektrumra

(0; —1; —0,5; 0(3x); 0,5; 1 mintdkkal),
— 64 mintds DFT-spektrumra

(0; —1(16%); —0,5; 0(31x); 0,6; 1(16x) mintdkkal) és
— a Fourier-sorra.

rel. frekv DFT-spektrum _ Fourier-
fT: N=8: N=64: sor:
0 0 0 0
0,26 0,602 0,636 0,636
0,6 0,500 0,634 0,636
0,76 0,102 0,210 0,212
1 0 0 0

Megéllapithat6, hogy esetiinkben a 8 mintds DFT-
spektrum a Fourier-sorbél elédllithaté a kovetkezd
siilyozé karakterisztikdval :

1 +cos.(fT —0,25)

2
(0,25 =fT =0,75),

(kb. 3% max. eltéréssel).

Végiil az dbrdn feltiintettiik a 8 mintds DFT-spekt-
rumhoz tartozé (,,a’ gérbe) 68 a bitfrekvencidtél felfelé
csonkitott Fourier-gsorhoz tartozé (,,b>> gérbe) ids-
fliggvényeket. Ut6bbit 0,84-gyel stlyozva, a két jel kb.
azonos teljesitményének a beallitdsdra (1. dbra).
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