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A cikkben két 0j médszert mutatunk be a doéntési és
osztdlyozdsi  feladatokban elterjedten - haszndlt ,,leg-
kézelebbi szomszéd” médszer algoritmikus felgyorsi-
tdsdra. Az egyik ugy csskkenti a szilkséges tdvolsdg-
szdmitésok szdmdt, hogy kézben az eredményt vilto-

zatlanul hagyja, tehst a gyorsitds nem jér egyiitt a

hibavalészintiség novekedésével. A mdsik médszer egy
specidlis clusterezési eljdrds, amely két- ill. t6bbszintl
dontést tesz lehetdvé. Az eredményeket matematikai 68
szimuldciés tton egyardnt igazoljuk. ¢

Bevezetés

Az alakfelismerésben és més teriileteken is (pl.
vektorkvantélés) az egyik legelterjedtebb oszté-
lyozési eljaréds a legkozelebbi szomszéd mddszer

" (Nearest Neighbour, roviditve NN). Ennek lényege

roppant egyszerien megfogalmazhat6: a felisme-
rend§ (azaz osztdlyozandd) pontot abba a kategd-
ridba soroljuk, amelynek valamely reprezentans
pontja (mas néven tanulépont, mert a rendszer
»betanitdsdhoz” haszniljuk) a felismerendd pont-
hoz a legkozelebb esik az osszes tanulépont koziil,
valamilyen — a feladattél fiiggd — tévolségmer-
ték szerint. E — rendszerint sokdimenzidés térben

reprezentdlt — pontok azutén barmilyen val6sdgos .

felismerendd objektum adatait hordozhatjék.

A médszer alkalmazgsaiban gyakran eléfordul,
hogy a pontok csak tobbszéz dimenziés vektorok-
kal adhaték meg, és a tanulépontok szédma is
szdzas nagysdgrendfi (vagy még tobb). Ez a
helyzet pl. a gépi beszédfelismerésben is. Az ilyen

-alkalmazésokban szinte kinzé sziikségszer(iséggel

meriil fel az eljrés algoritmikus felgyorsitdsdnak
igénye, mert enélkiil a real-time megvalésitésra
kevés az esély.

Az alébblakban két 1j médszert mutatunk be
az NN osztélyozés felgyorsitdséra. Az elsd Ggy

éri el ezt a gyorsitdst, hogy ugyanakkor az NN
.médszerrel garantéltan azonos eredményt biztosit

(tehat nem 4ldozza fel a pontosségot a sebességért,
mint az irodalomban taldlhaté legtobb eljards:
(1], [2], [4], [6] [8]). A gyorsitas 4ra a megnoveke-
dett tarigény és eléfeldolgozés. Ezt az 4rat azon-
ban érdemes megfizetni olyan a,lkalmazésokba,n,
ahol kritikus a valds idejti mtikodés.

A mésodik médszercsoport - tula]donkeppen-

‘clusterezési eljardsokat mutat be, amelyek méar
adhatnak eltér§ eredményt az NN maddszerhez
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. képest, de bizonyos feltételek mellett ennek kicsi

a-valészinfisége.

Az NN osztélyozéssa,l kapcsolatos kutatésaink-
hoz a gyakorlati motivéciét a Budapesti Miiszaki
Egyetem Hirad4stechnikai Elektronikai Intézeté-

ben (BME—HEI) fe]lesztes alatt 4116 VERBI-

DENT—1 izolilt szavas gépi beszédfelismers adta.
Mivel eredményeink azonban més teriileteken is

felhasznélhaték, ezért 4ltaldnos formdban irjuk
- le, nem kotddve a gépi beszédfelismerés specialits-

salhoz A ‘médszereknek . itt. csak - a lényegét
ismertetjiik, a matematikai blzonylté,sok elolvas-
haték [10]-ben.

NN osztélyozés folyamatos szelekci6val

Most az NN-algoritmus egy olyan meggyormtését ,

mutajuk be, amely a pontossagh6l nem éldoz fel
semmit, azaz eredménye megegyezik az eredeti
NN osztélyozsséval.

Tegyiik fel, hogy a C,, C,,.. ., Cy kategéridkat
az egyszerﬁség kedvéért egy-egy tanulépont kép-
viseli. A ty,. .., tx tanulépontok és az x osztélyo-
zandé pont az M metrikus tér elemei, amelyen a d

tavolsagfiiggvény van értelmezve. Az NN-dontés
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szerint x osztalya akkor Cg, ha d (x,t;) =d(x,t;)
v(i€{l,... N}; egyenléség esetén a kisebb indextit
valasztjuk). Célunk tehdt az x-t8l legkisebb
tdvolsdgra 1év8 tanulépont megkeresése, amely
N db tévolsdgszdmitdst jelent. Mivel azonban a
mfiveletigényt a tédvolsigszdmitdsok szdma ha-

tdrozza meg, az algoritmust csak gy gyorsithat- "

juk, ha nem minden tanul6pontot vizsgdlunk meg.
Ezt tdgy érjik el, hogy olyan tanul6pontokat
keresiink, amelyek biztosan nem lehetnek leg-
kozelebbi szomszédok, igy kizérhat6k a tovabbi
vizsgélatokb6l Ldéthaté, hogy ezzel az NN méd-
szer hibdjit nem néveljiik.

A vizsgélat sorrendje

Induljunk ki abbél, hogy az o6sszes tanulépont
tdvolsdgat kiszamitjuk az x-t6l, de a vizsgédlat
sorrendjét vélasszuk tgy, hogy a t¥« legkozelebbi
szomszéd minél el6bb sorra keriiljon. Ez persze
onmagéban nem jelent megtakaritast, hiszen
t¥¥ megvizsghlésakor még nem tudjuk, hogy nem
lesz-e egy x-hez még kozelebbi tanulépont, és igy

nem dllhatunk le a tovabbi vizegélattal. A késSbbi-

ekben azonban l4tni fogjuk, hogy ez sokszor meg-
tehetd. ‘

Tegyiik fel, hogy a ¢,. . .,/ tanulépontokat mér
megvizsgéltuk, és tekintsiik az ‘

fet)="> 1d(t, ) ~d(ts, ) | =

) f=1
=fena®)+ 10t (i, 7) |

figgvényt. Ezt minden hdtralévd tz,,..., twx
tanul6pontra kiszdmitjuk, és azt a t pontot
vélasztjuk ki a kovetkez8 megvizsgélandé tanul6-
pontnak, amelyre fi(t) minimdlis. Ez szemlélete-
sen azt jelenti, hogy ez a tanulépont a t;,..., t;
pontoktdl koriilbeliil olyan tdvolsagra lesz, mint az
osztélyozandé pont, tehét varhatéan annak a
kozelébe esik. E vélasztést jol jellemzi a kévetkezd
tétel (a pontos megfogalmazéssal 6s a bizonyités-
sal kapcsolatban [11]-re utalunk): egy n dimenziés
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euklideszi térben -az f(t) fiiggvények segitségével
csupén n+2 tévolsdgszdmitdssal olyan tanulé-
ponthoz jutunk, amelynek  osztélydra dontve
tetsz8legesen megkozelithetjiikk az NN-doéntdés pon-
tossagdt, ha N elég nagy. Tehdt a ténylegesen el-
végzends t4volsidgszdmitdsok szdma (aszimpto-
tikusan) csak a dimenziészdmtél fiigg és rogzitett -
dimenzié esetén a tanulépontok szaménak néve-
lésével egy bizonyos hatar felett lényegében mér
nem novekszik. (Ennek persze éra van: elére ki
kell szdmitani a tanulépontok egyméstél mért
tévolsdgét és ezt tarolnunk kell. Ez az eléfeldolgo-
z4s azonban nem szdmfit bele a real-time mfivelet-
igénybe.)

Kizérés vizsgélat kozben

Ujra tegyiik fel, hogy a vizsgélatban t;-nél tar-
tunk Ekkor a még hatralévs tp.,,..., ty tanuls-
pontok koziil nem lehetnek legkézelebbi szom-
szédok azok a -t tanulépontok, amelyekre
d(tz,X) + rmin=d(tz,t) vagy d(te,x)Tminz=d(ts,t),
ahol rmim jeldli az eddig taldlt legkézelebbi szom-
széd tdvolsdgit x-t6l (bizonyitdsit lasd [10]).
Ennek alapjdn a tanulépontok megvizsgdldsa
utdn kizdrdsokat tehetiink, amelyek vérhatéan
annél hatékonyabbak, minél kisebb rmin. A leg-
kozelebbi szomszéd x-t8l valé tédvolsaginak is-
meretében tehat mér csak a 2d(t¥N x)=d(t&x,t)
tulajdonsdgi t tanulépontokat kell megvizsgéL
ni. : : . 2

Az algoritmus programozésa

Az eddigiekbdl l4tszik, hogy sziikségiink van a
tanulépontok egymés kozotti tdvolsigaira. Eze-
ket még az osztélyozandé pont ismerete nékiil
kiszdmithatjuk és egy jol kezelhet$ struktirdban,
az un. rendezési tablaban téroljuk. A rendezési
tdbla egy N sorbdl 4ll6 métrix, amelynék i-edik
sordban a tanulépontok sorszdmait és t-t8l valé
tdvolsagait soroljuk fel e tdvolsdg szerint novekvg
gorrendben. A tarigény sok tanulépontnal tekin-
télyes, azonban nyilvdnvalé, hogy a gyorsitdsért
valamilyen 4rat fizetniink kell.

A teljes algoritmus vézlatos folyamatébrija az
1. dbrdn lathaté. Ebbél kitlinik, hogy egy-egy
tanulépont vizsgélata utén maximalisan 4N ossze-
adds nagysdgrendjébe ess szdmitdsra van sziikség a
kizdrdsok elvégzésére és a kovetkezS tanulépont
kivélasztdsdra. (A mfiveletigény azonban ennél
kisebb, hiszen a kizdrt.ill. mar megvizsgélt tanulé~
pontokra e mellékszdmitdsok nem terjednek ki.)
Ez a ,bonyolités’” béségesen megtériil olyankor,
ha a tdvolsidgok kiszdmitdsa nagy mfiveletigényfi
a tdvolsdgmérték bonyolultsdga miatt. ‘

Szimuléciés eredmények .

Az algoritmusunk hatékonysdgénak illusztraldsira
szémitégépes szimuldcidkat készitettiink. Ennek
soran N db tanul6pontot generdltunk egyenletes
eloszléssal egy n dimenziés vektortérben, majd sok
osztélyozandé pontra elvégeztilk a dontési el-
jarést, és az 4tlagosan sziikséges tdvolsdgszdmits-
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1. dbra. NN

sok szémét vizsgdltuk. Az oszté,lyoza.ndé ‘pontot
' egy véletlenszerfien valasztott tanulépontra iil-
tetett normalis eloszlést zajvektorral szimuléltuk.
E zajvektor sz6rését a tébbi pa.ra.méterrel egyiitt a
szimulécié sordn véltoztattuk.

A szimul4ciés eredményeket a 2. 4bran foglaltuk
ossze. Ezen a dimenziészém fiiggvényében g
sziikséges t4volsigszdmitisok szdéménak ardnyit
lathatjuk szédzalékban. A két széls6 gorbe az
dltalunk alkalmazott két széls8 - szérasértéknél
kapott eredményeket jelzi, a kozbiils§ szérésok-
ndl a gorbék kozotti teriiletre adédtak az érté-
kek.

A kapott eredmények osszefoglaldsaként hdrom
16 megéllapitést tehetiink. A legfontosabb - az,
" hogy kb. 30%-nal rosszabb hatékonységot még a
legkedvezitlenebb esetben sem kaptunk, tehét
valéban lényeges gyorsitdsrél van sz6. Masrész
ha az osztdlyozand6 pont elég kozel van valame-
lyik tanuléponthoz, akkor mind6ssze néhany tévol-
sigszamités elegendd. Tovibbé nagyobb dimenzi6-
szém felé haladva nem észleliink hatékonység-
romlést, és a toréspont koriilbeliil a- ta.nulépontok

széménil figyelhets meg.
- Az ismertetett elméleti és szimuléciés eredmény-
ek alapjan ajanljuk a médszer alkalmazésat,
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kiilonosen olyan  esetekben, ahol a tévolsdg- -
fiiggvény szédmitésa nagy mfiiveletigényf(i, 6s az
osztélyozandé pont elég kozel esuk valamelyik
tanul6ponthoz.

Dekompozicids feladatok

" A kovetkez8kben leirt két algoritmus lényegében

két clusterezési eljaras. Clusterezésen a tanuls-
pontok diszjunkt halmazokra val6 particionldsat
értjitk. A legismertebb ilyen eljarés a dinamikus
clusterezés k-kozépmédszere ([12]). A tanulépon-
tok clusterekbe valé particionaldsa gy gyorsitja a
legkozelebbi szomszéd megtaldlésdt, hogy elsd
lépésként valamilyen médon eldontjiik azt, hogy
a legkozelebbi szomszéd melyik cluster eleme, és
ezutin csak ezen cluster elemeitél kell tavolsago-
kat szémitani. Az A4ltalunk adott clusterezési
algoritmus lényege az, hogy miutén definidltuk
azt, hogy milyen tulajdonsigi pontok keriilhet-
nek egy clusterbe, az algoritmus a clusterek
konstrudlését, szémuk meghatdrozdsat maga vég-
zi Ggy, hogy a legkozelebbi szomszéd megtaldlass.-
hoz sziikséges tdvolsigszémitdsok vérhaté szdma
minimélis legyen. E célbdl hasznéljuk az onfiiggd
blokk fogalmét ([3]), mely elég kotstt ahhoz,
hogy ‘a tanulépontok sfirfisodését vérhatéan j6l
jellemezze.

A médszer alapjit a tanulépontok T halmazdnak
un. 6nfiiggd blokkokra val6 particiondlésa képezi.
Az onfiiggd blokk fogalmét Gydrfi Zoltdn vezette
be 1974-ben ([3]). Definici6 szerint egy KCET
halmazt akkor neveziink onfiigg6 blokknak, ha
barmely két K-beli tanulépont tévolsiga kisebb,
mint bérmely K-beli tanulépontnak akérmelyik
K-n kivili tanuléponttél valé tavolsiga. A T
halmaz egy "diszjunkt onfiigg6 blokkokra valé
particiondlasat dekompoziciénak nevezziik. '

.Ha adott a T halmaz egy dekompoziciéja, akkor
a dontési szabély legyen a kovetkezs: jeloljik ki
minden onfiiggd blokk egy-egy pontjit — ezeket
blokk-reprezenténs pontnak nevezziik —, és az

AZ ATLAGOSAN QUKSEGES
TAVOLSAGSZAMITASOK
SZAMANAK ARANYA %

N =50 TANULOPONT
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els§ 16pésben szdmitsuk ki ezeknek az osztélyozan-
dé ponttél valé tavolsigit. Ezek utén az osztalyo-
zand6 pontnak csak azon onfiiggs blokk elemeit6l
valé tavolsdgit kell kiszdmitanunk, amelynek
blokk-reprezentansara ez a tavolsig a legklsebb
volt.

Ez a dontési szabily adhat némi hibat az NN-

dontéshez képest, azonban biztos, hogy ez a hiba
nulla, ha tudjuk, hogy az osztdlyozandé pont

csak valamelyik tanulépont lehet (ez el6fordul pl. a
keresési feladatokban), illetve kicsi, ha az osztalyo-
- zand6 pont nagy: valoszmﬁseggel valamelyik ta-
nulépont kozelébe esik.

Qptimélis dekompozieié

Egy adott T halmazhoz tbb dekompozici6 tar-
tozik, hiszen 6nfiiggd blokkot alkotnak példéul a
csupan az egyes tanulopontokat tartalmazé hal-

mazok, de maga a T halmazis. '
Célunk az, hogy megkonstrusljuk a T halmaz-

nak azt a dekompozmlo]a,t amely a dontést a.

legjobban meggyorsitja, vagyis amelyre legkisebb a
dontés meghozataldhoz sziikséges tévolsdgszdmi-
tésok szdménak vérhaté értéke.

A tovébbiakban feltessziik, hogy a tanulopontok
illetve az osztédlyozandé pont eloszldsira teljesiil
a kovetkezd blok-egyenletességi feltétel: birmely
dekompoziciéban minden 6nfiiggs blokkra annak a
val6szintisége, hogy az osztdlyozand6 pont donté-
siink szerint az onfiigg6 blokkhoz tartozik: n/N,
ahol N a T halmaz, n pedig az illet§ 6nfiigg6 blokk
elemszdma. Ezutin konnyen beléthaté a kovet-
kez8 allitds: ha teljesiill a blokk-egyenletességi
" feltétel, akkor a sziikséges tdvolsdgszdmitdsok
szédmdnak vérhaté értéke egy 7t={K1, K, ...,
K;c} dekompoziciéra

o .
m(vt)=lc—l+—1%r—— z nf
i=1

ahol m; a K; onfiiggs blokk elemszéma (=1,
2,...k,) (bizonyitésa megtaldlhat6 [10]-ben).

Megjegyzés: a blokk-egyenletességi feltétel min-
dig teljesiil akkor, ha az osztdlyozandé pont csak
valamelyik tanulépont lehet és mindegyik egyenld

~ valészin(iséggel, illetve, ha mindig elég kozel esik
valamelyik tanul6ponthoz.

Alakfelismerésben ennek teljesiilése a j6 lényeg-
kiemelésen és tdvolsdgmértéken mulik. (Megjegy-
zend§, hogy eredményeink 4ltaldnosabb feltételek-
kel jellemzett esetekre is kiterjeszthetSk, de ezzel
itt nem foglalkozunk.)

Feladatunk teh4t megkonstrudlni a T halmaz
optimélis dekompoziciéjdt — amelyre a fenti
varhaté érték minimdlis. Az Osszes lehetséges
dekompozici6 megvizsgildsa szdmitéstechnikailag
kézbentarthatalan a tanulépontok  szdméval
exponencialisnal is nagyobb mertekben novekvd
miiveletigénye miatt.

Az optimalis dekompozmlot megkonstrua,lo
polinomidlis mtiveletigény(i algoritmus az egyes
tanulépontokat kiilon blokként tartalmazé de-
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kompoziciébél indul ki, és az egyes blokkokat egy
képzési szabdly szerint egyesitve t6bb lépésben
jut el az optimdlis dekompozicibig. A képzési
szabaly a kovetkez6:

Azt mondjuk, hogy a = dekompozmlo szabdly-
szerfien képzett m™-bél, ha n' Osszes blokkja egy
kivételével n™ blokkja is, #’ fennmarad6 blokkja
pedig n™ fennmaradé k blokkjinak egyesitése.
k-nak olyannak kell lenni, hogy m(#)=m(a™),
és ™ nek knél kisebb szémd blokkjat ezzel a
feltétellel ‘nem lehet = egyesiteni. Igazolhaté a
kovetkezd tétel is ([10]), mely szerint ily médon
valéban eljutunk az optimalis dekompozicidig:

Legyen @, az egyes tanulépontokat kiilon blok-
ként tartalmazé dekompozicié, m;,, pedig sza-
bélyszerfien képzett m;-b8l (i=1,2,...,r). Ekkor

7, az optimilis dekompozici6, ha nincs .,
amely ebbdl szabdlyszerfien képezhetd.
Belathatd, hogy minden  dekompoziciéra

m(z)=2yN-1, és egyenl8ség akkor 4ll fenn, ha
az N tanul6pontot yN darab yN-elemii blokkra

‘tudtuk particiondlni.

Az algoritmus programozésa

Annak ellenére, hogy a szabdlyszerli képzés
definiciéja bonyolultnak latszik, szdmitéstechni-
kailag konnyen kezelhetS. Az, hogy n elem 6n-
fiiggs blokkot alkot-e, a rendezési tabla segitségé-
vel kénnyen ellendrizhet6. A vérhaté értékekre
vonatkozé feltétel ellendrzéséhez pedig beldthatd,
hogy csupin az egyesitend$ blokkok elemszdmé-
nak vizsgélata sziikséges, konkrétan az

(*) | N(k— 1)>[2m] Zn2

egyenlotlensegnek kell teljesiilnie. Az algoritmus
folyamatébréja a 3. 4bran lathaté.

Hierarchikus dekompozicié

Miutan eldontottiik, hogy a legkozelebbi szomszéd
az el6bb megadott dekompozicié melyik 6nfiiggd
blokkjénak eleme, a keresést meggyorsithatjuk az
illet6 blokk tovabbi. oOnfiiggé blokkokra valé
particiondlasival, majd a kapott blokkok tovabbi
particionaldsdval  stb., egészen addig, amig a
particionéldssal kapott blokkok maguk a tanulé-
pontok nem lesznek: Vildgos, hogy igy tovdbb
csOkkenthetjilk a t4dvolsigszdmitdsok szdménak
vérhaté értékét minden particiondldsi szinttel.
Ennek é4ra a dontés hibavalészinfiségének nive-
kedése lehet.

Az eljérés lényegében hierarchikus clusterezés,
azzal a modositdssal, hogy a clusterek csak on-
fiiggs blokkok lehetnek. Célunk a tdvolsdgszdmité-
sok szdméra optimélis hierarehikus dekompozicié
megkonstruilésa tetszSleges tananyagra.

Minden egyes. hierarchikus dekompozicié repre-
zentalhaté egy irdnyitott fagraffal, melynek csticsai
a particiondlds sordn kapott onfiiggd blokkok.
Egy csticsbél azokba a csicsokba mutat él, ame-
lyekre a particiondlés sordn felosztottuk. Az osszes
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3. dbra. Az optimélis dekompozicié elédllitdsa, folya-
matédbra

tanulépontot tartalmazé blokk egy cstcsa a raf-
nak, és belSle minden él kifelé mutat. Ugyanigy
az ‘egyes tanulépontok, mint blokkok szintén
elemei a gréfnak és egy-egy 6l mutat feléjiik,
hiszen a tobbszintli dontés feladata az egyeu
tanulépontok azonositdsa.

A hierarchikus dekompoziciét reprezantdlé fa.
graf minden egyes csticsdhoz hozzérendeljiik a graf
cstcséhoz tartozé onfiiggs blokkon beliili tanulé-
pontok megtaldldsdhoz sziikséges tévolsdgszéini-

tdsok szaménak feltételes varhaté értékét azzal -

a feltétellel, hogy a keresett tanulépont az illet8
onfiigg8 blokk eleme. fgy az egyes tanulépontok-
hoz rendelt feltételes varhat6 érték 0 lesz, a T-hez,
mint 6nfiiggd blokkhoz rendelt feltételes varhaté
érték pedig éppen a minimalizdlandé vérhaté
érték. ‘ Lo o
Annak, hogy egy blokk reprezentins pontja
egy t; pont legyen, egyediili feltétele az, hogy a t;
eleme legyen a blokknak. fgy, ha a K’ onfiiggs

blokk reprezentédns pontja t;, és a K’ blokkot

tovabb particionaljuk a K;; K,,... K, blokkokra,
akkor ha t;€K;, akkor t; a K; blokk reprezentins
pontja is lesz. Ha a reprezentdns pontokat nem
igy vélasztanink, az ehhez a vilasztdshoz képest
szintenként tovdbbi egy tévolsigszdmitést jelen-
tene (kivéve a dontés elss szintjét)..
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Az optimélis hierarchikus -dekompoziciét - a
kovetkez6képpen kaphatjuk meg - (bizonyitdsa
megtalilhat6 [10]-ben): kiindulva az 6sszes tanuls-
pontot tartalmazé onfiiggl blokkbél azt a lehetd
legkevesebb sz4mu onfiigg8 blokkra particionsl-
juk. Ezutdn az eljardst ugyanigy folytatjuk, min-
den lépés utdn a kapott onfuggs blokkokat a
lehet8 legkevesebb szamu o6nfiiggd blokkra oszt-
juk, amig meg nem kapjuk az 6sszes tanulépontot
egyenként, mint 6nfiiggs blokkot.

E konstrukcié azonban szdmitdstechnikailag
nehezen kezelhetS, hiszen az egy blokkon beliili
legnagyobb blokkokat kell megkeresni. KEzért
helyette egy olyan ekvivalens (tehdt az optim4lis
hierarchikus dekompoziciét el8allit) algoritmust
adunk, amely. jéval egyszerlibb: az egyes tanuls-
pontokbél kiindulva mindig & lehet§ legkevesebb
szadmu blokkot egyesitjiilk, amig a teljes tan-
anyaghoz nem jutunk. Ez az eljirds a ledllisi
feltételtdl eltekintve 1ényegében azonos a 3. 4bran-
lathat6val, azzal a kiilonbséggel, hogy itt nem
vizsgiljuk a (*) feltételt. Igy az optimslis hierarchi-
kus dekompoziciét is megkonstruslhatjuk poli-
nomialis lépdsszémi algoritmussal.
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