Végeselem-analizis alkalmazasa
a Helmholtz egyenlet megoldasara
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Tetszbleges kialakitdsd mikrohullami plandr alakzatok
analizise csak numerikus mdédszerekkel lehetséges. Ez a
kézlemény a plandr aramkdrok mezdeloszlasdnak a
Helmholtz egyenlet altal leirt kozelitése alapf'én mutat
be egy személyi szamitégépen végrett analizis méd-
szert. A végeseieinek mdédszerével végzett analizis fel-
épitését alapvetd lépéseiben ismertetjilk és az elért
eredményt numerikus példdén mutatjuk be.

Bevezetés

Mikrohulldm@ planar elrendezések mez@eloszlisa
altalanos alakzatokban numerikus moédszerekkel
hatarozhaté6 meg. Ezen feladat megoldisira a
végeselemek mdédszere el6nyosen alkalmazhaté. Ez
a kozlemény egyfeldl bemutatja a médszer alkal-
mazéasanak alapvetd lépéseit, masfeldl példat ad a
mikrohulldm@ planar elrendezések egy lehetséges
numerikus analizisére

Az adatbeviteli eljards célszerti kidolgozasdval
tetszGleges alakzatformak és peremfeltételek kony-
nyen kezelhet6k. A médszer hatékony alkalmazasé-
nak feltétele, hogy a feladathoz jol illeszkedd
problémamegfogalmazést taldljunk. Az ismerte-
tett eljardsban a probléma alapegyenletének integ-
ral megfogalmazasat haszniltuk fel. A végeselemek
moédszerének a mechanika teriiletén kidolgozott ki-
forrott médszereit vettiik at.

A végeselemek médszerének alapelemei

A végeselemek médszeréhez a vizsgalandé tarto-
manyt tetszéleges alaki meghatarozott tulajdon-
sdgl résztartomanyokra kell osztani. Tekintettel
arra, hogy a mikrohullAmi plandr dramkorck sik-
problémat képviselnek, kétdimenziés feladatot kell
megoldani. Az analizis elvégzésére kétdimenzids
,.Serendip” tipustt végeselemet alkalmaztunk [1].
Az alapelemet az 1. 4bra mutatja

A csomépontokat az dbraban bejelolt médon az
éramutaté jarsdval megegyezd értelemben lattuk
el novekvé indexekkel. Az elemre a kovetkezd
kozelit§ filggvényt alkalmaztuk

4
D= N, (1)
i=1

A végeselemek modszerével meghatarozandé
paraméterek a sarokpontokban érvényes H,, érté-
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1. dbra. ,,Serendip”’ tipust négysarok-
pontos alapelem

kek. Az (1) egyenletben szerepl§ alakfiiggvényeket
a (2) egyenlet adja meg.

1
NL:Z(1+ &) (14 nm)
i=1 =1 n=—1
i=2 g,=—1 m=1
i=3 £=1 n=1
i—yg £=1 n=—1 (2)

Az N, alakfiiggvény jellemzdje, hogy az i-ik
sarokpontban értéke 1, az Osszes tobbi sarok-
pontban értéke 0. Figyelemre mélté, hogy az alak-
fiiggvény értékét barmely oldalél mentén csupan
az adott oldalélhez csatlakozé két csomépont
paramétere hatdrozza meg.

A vilasztott végeselem alapfiiggvény azélek men-
tén biztositja a fiiggvény folytonossagit. Az alkal-
mazott integril alaposszefiiggés legfeljebb elsG-
rendé differencidlhdnyadosokat tartalmazhat. [2]

Az eljards egyszer(isitése végett a vizsgalt
tartomany tetszéleges elemét az alapelemre vonat-
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koztatva analizdljuk. Ez az eljards a szakirodalom-
ban izoparametrikus leképzés néven ismert. A (3)
egyenletben megadott leképezd fiiggvények — az
alapelem kozelits fiiggvényekkel valé alaki egyezd-
ségiik indokolja az izoparametrikus megjelolést —
segitségével egy tetszbleges végeselem pontjai s e
pontokban az elsé differencidlhdnyadosok az alap-
elembdl szérmaztathatok.

X= i NiXi
= (3)
4

Y=Y Ni¥y
i=1

A (3) egyenletben X, és Y, a tetszleges véges-
elem sarokpontkoordinatai.

Az els§ differencidlhanyadosokat a tetszéleges
elemben és az alapelemben a Jacobi matrix (4)
kapcsolja Ossze.

ox oy

| 9¢ 0§
J= ox 0y (4)

on 377

Ez a transzformacié az alkalmazott szamitdgép
programmban rutinként szerepel.

A szdmitdsoknak az egyes elemeken valé el-
végzéséhez, valamint a rendszeregyenlet Ossze-
allitasdhoz az elemeket és a csomopontokat meg
kell szamozni. A rendszer topoldgiai tulajdonsagait
célszertien egy kétméretli tombben taroltuk. A
tomb elsé indexe a végeselem sorszdma, a méasodik
indexe a csomépontok sorszama.

A rendszeregyenlet Osszedllitdsinak alapja a
csatlakozé végeselemek kozos csomdpontjaiban a
csoméponti paraméterek azonos értéke [1]. Ezen az
“alapon az egyes végeselemekre érvényes egyenle-
tekbdl csatolt egyenletrendszer jon létre. A meg-
oldasnél figyelembe vettilk mind az egyiitthaté-
matrix szimmetridjat, mind annak részleges ki-
toltottségét. Ezaltal a probléma méretéhez a
leheté legkisebb térteriiletet haszndltuk fel. Ez
kiilonosen fontos személyi szamitégépek alkalma-
zasanal.

A felsorolt elvek minden olyan kétdimenzids
problémara érvényesek, melyeknél csupan a meg-
oldas folytonossiga kovetelmény. A probléma
kezelhet$ségét nagyban megkonnyiti a differencial-
egyenlet integrdl megfelel§jének alkalmazasa. En-
nek el6allitdsat mutatja be a kovetkez§ fejezet.

A Helmbholtz egyenlet integréﬁs alakja

Mikrohullami planar alakzatokban a mezGel-
oszlast a skalar Helmholtz egyenlet hatarozza meg
(3]

32¢> 3 <D
=5 +k2P=0 5
ahol k2= ¢ uw?

Az integrilegyenletet a stlyozott maradékok
médszerével allitjuk el§ [1]. Az (1) egyenletben
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definialt alaposszefiiggés szerint az integralegyenlet
a kovetkezsd alaku lesz

[
32[ }; N@io] 32[ i Ni<1>i0]

i=1
N )
-dQ2=0 (6)

Aziindex értéke 1, 2, 3, 4.

A (6) egyenlet 4ltal el6é111tott egyenletrendszer a
probléméhoz tartozé elemkarakterisztika. A méso-
dik differencidlhdnyadosok az alkalmazott alap-
fiiggvényekre az elemek éle mentén végtelenné
valnanak, ezért a differencildlhdnyadosok rendjét
parcidlis differencidléssal csokkentjiik [1]. Ennek
megfeleléen az egyenletrendszer els6 tag]a a
kovetkezd alaki lesz

o s Ny |

i=1 .
f Nl d0=
Q
- f [ [ZN@ZO] el
_ f oN: 0 [ %y, joe @
ax 3x i=1 ° -

ahol I" az Q elemtartomdny peremét, n- a kifelé
mutatdé egységvektort jeloli.
Az integril értéke a peremen 0, mert

1]

on
Ez a feltétel fizikailag azt jelenti, hogy a planar
alakzaton a kapuk kivételélével be- illetve kifolyo

dramok nem léphetnek fel [3]. A kapukon, ahol a
mezdintenzitis eldirt,

=0.

oD
“on
kiaddédik.
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A peremfeltételeket a kiovetkezd fejezetben le-
irt médon vettiik figyelembe. Ezek utdn az elem-
karakterisztikdban a kovetkez$ tagok maradtak
vissza,

+ f Nikz[ S.N,-@io]dgzo (8)

Ismeretes, hogy ez az egyenlet a Helmholtz
egyenlethez rendelt varidciés integralbdl is szar-
maztathatd [1]. Az itt bemutatott szdrmaztatdsa
rdmutat azonban arra, hogy az dn. természetes
peremfeltételeknek mi a fizikai jelentése.

A (8) elemkarakterisztikdbdél a négydimenzids
linedris egyenletrendszer egyiitthatdira a kovet-
kez§ Osszefiiggés adodik

S f[aNz 9Nj+3Ni ON;
v or dxr ' 9y 9y

ahol az i és j a sor illetve oszlopindexek és értékiik
az alkalmazott elemre 1,2,3 4. Figyelemre mélto,
hogy az elemkarakterisztika szimmetrikus és ennek
kovetkeztében a rendszeregyenlet is szimmetrikus.
Ez a tulajdonsidg a masodrendli varidcidsintegral
extrémizaliasakor mindig fennall [1].

Megjegyezziik, hogy a végeselem analizis alkal-
mazasakor csupan az elemkarakterisztika (9) alakja
problémafiiggs, ezért a més teriileteken kifejlesz-
tett mddszerek megfeleld médon alkalmazhaték.

~k2N,-N,-]dQ (9)

A peremfeltételek figyelembe vétele

Az egyenletrendszer méretét az elSirt értékfi
csomépontok szamanak megfelelen csokkentet-
tiik. Az egyiitthatématrix kitoltési alakjat ugyanis
mar az egyenletrendszer Osszedllitdsa sordn meg
lehet hatarozni. A tényleges Kkitoltottséget egy
mutaté megadasival vettiik figyelembe [1]. Ennek
segitségével az egyiitthaték egyetlen egyméretii
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2. dbra. Példa 14 csomépontos rendszer
egyiitthatométrixdnak kitsltottségére
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tombben tarolhaték. A mutaté a diagonalelemek
sorszamara mutat az egytitthaté tombben. Szem-
léltets példat mutat a 2. abra.

A példdban az egyiitthaték szama 65, a mutaté
mérete 14 és értékei: 1, 2, 4, 8, 11, 16, 20, 28, 35, 40,
48, 53, 57, 65. A mutaté utolsé értéke egyben az
egylutthatok szdmat is megadja.

A mutaté elGallitdsakor a topoldgiai tulajdonsa-
gokat és a peremelSirasokat vettiik figyelembe.
A kétméret(i topoldgiai valtozd indexei az elem sor-
szama és a megfelel§ lokalis csomépontsorszamok,
értékei a megfelel6 globalis csomdépontszamok.
A peremértékviltozé indexe a globalis csomépont-
szam, értéke pedig vagy az el6irt peremérték egy
megkiilonboztethet6séget biztosité nagyon kis
szammal (10~ 20) megszorozva, vagy maga a globa-
lis csomdpontszdm. Ezeknek a valtozéknak a
segitségével a diagonilemelek feletti oszlopok
magassdga meghatirozhaté és ebbdl a mutaté mar
kozvetleniil szarmaztathatd [1]. Az egyenletrend-
szer jobboldala az elemkarakterisztikdk rendszer-
egyenletbe épitésekor kiadédik.

Az egyenletrendszert egy megfelel6en médositott
Gauss eljarassal oldottuk meg [1]
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3. dbra. A numerikus példdban szerepld
alakzat adatai

Hulldmhossz : 20 egység
1986 Jun.6

|H322-1.

4. dbra. Mezdeloszlds 4, =20 koordindta-
egységre
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* Hulldmhossz: 15egység =
Hulldmhossz:25egység ----~
1986 Jun.6

[H322-5

5. dbra. Mezdeloszlds A, =15 koordindta
egységre és- 1, =25 koordindtaegységre-

A szamitégép programm felépitése

A program két részbél 4ll. Az els§ részben a koordi-
nétékat, a topolégiai adatok és a peremfeltételeket
valamint peremértékeket allitottuk els illetve a
programm 4ltal adott keretek kozott generaltuk.
A masodik részben torténik a mutatd elGallitésa,
az egyenletrendszer egyiitthatématrixanak és az
egyenletrendszer jobboldalanak az Osszedllitésa,
majd az egyenletrendszer megolddsa. Ilyen fel-
épités mellett lehetséges volt hatdsos beviteli
segédprogrammok beépitése az elsG részbe.

Mivel az elsd részben csupan adatbevitel torté-
nik, megfelelé Basic nyelven konnyen programoz-
hat6é. A programm futési idejét a méasodik rész
hatdrozza meg, ezért itt mar célszerti valamilyen
gépi koédra fordithaté magasszintli programm-
nyelvet alkalmazni.

Numerikus példa

A 3. dbradban megadott alakzat analizisét mutatja
kiilonboz8 peremfeltételekre a 4. és 5. dbra.

Az alakzat 10 elemb6l 4ll, a csomépontok szdma
20. A peremfeltételek a kovetkezdk: az 1, 2, 18, 19,
20-ik csomépontok az alaplemezhez kotottek (@ =
=0), a 13, 14-ik csomépontok potencidlja elSirt:
@ =10 egység. A hulldmhosszat koordinita egy-
ségekben adtuk meg. A 4. dbrdban 2,=20 egység,
az 5. dbraban 2,=15 illetve 1,=25 egység.
A killonb6z6 hullaimhosszadatok a frekvencia-
fiiggés bemutatésat szolgaljdk. A programm méso-
dik részének futési ideje (Commodore 128 gépen,
Basicben irt programmal) kb. 3 perc. Ez az ered-
mény is azt sugallja, hogy kb. 50 csomépontszim
felett érdemes ezt a programrészt fordithato
programmnyelven megirni.

Végkivetkeztetések

Ebben a munkdban a méis teriileteken kiérlelt
végeselem analizist alkalmaztuk mikrohulldmu
planar alakzatok vizsgilatara személyi szamitégép
felhasznaldsdval. A munkdt a Wilhelmshaven-i
SzakfGiskoldn, a Kandé Kalman Villamosipari M-
szaki FOiskoldval val6 egyiittmiikodés keretében
végeztiik. Az elért eredmények azt mutattak, hogy
a modszert érdemes a személyi szamitégép segit-
ségével a mérnoki tervezés teriiletére bevonni.
Az eljarést a mikrohulldm1 planar alakzatok dram-
kori karakterisztikdinak meghatdrozasara célszerti
tovabbfejleszteni.
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