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Ö S S Z E F O G L A L Á S 

T e t s z ő l e g e s k i a l a k í t á s ú m i k r o h u l l á m ú p l a n á r a l a k z a t o k 
a n a l í z i s e c sak n u m e r i k u s m ó d s z e r e k k e l l e h e t s é g e s . E z a 
k ö z l e m é n y a p l a n á r á r a m k ö r ö k m e z ő e l o s z l á s á n a k a 
H e l m h o l t z egyenlet á l t a l l e í r t k ö z e l í t é s e a l a p j á n m u t a t 
be egy s z e m é l y i s z á m í t ó g é p e n v é g z e t t a n a l í z i s m ó d 
szert . A v é g e s e i é i n e k m ó d s z e r é v e l v é g z e t t a n a l í z i s fel
é p í t é s é t a l a p v e t ő l é p é s e i b e n i s m e r t e t j ü k é s az e l é r t 
e r e d m é n y t n u m e r i k u s p é l d á n m u t a t j u k be. 

Bevezetés 

Mik rohu l l ámú p l a n á r e l rendezések mezőeloszlása 
á l t a l ános alakzatokban numerikus módsze rekke l 
h a t á r o z h a t ó meg. Ezen feladat mego ldásá ra a 
végeselemek módszere e lőnyösen a l k a l m a z h a t ó . Ez 
a köz lemény egyfelől bemutatja a módsze r alkal
m a z á s á n a k a l a p v e t ő lépéseit , másfelől p é l d á t ad a 
m i k r o h u l l á m ú p l a n á r e l rendezések egy lehetséges 
numerikus anal íz isére 

Az adatbeviteli e l járás célszerű k ido lgozásáva l 
te tszőleges a l a k z a t f o r m á k és peremfe l té te lek k ö n y -
nyen kezelhe tők . A módsze r h a t é k o n y a l k a l m a z á s á 
nak feltétele, hogy a feladathoz jól i l leszkedő 
p rob lémamegfoga lmazás t t a l á l junk . Az ismerte
t e t t e l j á rásban a p r o b l é m a a l apegyen le t ének integ
rá l megfoga lmazásá t h a s z n á l t u k fel. A végese lemek 
módszerének a mechanika t e r ü l e t é n kidolgozott k i 
forrot t módszere i t v e t t ü k á t . 

A végeselemek módszerének alapelemei 

A végeselemek módszeréhez a v i z sgá landó tar to
m á n y t te tszőleges a l a k ú m e g h a t á r o z o t t tulajdon
ságú r é s z t a r t o m á n y o k r a kel l osztani. Tekintet te l 
arra, hogy a m i k r o h u l l á m ú p l aná r á r a m k ö r ö k s ík
p r o b l é m á t képvise lnek, ké td imenz iós feladatot kel l 
megoldani. Az anal íz is elvégzésére ké td imenz iós 
„ S e r e n d i p " t í p u s ú végeselemet alkalmaztunk [1] . 
Az alapelemet az 1. á b r a muta t ja 

A c s o m ó p o n t o k a t az á b r á b a n bejelöl t m ó d o n az 
ó r a m u t a t ó j á r sáva l megegyező é r t e l emben l á t t u k 
el növekvő indexekkel. Az elemre a köve tkező 
közel í tő függvény t alkalmaztuk 

0= 2 Ni0io (1) 
i = l 

A végeselemek módszeréve l m e g h a t á r o z a n d ó 

p a r a m é t e r e k a sarokpontokban é r v é n y e s H j 0 é r t é -
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/. ábra. „ S e r e n d i p " t í p u s ú n ó g y s a r o k -
pontos a lape lem 

kek. Az (1) egyenletben szereplő a l ak függvónyeke t 
a (2) egyenlet adja meg. 

^ = 1 ( 1 + 1 1 , ) ( 1 + rjrji) 

t]i= — 1 
i = 2 ! . = - 1 rji= 1 

i=3 l . = l t],= 1 
i = 4 l . = l í ) 4 = - 1 (2) 

Az Ni a l akfüggvény jel lemzője, hogy az i - i k 
sarokpontban é r t éke 1, az összes t ö b b i sarok
pontban é r t éke 0. Figyelemre mél tó , hogy az alak
függvény é r t é k é t b á r m e l y oldalél m e n t é n c s u p á n 
az adott oldalélhez csa t l akozó ké t c s o m ó p o n t 
p a r a m é t e r e h a t á r o z z a meg. 

A v á l a s z t o t t végeselem a lap függvény az élek men
t é n b iz tos í t j a a függvény fo ly tonosságá t . Az alkal
mazott i n t eg rá l a lapösszefüggés legfeljebb első
r e n d ű d i f fe renc iá lhányadosoka t tartalmazhat. [2] 

Az e l járás egyszerűsí tése v é g e t t a v izsgá l t 
t a r t o m á n y te tszőleges e lemét az alapelemre vonat-
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kozta tva ana l izá l juk . Ez az el járás a szakirodalom
ban izoparametrikus leképzés n é v e n ismert. A (3) 
egyenletben megadott leképező függvények — az 
alapelem közel í tő függvényekke l való alaki egyező
ségük indokolja az izoparametrikus megjelölést — 
segí tségével egy te tszőleges végeselem pontjai ós e 
pontokban az első d i f fe renc iá lhányadosok az alap
elemből s z á r m a z t a t h a t ó k . 

X = 2 N i X i° 
i = l 

Y= 2 NtTio 

(3) 

A (3) egyenletben _3Ti0 és Yi0 a te tszőleges véges
elem s a r o k p o n t k o o r d i n á t á i . 

Az első d i f fe renc iá lhányadosoka t a te tszőleges 
elemben és az alapelemben a Jacobi m á t r i x (4) 
kapcsolja össze. 

J--

dx dy 
d l d£ 
dx dy 

L dv dv -1 
(4) 

Ez a t ranszformác ió az alkalmazott s zámí tógép 
programmban r u t i n k é n t szerepel. 

A s z á m í t á s o k n a k az egyes elemeken va ló el
végzéséhez, valamint a rendszeregyenlet össze
á l l í tásához az elemeket és a c s o m ó p o n t o k a t meg 
kel l számozni . A rendszer topológia i t u l a jdonsága i t 
célszerűen egy k é t m é r e t ű t ö m b b e n t á r o l t u k . A 
t ö m b első indexe a végeselem sorszáma, a m á s o d i k 
indexe a c s o m ó p o n t o k sorszáma. 

A rendszeregyenlet összeál l í tásának alapja a 
csa t lakozó végeselemek közös c somópon t j a iban a 
c somópon t i p a r a m é t e r e k azonos é r t éke [1] . Ezen az 
alapon az egyes végeselemekre é rvényes egyenle
t e k b ő l csatolt egyenletrendszer jön lé t re . A meg
oldásná l figyelembe v e t t ü k m i n d az e g y ü t t h a t ó -
m á t r i x sz immet r i á j á t , m i n d annak részleges k i -
tö l tö t t s égé t . E z á l t a l a p r o b l é m a mére t éhez a 
lehe tő legkisebb t á r t e r ü l e t e t h a s z n á l t u k fel. Ez 
kü lönösen fontos személyi számí tógépek alkalma
zásáná l . 

A felsorolt elvek minden olyan ké td imenz iós 
p r o b l é m á r a é rvényesek , melyekné l c supán a meg
oldás fo ly tonossága k ö v e t e l m é n y . A p r o b l é m a 
kezelhetőségét nagyban m e g k ö n n y í t i a differenciál
egyenlet i n t eg rá l megfelelőjének a lka lmazása . E n 
nek e lőál l í tásá t mutat ja be a köve tkező fejezet. 

A Helmholtz egyenlet integrál is alakja 

Mik rohu l l ámú p l a n á r alakzatokban a mezőel
oszlást a ska lá r Helmholtz egyenlet h a t á r o z z a meg 
[3] . 

d2& d2(t> 

ahol k 2 = efico2 

Az in teg rá l egyen le t e t a sú lyozo t t m a r a d é k o k 
módszeréve l á l l í t juk elő [1] . Az (1) egyenletben 
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definiá l t alapösszefüggés szerint az in tegrá legyenle t 
a köve tkező a l a k ú lesz 

/ Ni 

í = l i = l 

aí2 + dy2 dy2 

• dü=0 

- + k2£Nt<l>Í0 

(6) 
Az i index é r t éke 1, 2, 3, 4. 
A (6) egyenlet á l ta l e lőál l í to t t egyenletrendszer a 

p rob lémához t a r t o z ó elemkarakterisztika. A máso
d i k d i f ferenciá lhányadosok az alkalmazott alap
függvényekre az elemek éle m e n t é n végte lenné 
v á l n á n a k , ezér t a dif ferenci lá lhányadosok rendjé t 
parciá l is differenciálással csökkent jük [1] . Ennek 
megfelelően az egyenletrendszer első tagja a 
k ö v e t k e z ő a l a k ú lesz 

/ N 
{2 Ni0i°) 

i = 1 
dx2 

4 

d!3 = 

f NH s 'v<*<o]hd/ 

O i = 1 

fi i = l 

(7) 

= 0. 

ahol F az Q e l e m t a r t o m á n y pe remét , n- a kifelé 
m u t a t ó egység vektor t jelöli. 

Az in teg rá l é r t éke a peremen 0^ mert 

dn 
Ez a feltétel f izikailag azt jelenti, hogy a p l aná r 
alakzaton a kapuk kivételélével be- i l letve kifolyó 
á r a m o k nem l éphe tnek fel [3] . A kapukon, ahol a 
mező in tenz i t á s előírt , 

()0 

k iadód ik . 
dn 
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A peremfeltételeket a következő fejezetben le
írt módon vet tük figyelembe. Ezek után az elem-
karakterisztikában a következő tagok maradtak 
vissza 

dNi d 
dx dx -kit***] + 

+- dm a 

+ 

dy dy 
NiQto \\dü + „ ] ] c 

» í 0 ]dí3 Ni0in\dQ=O (8) 

Ismeretes, hogy ez az egyenlet a Helmholtz 
egyenlethez rendelt variációs integrálból is szár
maztatható [1]. Az itt bemutatott származtatása 
rámutat azonban arra, hogy az ún. természetes 
peremfeltételeknek mi a fizikai jelentése. 

A (8) elemkarakterisztikából a négydimenziós 
lineáris egyenletrendszer együtthatóira a követ
kező összefüggés adódik 

/ [ dx dx ' dy dy 
^ dNt 

k2NiNi\dQ (9) 

ahol az i és j a sor illetve oszlopindexek és értékük 
az alkalmazott elemre 1,2,3,4. Figyelemre méltó, 
hogy az elemkarakterisztika szimmetrikus és ennek 
következtében a rendszeregyenlet is szimmetrikus. 
E z a tulajdonság a másodrendű variációsintegrál 
extrémizálásakor mindig fennáll [1]. 

Megjegyezzük, hogy a végeselem analízis alkal
mazásakor csupán az elemkarakterisztika (9) alakja 
problémafüggő, ezért a más területeken kifejlesz
tett módszerek megfelelő módon alkalmazhatók. 

A peremfeltételek figyelembe vétele 

Az egyenletrendszer méretét az előírt értékű 
csomópontok számának megfelelően csökkentet
tük. Az együtthatómátrix kitöltési alakját ugyanis 
már az egyenletrendszer összeállítása során meg 
lehet határozni. A tényleges kitöltöttséget egy 
muta tó megadásával vet tük figyelembe [1]. Ennek 
segítségével az együtthatók egyetlen egyméretű 
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2. ábra. P é l d a 14 c s o m ó p o n t o s rendszer 
e g y ü t t h a t ó m á t r i x á n a k k i t ö l t ö t t s é g é r e 

tömbben tárolhatók. A mutató a diagonalelemek 
sorszámára mutat az együttható tömbben. Szem
léltető példát mutat a 2. ábra. 

A példában az együtthatók száma 65, a muta tó 
mérete 14 és értékei: 1, 2, 4, 8, 11, 16, 20, 28, 35, 40, 
48, 53, 57, 65. A mutató utolsó értéke egyben az 
együtthatók számát is megadja. 

A mutató előállításakor a topológiai tulajdonsá
gokat és a peremelőírásokat vet tük figyelembe. 
A kétméretű topológiai változó indexei az elem sor
száma és a megfelelő lokális csomópontsorszámok, 
értékei a megfelelő globális csomópontszámok. 
A peremórtékváltozó indexe a globális csomópont
szám, értéke pedig vagy az előírt peremérték egy 
megkülönböztethetőségét biztosító nagyon kis 
számmal (10~ 2 0) megszorozva, vagy maga a globá
lis csomópontszám. Ezeknek a változóknak a 
segítségével a diagonálemelek feletti oszlopok 
magassága meghatározható és ebből a mutató már 
közvetlenül származtatható [1]. Az egyenletrend
szer jobboldala az elemkarakterisztikák rendszer
egyenletbe építésekor kiadódik. 

Az egyenletrendszert egy megfelelően módosí tot t 
Gauss eljárással oldottuk meg [1] 
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3. ábra. A numer ikus p é l d á b a n s z e r e p l ő 
a l a k z a t a d a t a i 

Hul lámhossz : 20 egység 
1986 Jun.6 

H 322-4 

ábra. M e z ő e l o s z l á s A 2 = 20 k o o r d i n á t a 
e g y s é g r e 
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Hullámhossz: 15egység - • 
Hullámhossz : 2 5 e g y s é g 
1986 Juh. 6 
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5. ábra. M e z ő e l o s z l á s A x = 15 k o o r d i n á t a 
e g y s é g r e é s A 3 = 25 k o o r d i n á t a e g y s é g r e -

A számítógép programm felépítése 
A program k é t részből áll . Az első részben a koordi
n á t á k a t , a topológia i adatok és a peremfe l té te leke t 
valamint p e r e m é r t é k e k e t á l l í t o t t u k elő il letve a 
programm á l t a l adott keretek k ö z ö t t gene rá l tuk . 
A m á s o d i k részben t ö r t é n i k a m u t a t ó előál l í tása, 
az egyenletrendszer e g y ü t t h a t ó m á t r i x á n a k és az 
egyenletrendszer j o b b o l d a l á n a k az összeál l í tása, 
majd az egyenletrendszer megoldása . I l yen fel
ép í t és mellett lehetséges vo l t h a t á s o s bevitel i 
s e g é d p r o g r a m m o k beépí tése az első részbe. 

Mive l az első részben c supán adatbevitel t ö r t é 
nik , megfelelő Basic nyelven k ö n n y e n programoz
h a t ó . A programm futás i ide jé t a m á s o d i k rész 
h a t á r o z z a meg, ezér t i t t m á r célszerű valamilyen 
gépi k ó d r a fo rd í tha t ó magassz in tű programm-
nyelvet alkalmazni. 

Numerikus példa 
A 3. á b r á b a n megadott alakzat anal íz isé t muta t ja 
kü lönböző peremfe l té te lekre a 4. és 5. áb ra . 

Az alakzat 10 elemből áll, a c somópon tok s z á m a 
20. A peremfe l té te lek a k ö v e t k e z ő k : az 1, 2, 18, 19., 
20-ik c somópon tok az alaplemezhez k ö t ö t t e k (& = 
= 0), a 13, 14-ik c somópon tok potenc iá l ja e lő í r t : 
0 = 10 egység. A hu l lámhossza t k o o r d i n á t a egy
ségekben adtuk meg. A 4. á b r á b a n A 2 = 20 egység, 
az 5. á b r á b a n A 1 = 15 il letve A 3 = 25 egység. 
A kü lönböző hu l l ámhosszada tok a frekvencia
függés b e m u t a t á s á t szolgálják. A programm máso
d i k részének fu tás i ideje (Commodore 128 gépen, 
Basicben í r t programmal) kb . 3 perc. Ez az ered
m é n y is azt sugallja, hogy kb . 50 c somópon t szám 
felett é rdemes ezt a p rog ramrész t f o rd í t ha tó 
programmnyelven megírni . 

Végkövetkeztetések 

Ebben a m u n k á b a n a m á s t e rü l e t eken kiérlel t 
végeselem anal íz is t alkalmaztuk m i k r o h u l l á m ú 
p l aná r alakzatok v izsgá la tá ra személyi számí tógép 
fe lhasználásával . A m u n k á t a Wilhelmshaven-i 
Szakfőiskolán, a K a n d ó K á l m á n Villamosipari Mű
szaki Fő i sko láva l való e g y ü t t m ű k ö d é s ke re t ében 
végez tük . Az elér t e r edmények azt m u t a t t á k , hogy 
a módsze r t é rdemes a személyi s zámí tógép segít
ségével a m é r n ö k i tervezés t e rü le té re bevonni. 
Az el járás t a m i k r o h u l l á m ú p l aná r alakzatok á r a m 
köri ka r ak t e r i s z t i ká inak m e g h a t á r o z á s á r a célszerű 
továbbfe j leszt eni. 
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