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ÖSSZEFOGLALÁS 

Ebben a cikkben egy hatékony numerikus módszer 
segítségével a síkhullámok terjedését vizsgáljuk egy
dimenziós, tetszőlegesen változó anyagállandójú inho
mogén közegben. 

A problémára megfogalmazunk egy peren lértók-fela-
datot, majd erre alkalmazzuk a súlyozott reziduum 
formulát és a kapott egyenlet numerikus kiértékeléséhez 
a végeseiéin módszert hívjuk segítségül. A cikk végén 
néhány a gyakorlatban is előforduló feladatra (inhomo
gén tápvonal , reflexiómentesítő inhomogén réteg) adunk 
numerikus megoldást. 

1. Bevezetés 

A va lóságban előforduló hul lámter jedés i problé
m á k egy részét rendszerint l e í rha t juk egy egy
dimenziós inhomogén ré t ege t t a r t a l m a z ó modell 
segítségével. Az i lyen modell számos gyakorla t i 
feladat megoldására ha szná lha tó . I lyen t ö b b e k 
k ö z ö t t az e lek t romágneses hu l l ámok ionoszférában 
va ló ter jedésének le í rása [1], a kü lönböző plazma
t ípusok reflexiós és á tv i t e l i t u l a jdonsága inak vizs
g á l a t a [2, 3], az inhomogén t á p v o n a l a k és t á p v o 
n a l á t m e n e t e k anal ízise és szintézise [4], vagy a 
ref lexiómentes í tő anyagok csil lapítási tulajdon
sága inak v izsgála ta . 

Az egydimenziós inhomogén közeg anal íz isére a 
szakirodalomban s z á m t a l a n módszer t a l á l h a t ó , 
közülük némelyik csak speciális profi lú ré tegre 
haszná lha tó . N é h á n y el járás a teljesség igénye 
né lkü l : a Wentzel—Kramers—Billouin ( W K B ) , 
a fázisintegrál módszere , a homogén ré tegekke l 
va ló közelí tés [5], az á l t a l ános í t o t t W K B módszer 
[2] , [5], az in tegrá legyenle t re va ló visszavezetés 
módszere [6], t o v á b b á a véges differenciák mód
szere [7] és a var iációs elv [7]—[9] . Az á l t a l u n k 
haszná l t sú lyozot t reziduum módszer [7] , [8] ez 
u t ó b b i ke t tőhöz áll legközelebb. M i n t m á r emlí
t e t t ü k , választf i t t módsze rünk e lőnye, hogy tet
szőlegesen vá l tozó inhomogén közeg ese tén is 
haszná lha tó . 

A véges differenciák módszerének h á t r á n y a , 
többd imenz iós feladat ese tén t ö b b e k közö t t az, 
hogy nem ad pontos e r e d m é n y t , ha a v izsgál t 
t a r t o m á n y h a t á r v o n a l a görbe, vagy ha a h a t á r o n 
a peremfel té te l ún . „keve r t h a t á r f e l t é t e l " [8] . 
Ezt az e l járás t főleg áz időtő l függő rendszerek 
le í rására használ ják . A var iác iós elv lényege, hogy 
az adott pe remér ték- fe lada thoz egy funkcionál t 
rendel és a funkcionál szélsőértékéhez t a r t o z ó 
függvényt h a t á r o z z a meg. Ez a módszer az elektro
mágneses t é re lmé le tben az u t ó b b i i dőben igen 
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népszerűvé v á l t és ezzel e g y ü t t r endkívü l i mér t ék 
ben megszaporodott az ide v o n a t k o z ó szakiroda
lom is [10]—[16]. A [15] és [16] egydimenziós 
inhomogén ré tege t vizsgál a variációs elv segít
ségével. A feladat t e h á t lényegében ugyanaz 
mégis lényeges különbség van a ké t megoldás 
közö t t . Azé r t érezzük szükségesnek a feladat meg
o ldásá t a sú lyozot t reziduum módszer segítségével , 
mert ez az el járás á l t a l ánosabb , min t a var iációs 
elv [7] , [8], ugyanis a var iációs elv csak akkor 
ha szná lha tó , ha az adott pe remér ték- fe lada thoz 
hozzárende lhe tő egy megfelelő funkcionál . Ez a 
hozzárendelés viszont csak bizonyos t í p u s ú diffe
renciá l -egyenle tekhez lehetséges. A sú lyozo t t rezi
duum formula ezzel szemben tetszőleges perem
ér ték- fe lada t ese tén is m e g a d h a t ó , és semmiféle 
megkö tés t sem k í v á n a vizsgál t differenciálegyen
le t tő l (differenciálegyenletektől) és a hozzá t a r t o z ó 
ha tá r fe l t é t e l tő l (határfe l té te lektől ) . 

1. ábra. Egydimenz iós inhomogén közegben történő 
hullámterjedés modellje 
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M i n t minden numerikus módszerné l t e rmésze
tesen i t t is fe lmerül a megoldás p o n t o s s á g á n a k 
kérdése . E z é r t a későbbiekben m é g v i s sza té rünk a 
[15] [16] á l t a l is ha szná l t ene rg i amegmaradás 
t é t e l én a l apu ló hibabecslési módszerhez . 

2. A feladat megfoga lmazása 

A feladat geomet r i á j a az 1. á b r á n l á t h a t ó . 

A 0. és a 2. r é t eg h o m o g é n i z o t r ó p az egyik 
i r á n y b a n vég te len k i te r jedésű . Az 1. i nhomogén 

r é t eg anyagá l l andó i e 0e 1(z), n^fi^z) és a z£[0, a] 
t a r t o m á n y b a n helyezkedik el. I t t fi0 és e 0 a sza
b a d t é r i p e r m i t t i v i t á s és pe rmeab i l i t á s , míg a 

fiiései(i = 0, 1, 2) az i. r é t eg komplex r e l a t í v 
p e r m i t t i v i t á s a és pe rmeab i l i t á sa . 

Az inhomogén r é t eg anyagá l l andó i csak a z 
i r á n y b a n v á l t o z n a k . Az időfüggés e i f t ) t a l akú , ami t 
a k ö v e t k e z ő k b e n elhagyunk. Ismeretes, hogy fer
de szögű beesés ese tén a beesés s ík já ra merőleges 
(TE mód) és a beesés s ík jával p á r h u z a m o s ( T M mód) 
polar izác ió t meg ke l l kü lönböz te tn i . A köve tkezők
ben ahol lehet a kétféle polar izác ió t e g y ü t t kezel jük, 
ahol erre nincs mód , o t t m i n d a k é t m ó d u s r a 
kü lön felírjuk a megfelelő egyenletet. 

Merőleges (TE mód) polar izáció ese tén az elektro

mos vektornak (E) csak y i r á n y ú komponense van. 

Ey(x,z) = Ev{z)-e -ey (1) 

ahol ey — az y i r á n y ú egységvek tor , a te r jedés i 

t é n y e z ő y0=j ^™ ^1 fi0e0 a 0. r é t egben , 2 0 — a 
Á0 

s z a b a d t é r i hu l l ámhossz , 0 a beeső hu l l ám és a 
beesési merőleges á l t a l b e z á r t szög. 

P á r h u z a m o s ( T M mód) polar izáció ese tén a 
mágneses vektornak (H) csak y i r á n y ú összetevője 
van, ezér t í r h a t j u k , hogy 

13"/ \ u", \ -vo^e-x -Hy(x>z)=Hy(z)e -ey (2) 
M i v e l a 0. és a 2. közeg h o m o g é n i zo t róp , ezé r t 

i t t a Maxwel l egyenletek mego ldása az a l á b b i 
f o r m á b a n í r h a t ó [5] , [16] 

0(z)=H'](z) = EÍ(z)-. 
-y0oos(S)2 

-Ane + 

+ j B _ / 0 o o S ( 8 ) % < 0 

0 ( , ) = ^ ( 2 ) = ^ ( Z ) = ^ 2 e - r ! C O S ( 0 ' K Z - a )

+ 

yacos(e')(z-o) 
+ ±s„e , z 

E z t fö lhasználva í rha t juk , hogy 
y„sin 0 = y 2 sin 0' 

ahol 
(5) 

2n 
A 0 

£i /Xj i = 0,2 l m yt^sO 

A (4)-ben szereplő k i t e v ő t ezzel á t í r h a t j u k az 
a lábbi alakra 

. 2TI V ~ ~ 
y2cos 0 =) —— e2 f t 2 -

ÁQ 
-e 0 [iosin20 (6) 

H a a feladat megoldása során előír juk, hogy 
A0=l és B2 — 0, akkor ez fizikailag megfelel 
annak, hogy egy egységnyi a m p l i t ú d ó j ú hu l l ám 
érkezik az inhomogén ré tegbe a 0. közegből a 
beesési merőlegeshez képes t 0 beesési szöggel. 
Ekkor Bo=r(0) és A2 = T(0), ami nem más , 
min t a reflexiós és á tv i t e l i t ényező 0 nagyságú 
ferdeszögű beesés esetén. 

Teljesen hasonló m ó d o n de f in i á lha tunk egy 
inverz ter jedési modellt , ahol A0=Q, és B2 = l, 
vagyis most a 2. közegből érkezik egy egységnyi 
a m p l i t ú d ó j ú hu l l ám az inhomogén ré tegbe a 
beesési merőlegeshez képes t 0 beesési szöggel. 

I. táblázat 
A (7)-l)en szereplő paraméterek definíciója párhuza

mos és merőleges polarizáció esetén 

Kife-
jezé- T E mód (merőleges pol.) TM mód (párhuzamos pol.) 
sek 

®(z) Ey{z) 

P{Z) 1//<!(«) 

<?(*) H m - - m \ 

H"(z) 
v 

1/^(2) 

4 - ) i • 

i"oeo . „„1 s in 2 0 I 
£i(8) 

2JI 

A0 

0080^(0) -j-

s in 2 0 

— ' — O O S O E ^ O ) 

~ 4:71 
-cos@ fi^O) A0 j — 

X0 

i«0 •cos®ej(0).4o 

2R 1/ 2TI ] / 
e 2 / í 2 —e o ( i í o sin 2 0 

f*2 

•a (4) ^ (« ) 

A 0 (z) jelölést a z é r t v e z e t t ü k be, mert a pá r 
huzamos, és a merőleges polar izác ióra ugyanazt az 
egyenletet kaptuk, és ezzel a felírás t ö m ö r e b b le t t . 4 

A0, B0, A2, B2, 0' je lentése az 1. á b r á n l á t h a t ó . |82 ~3~r~ 
Az e l ek t romágneses t é re lmé le tbő l ismert, hogy 0 

k é t közeg h a t á r á n az E és H vektor t angenc iá l i s 
összetevői folytonosan mennek á t , ha nincs felület i 
t ö l t é s és nem fo ly ik felületi á r a m . ^ 

«i(a) 

]f esfJ,2—eoiuosin20 -j—^Í 

B2 

«i(«) 
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Ekkor t e rmésze tesen A2= T(0) és B0 = T(9) a 
reflexiós i l letve az á tv i t e l i t ényező . 

A Maxwel l egyen le tekbő l a m á r k o r á b b a n emlí

t e t t ha tá r fe l t é te lek f igyelembevéte lével — a, z — 0 

és a z = a helyen az E és H vektor t angenc iá l i s ösz-

sze tevői folytonosan mennek á t — 0(z)-re az 
a lábbi Sturm—Liouvi l le- fé le pa r emór t ék - f e l ada to t 
kapjuk [16] 

dz 
d0(z 

dz 
d0 I 
dz I z 
d<Z> 

— ] + í (z )0(») = O 0 < 

+ 0 ^ 0 ( 0 ) + a 2 = 0 

dz 
+ (l10(a) + (S2 = O 

-a (7.a) 

(7.b 

(7.o) 

A 7. kép le tben szereplő p(z), q(z), a 1 ; <x2, f}v 

ft2 kifejezések je lentésé t m i n d a k é t t í p u s ú polari
zációra az I . t á b l á z a t b a n közöljük. 

Feladatunk ezek u t á n a (7) pe remér ték - fe l ada t 
megoldása . H a ezt m á r megoldottuk, akkor k ö n n y e n 
meg tud juk h a t á r o z n i a keresett B0 és A2 é r t é k e t 
az a lábbi összefüggések segí tségével : 

BO = 0(O)—AO 

A2 = 0(a)—B2 

(8) 

ahol A0-t és B2-t m á r k o r á b b a n e lő í r tuk , pé ldáu l a 
poz i t ív z i r á n y ú hul lámter jedés i modell ese tén 

(A0 = l, B2 = Q, Bo=I\G) = 0(O)-l, A2 = T{0) = 
= 0{a). 

Megjegyezzük, hogy a (7) egyenletrendszerrel az 
eredeti — o o < z < » t é r r e v o n a t k o z ó feladatot 
egy 0 < 2 < Í Í véges té r részre v o n a t k o z ó feladatra 
r e d u k á l t u k , fe lhasználva a sugárzás i fe l té te l t a 
vég te lenben és a ha tá r fe l t é t e l eke t a z = 0 és a 
z = a helyeken. A (7) p e r e m é r t é k feladatnak t ö b b 
megoldási mód ja lé tezik [9] , melyek közü l a 
numerikus megoldás ra legmegfelelőbb a beveze
t ő b e n m á r e m l í t e t t var iációs elv és az á l t a l u n k 
is haszná l t sú lyozo t t reziduum módszer . 

H 2 8 2 - 2 

2. ábra. A peremérték-feladat geometriája. Q a vizsgált 
tartomány, JT az fí-t határoló peremgörbe, w a r görbe 

kifelé muta tó normálvektora 

3. A súlyozott reziduum módszer elve 

A sú lyozot t reziduum módszer e lvét az a lább i 
ké td imenz iós feladaton muta t juk meg (2. áb ra ) . 
A keresett függvénynek az ü t a r t o m á n y o n a 
köve tkező differenciálegyenletet ke l l kie légí tenie 

D(0)=L(0)+p = O (9.a) 

ahol L l ineáris differenciáloperátor , p a 0 - t ő l 
nem függő, ismert függvény, 0 pedig a differen
c iá legyenle te t kie légí tő megoldás . Az ü t a r t o m á n y t 
ha t á ro ló z á r t F görbén a megfelelő pe remfe l té te l t 
á l t a l ánosan az a lább i m ó d o n í rha t j uk e l ő : 

P(0)=M(0) + r = O (9.b) 

ahol M l ineáris d i f ferenciá loperátor és r a ^-hez 
hasonlóan 0 - t ő l nem függő ismert függvény. 

A leggyakrabban előforduló h á r o m nem homo
gén t í p u s ú peremfel té te l a k ö v e t k e z ő : 

Dirichlet típusú peremfeltétel 
M{0) = 0 r = —g 

Neumenn típusú peremfeltétel 
80 

M{0) = r — —h 

(lO.a) 

(lO.b) 

„Kevert" peremfeltétel 

M(0) = d0_ 
dn 

+ k0 r = ~~f (lO.c) 

ahol d 
dn 

a F gö rbén az n normál i s i r á n y ú deri

v á l á s t jelenti, k, g, h, f pedig a 0 - t ő l nem függő 
ismert függvények. A 9. a és 9. b- t egyszerre 
kie légí tő 0 mego ldás t az a lábbi függvénysor ra l 
köze l í t jük 

M 

0^0= ^ amNm (11) 
m-l 

ahol az 2Vm-k a v á l a s z t o t t báz is függvények és az 
am-k ezek e g y ü t t h a t ó i . Az Nm bázisfüggvények
nek az adott ü t a r t o m á n y o n szakaszonkén t n-szer 
folytonosan d i f fe renc iá lha tónak ke l l lenniük, ha 
i t t a mego ldandó differenciálegyenlet n-ed r e n d ű 
(L n:ed r e n d ű dif ferenciá loperátor) . H a most a 
(9.a) és (9.b)-ben a pontos 0 megoldás helyett a 
(11) közel í tő függvény t haszná l juk , akkor az ü 
t a r t o m á n y o n és a f peremen a h i b á t a k ö v e t k e 
z őké ppe n í r h a t j u k fe l : 

Rü = D{é)=L(0)+p (12) 

Br = p{0) = M(0) + r 

A hiba sú lyozo t t összegét az ü t a r t o m á n y o n és a 
peremen az a lábbi i n t eg rá l segí tségével minima
l i zá lha t juk 

J WiBadQ+ J WiEidr = 0 (13) 
a r 

ahol Wi és Wi alkalmasan v á l a s z t o t t súlyfügg
v é n y e k , melyeket á l t a l á b a n e g y m á s t ó l függet lenül 
v á l a s z t h a t u n k meg. 
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H a a (13) egyenlet n a g y s z á m ú független Wi és 
A 

Wi-re te l jesül , akkor a 0 egyre jobban közel í t i a 
pontos 0 megoldás t , fel téve, hogy a (11) közel í tés
ben h a s z n á l t Nm báz is függvények száma ennek 
megfelelően te tszőlegesen növe lhe tő . A (12) és 
(11) k é p l e t e t (13)-ba behe lye t t e s í t ve a kapot t 
egyenletrendszert fe l í rhat juk az a lább i m á t r i x 
egyenlettel: 

Ka = f (14.a) 
ahol 

Ki,m= f WiL(Nm)áQ+ I' WiM{Nm)&r 

fi = -f Wip dQ- I Wir dr (14.c) 

I t t Ki,m a K m á t r i x l. so r ának és m. osz lopának 
eleme, fi pedig az / oszlopvektor l. eleme. A kere
sett a e g y ü t t h a t ó v e k t o r t e z e k u t á n a köve tkező 
egyenlet h a t á r o z z a meg: 

a = K~íf (15) 

A Wi és Wi v á l a sz t á sá tó l függően a mego ldás ra a 
gyakorlatban t ö b b módsze r terjedt el. 

a) Kollokáció 

E k k o r Wi= ő(r—n), azaz súlyfüggvényrend
szernek a Dirac-féle de l ta - függvények rendszeré t 
vá lasz t juk . Ebben az esetben l = m. . 

b) Túlhatározott kollokáció 

Ez a kol lokáció speciális esete, amikor a súly
függvényrendszer ugyanaz, min t az egyszerű kol -
lokációnál , de l>m. 

c) Oalerkin módszer [7] [8] 

Ebben az esetben a bázis függvények rendszere 
megegyezik a súlyfüggvényrendszerre l , azaz Wi = 
= Ni. 

Az irodalomban még számos módszer t a l á l h a t ó 
(Rayleigh—Ritz módszer , legkisebb négyze tek 
elve stb.), amelyek sz in tén a sú lyozot t reziduum 
módszer e lvére épülnek . 

Megjegyezzük, hogy ha bázisfüggvényrendszer
nek olyan függvényosz tá ly t vá l a sz tunk , amely 
automatikusan kielégít i a (9.a) egyenletet az 
Q t a r t o m á n y o n , akkor a (13) egyenlet az a lábbi 
egyszerű fo rmára r e d u k á l ó d i k : 

WiRr dr = 0 (16) 

E k k o r csak a peremen ke l l a h i b á t a (16) segítsé
gével min imal izá ln i . Ez t az e l járás t h a t á r e l e m 
módsze rnek (Boundary Element Techniques) ne
vezik [17]. 

4. A feladat megoldása a súlyozott reziduum 
módszer segítségével 

Az á l t a l ános (13) sú lyozo t t reziduum formulá t 
alkalmazva a (7) pe remér ték - fe l ada t r a az a lábbi 
egyenletet kapjuk 

+ [ M - ? 1 + a ^ H L = o + 

+ 

ahol Wi(z) és Wi(z) alkalmasan v á l a s z t o t t súly
függvények és 

M 

0(z)=áé(z)= ^ amNm{z) (18) 

ahol az 2Vm(z)-k a 0(z) függvény közel í tésében 
haszná l t bázisfüggvények GS Ó/ja ezek e g y ü t t h a t ó i . 
A (7.b) és (7.c) egyenleteket a (17) min t t e rmésze
tes ha tá r fe l t é t e l t veszi figyelembe. 

A (17) kép le tben az első tagot — Green t é t e l é t 
fe lhasználva — a köve tkező alakra hozhatjuk: 

a 

f dWi d0 
dz dz 

d.z + 
d0 ~\z = a 
dz \z = 0 

(19) 

(A függvények 2 - tő l va ló függésének jelölését a 
t ö m ö r e b b í r á smód kedvéé r t elhagytuk.) 

Ezzel az á t a l ak í t á s sa l e lé r tük , hogy a (17)-ben 
szereplő $(z)-nek, i l letve az Nm(z) függvényeknek 
m á r csak egyszer folytonosan dif ferenciá lhatónak 
kel l lenniük. Ez a bázisfüggvényrendszer megvá
lasz tásáná l nagyobb_szabadságo t biztosí t . 

Mive l a Wi és W± sú lyfüggvények e g y m á s t ó l 
függetlenek, ezér t I I ' / t a köve tkezőképpen vá
lasztjuk : 

[Wil=o=[Wi.p]2=o (20) 

[Wl\z=a = —[Wl-p-\z=.a 
W\ megvá lasz tá sáná l Galerkin módszeré t alkal
mazzuk. A z é r t é l t ünk ezzel a válasz tássa l , mert 
ekkor a kapot t egyenletrendszer e g y ü t t h a t ó -
m á t r i x a szimmetrikus lesz, ami megkönny í t i a 
numerikus kiér tékelés t . A (17) egyenlet ezek u t á n 
(18), (19) és (20) fe lhasználásával és Wi = Ni válasz
t á s sa l az a lább i lesz 

a dNi d0 
dz dz 

-q0Ni dz-

1=1,2, ...M (21) 

I t t j egyezzük meg, hogy a (21) egyenlet ebben a 

fo rmájában csak akkor haszná lha tó , ha az e1(z) és 

fi^z) folytonosan vá l toz ik a z £ [ 0 , a] t a r t o m á n y b a n . 

Ha e függvények valamelyike is ugrás t tartalmaz, 
p l . a Zj£ (0, a]< pontban, akkor a (21) in teg rá l k é t 
részre vá l ik szé t : 
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$2 Í>3 $M-2 $M-1 $ M . 

dtf> 

:<Z>(Z.+ ) 

( z i - )=2 ' ( z i + ) 
dtf> 

(23) 

M-2 'M-1 

Z -a M 

3. ábra. A z 6 [0, a] intervallum felosztása ( i l í—1) 
számú azonos hosszúságú szakaszra. h = a/(M—1), 

Zi — (i—l)h 

dNi d& 
dz dz 

-q0N^dz-

dz 1 1 dz * 
A (23) nem más , m i n t a (22) sú lyozo t t reziduum 
formula t e rmésze t e s folytonossági feltétele. 

Az e lőbb e m l í t e t t e l járással a sú lyozo t t reziduum 

H 282~3 formula m á r ex(3)-ben és f/x(z)-ben te tszőleges (vé

ges) s zámú u g r á s t t a r t a l m a z ó közegre is fe l í rható. 

Ez a ké t egyenlet — (21) és (22) — m á r minden 
szükséges információt tartalmaz, a folyamatot 
leíró differenciálegyenletet (7.a), a ha tá r fe l té te le 
ket a z = 0 és z = a helyeken (7.b), (7.c) és a folyto
nossági fe l té te l t (23). Ez t az egyenletet fogjuk a 
köve tkezőkben a végeselem módszer segítségével 
numerikusan kiér tékelni . 

- [NipfaQ + « 2)],=o+ + [Nip(^0 + p2)-]z=a 

aholZ= 1,2, . . .M 

A (22)-t kie légí tő 0(z) f üggvénynek eleget kel l 

tennie a (7.a) d i f ferenciá legyenle tnek a (0, Z~) és a 

+ 
(Zi, a) t a r t o m á n y b a n , te l jes í tenie ke l l a (7.b) ós 
(7.c) peremfe l té te leke t a z = 0 i l letve z = a pontok
ban, valamint k i ke l l e légí tenie a folytonossági 
fe l té te l t & z = Zi pontban, ami nem jelent m á s t , 
m i n t azt a k é t fel tétel f igyelembevéte lé t , hogy 

E és H vektor tangenc iá l i s komponensei a z = z% 
pontban folytonosan m e r r e k á t , vagyis 

^22) 5- Numerikus kiér tékelés a végcselem módszerre l 

A végeselem módszer a l k a l m a z á s a a m i ese tünk
ben nem jelent m á s t , min t azt, hogy a (18) köze
l í tésben az Nm báz is függvényrendszer t nem az 
egész ( 0 ^ 2 < a ) t a r t o m á n y b a n é r t e lmeze t t függ
vények a lko t ják , hanem csak bizonyos résztar
t o m á n y o k o n nem zérus é r t é kű függvények. Hogy 
a numerikus k iér téke lés t megkönny í t sük , ahhoz 
Nm speciális vá l a sz t á sáva l kel l é lnünk . Osszuk fel 
a z£[0, a] t a r t o m á n y t (M—1) számú egyenlő 
hosszúságú szakaszra (3. áb ra ) . 

A 0i=0(z = Zi ^ d 0 , 
0i = —-.,—(z = Zi dz 

a 0(z) i l le tve 

d 0 _ 
a - g - függvény z-- pontban felvett é r t é k é t 

i ) ( i ) ( i ) 
Ni+1 Ni„2 Nj+3 

' + i 

egységnyi meredekség' 

H 2 8 2 - 4 
4. ábra. A négy leggyakrabban használt bázisfüggvény
rendszer, hi azi. elem hossza, N^~>. . .-h az i . elemen 
nemzérus bázisfüggvények, a. lineáris, 6. négyzetes , 

c. köbös, d. Hermite bázisfüggvónyrendszer esetén 
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jelenti . A z£[0, a] t a r t o m á n y t a bázis függvény
v á l a s z t á s n a k megfelelően kü lönböző hosszúságú 
elemekre osztjuk fel. A négy leggyakrabban hasz
n á l t báz is függvényfendszer (l ineáris, négyze tes , 
köbös [7] , Hermi te [8]) részle tesen is t á r g y a l j u k 
a k ö v e t k e z ő k b e n (ld. 4. á b r a ) . 

Az Nm báz is függvényt ú g y vá lasz t juk meg, hogy 
egy adott (i) pontban az é r t éke egységnyi legyen 
az összes t ö b b i m e t s z é s p o n t b a n pedig zérus 
Nm(z = Zi) = l i = l, 2, . ..M és Nm(z^Zi) = 0. 

a) Lineáris bázis függvényrendszer (4.a. ábra) 
E k k o r az i elem a zi és zj+, pont á l t a l m e g h a t á 

rozot t szakasz. Az i elem hossza Tn=Zi+\—z* = 
a 

M-l 
Az i elemen a k é t nem azonos zérus bázisfügg

v é n y az Ni és az Ni+ 

H a hely i k o o r d i n á t á t def in iá lunk , ahol 

1 = 
2{z-zl) 

hi 
(24) 

i elem k ö z é p p o n t j á n a k koo rd iná t á j a , 
akkor | £ [ — 1 , 1 ] és ezzel a helyi k o o r d i n á t á v a l m á r 
k ö n n y e n fö l í rha t juk az Ni és 2Vi+,-t. 

1 
i+i 

i + i (25) 

ahol i = l , 2, . . . M-l. 

(A felső zárójeles i b e t ű az elem azonosí tás i 
s z á m á t jelenti.) 

b) Négyzetes bázisfüggvényrendszer (4.b. ábra) 

Ebben az esetben az i. elem a 2 t és zi+2 pontok 
á l t a l m e g h a t á r o z o t t szakasz. Az elem hossza 

_ 2 -a 
fli — Zi+ 2 Zi — jyj- _ j 

ahoH = 2 n - l , n = l , 2, . . . ( J f - l ) / 2 
Az i elemen a h á r o m nem azonos zérus é r t é k ű 

(0 (*) , (*) 
báz i s függvény Nt , Ni+i és Ni+2 melyek az elő
z ő e k b e n def in iá l t helyi k o o r d i n á t a ( | ) segí tségével 
kifejezve a k ö v e t k e z ő k : 

«) 1(1 — 1) (o 
= g Í ^ Í + I = 

5(5 + 1) 
Ni + 2 = „ 

(26) 

c) Köbös bázisfüggvényrendszer (4.c. ábra) 
Most az i elemet a z4 és a Z i + 3 pont h a t á r o z z a meg. 
Az elem hossza ebben az esetben 

_ J 3 « _ 

Az i elemen a nem azonosan zérus négy bázisfügg
v é n y t a (27) k é p l e t adja, a f helyi k o o r d i n á t á t 
h a s z n á l v a . 

Nf-

i V i + l = 

9 
16 
27 
T6~ (5 + l ) ( l - y ) ( 5 - l ) 

(5 + l ) ( l + y ) ( l - D A7<*> _ 2 7 

i V i + 2 — 

» 8 . - ^ ( Í + I ) ( Í - T ) ( « + T ) <27> 
ahol i = 3»—2, » = 1, 2, . . . (Jf—1)/3. 

A ki jelöl t pontok s záma ifcf, t e rmésze tesen 
illeszkedik a ha szná l t bázisfüggvényrendszerhez, 
ami azt jelenti, hogy négyzetes bázisfüggvény
rendszer esetén M p á r a t l a n szám lehet csak, köbös 
bázisfüggvényrendszer ese tén Jf-nek olyannak 
kel l lennie, hogy az {M—1)/3 = t e rmésze tes szám 
feltétel tel jesüljön, míg lineáris bázisfüggvény
rendszer esetén M te tszőleges te rmésze tes szám 
lehet. 

H a az előző 3 esetben azonos hosszúságú ele
meket haszná lunk , akkor a legpontosabb ered
m é n y t és a leggyorsabb konvergenc iá t a köbös 
bázisfüggvényrendszerrel é rhe t jük el, míg a leg
kevésbé egzakt e r e d m é n y t a l ineáris bázisfügg
vényrendszer szolgál ta t ja . Természe tesen maga
sabb fokszámú polinomot t a r t a l m a z ó bázisfügg
vényeke t is h a s z n á l h a t u n k , — ami növel i a pon
tosságot és gyors í t ja a konvergenc iá t [7] — de, 
min t majd a t o v á b b i a k b a n l á t n i fogjuk, a kapot t 
egyenletrendszerhez t a r t o z ó e g y ü t t h a t ó m á t r i x sáv
m á t r i x lesz, melynek sávszélessége a felhasznál t 
polinom fokszámával egyenlő m é r t é k b e n nő . Né
h á n y esetben nemcsak a &{z) függvény szükséges, 
hanem annak der ivá l t j a is &'{z), amit az a, b, és c, 
pontban leír t bázisfüggvényekkel nehezen és pon
ta t lanul lehet csak megha tá rozn i . E p rob l émá t 
k ö n n y e n á t h i d a l h a t j u k , ha a Hermi te bázisfügg
vényrendsze r t haszná l juk . 

d) Hermite bázisfüggvényrendszer (4.b. ábra) 

Ebben az esetben az i elem hossza hi=zi+1—zu 

ami a zt és z í + 1 pont á l t a l m e g h a t á r o z o t t szakasz. 
Mive l most nemcsak a keresett 0(z) függvény 
é r t é k é t akarjuk megha tá rozn i , hanem annak deri
v á l t j á t is, ezér t minden egyes elemen négy nem 
azonosan zérus báz is függvényt í runk elő. 

Ezek közü l k e t t ő Nf és a zi i l letve a z J + 1 

pontban veszi fel az egységnyi é r t éke t , míg az 

N\l) és az Ni+,t olyan, hogy az előbbi k é t pontban 
a de r ivá l t j uk lesz egységnyi . A m á r k o r á b b a n 
bevezetett helyi k o o r d i n á t á t h a s z n á l v a a függvé
nyek a k ö v e t k e z ő k lesznek. 

•<4> 1 /o o t . ta\ TVT(*) 1 

N}"=—(2—Z&+ I 3 ) ^ = -^(2 + 31— I 3 ) 
(28) 

- ( 1 — | — 1 2 + | 3 ) 

M + , = — 0—(—1—5+ 5 2 + 5 3) 

ahol i = l,2, . . . M—l. 
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Az előbbiekben leír t bázis függvény vá la sz t á s sa l 
A 

a 0 közel í tő függvény az a l ább i lesz (a, b, és c 
eset) 

M 

0^0 = ^ 0mNn (29) 

ahol 0 m az m. m e t s z é s p o n t b a n a 0 é r t éke , Nm 

pedig ugyanabban a pontban a nem zérus é r t é k ű 
bázisfüggvény 

N m(z — zm) = 1 

A d, esetben, azaz Hermite báz is függvény esetén, 
még a 0 de r ivá l t j á r a is kapunk egy közel í tő 
függvény t . 

M 

0' = 0' = ^ 0'mN„ (30) 

m = 1 

A (29)-t i l letve a (29) és (30)-t be í rva a (21)-be 
egy komplex e g y ü t t h a t ó s l ineár is egyenletrend
szerhez ju tunk . 

Az egyenletrendszert t ö m ö r e n az a l ább i alakban 
í rha t j uk fel : 

K0=f (31.a) 
ahol 

Kl,tn= I W 
Jo y 

dNi dNn --qNiNm^dz-
dz dz 

[p^NlNmlz^o + [p^NlNm^a (31 .b) 
fl = [pog^l]^.—[p^Nl] ,=a (31.0) 

1 <l,m?sM 
es 

0 = [0X0203. . .0M]T (31.d) 

l ineáris , négyze tes és köbös báz i s függvényrendszer t 
haszná lva , míg 

0 = [0[0'1020'2...0m0M]T (31.e) 
Hermite báz i s függvényt alkalmazva. 

A z£ [0, a] t a r t o m á n y t E s z á m ú elemre felosztva 
K és f f e l bon tha tó az a l ább i összegre: 

E E 

K = % K<* f= 2 (32) 

ahol 

Ki,m= f |; P 
dN, (i) dN (<) 

dz dz 
dz-

—[p^N? N%]?=0+pi&NPNW]^ (33) 
(i) (i) (i) 

/; =[pa2Ni ]z=0—[pP2Nl ]2=0 (34) 
Qi — az (i) t a r t o m á n y . 

Megjegyezzük, hogy ha (22)-t oldjuk meg, ak
kor olyan felosztást ke l l h a s z n á l n u n k , hogy a z% 
pont egybeessen valamelyik m e t s z é s p o n t t a l és 
figyelembe ke l l v e n n ü n k a (23) t e rmésze t e s foly
tonossági fe l té te leket . 

H a az e lőbbiekben le í r t báz i s függvényeke t hasz
ná l juk , akkor a K m á t r i x szimmetrikus s á v m á t r i x 

lesz, melynek sávszélessége 1, 2 vagy 3, a t t ó l 
függően, hogy a l ineáris a négyzetes , vagy a k ö b ö s 
i l letve Hermite báz i s függvényrendszer t haszná l 
tuk-e. Az e l járás konvergencia sebességét kétféle
k é p p e n gyor s í t ha t juk . Az egyik esetben az azonos 
e l emszámot megtartva (_É7 = const.) a h a s z n á l t 
báz is függvényrendszer fokszámát növe l jük és ez
á l t a l gyorsul a konvergencia. A más ik esetben a 
h a s z n á l t báz is függvényrendszer t hagyjuk v á l t o 
zatlanul, csak a felosztást f inomí t juk , azaz E-t 
növel jük . M i a számí tá sa ink so rán az u t ó b b i 
módsze r t v á l a s z t o t t u k . 

6. A számítógépes anal íz is e redményei 

Ebben a részben ahogy m á r a beveze tőben emlí
t e t t ü k , k é t gyakorlat i feladatot oldunk meg, és 
részletesen e lemezzük a kapot t e r e d m é n y e k e t . 
A p r o b l é m á t m i n d k é t esetben egy poz i t ív z i r á n y b a 
t ö r t é n ő hul lámter jedés i modellre veze t jük vissza. 
E k k o r A0=l, B2 = 0, B0= T ( 0 ) (reflexiós tényező) 
és A2 = T(0) (á tv i te l i t ényező) . A s z á m í t á s o k 
e r edménye i t grafikusan közöl jük. 

A. Inhomogén tápvonalátmenet 

A t á p v o n a l e l m é l e t b ő l ismert, hogy adott z pontban 
a t á p v o n a l hu l l ámimpedanc iá j a 

Z0=YL(z)IC(z) (35) 

ahol L(z) a t á p v o n a l hosszegységre eső i n d u k t i v i 
t á s a és C(z) a t á p v o n a l hosszegysógre eső kapaci
t á s a a z helyen. 

L(z) és C(z) kifejezhető a közeg dielektromos és 
mágneses pa ramé te r e ive l [4] 

L(z) = fiQfí(z) 

C(z) = e0e(z) (36) 

A hu l l ámte r j edés t n o r m á l beesésnél v izsgá lva 
(© = 0°) és a (35), (36) kép l e t e t figyelembe véve , 

0.8 

0.6 

i n 0.4 

0.2 

\ ̂  *• / 
\ ••/ 

V ' / \ 
\ T\ J 

V \ • Ti . u 
f. .... . . . | 

Q/A< 
H 2 8 2 - 5 

5. ábra. A bemeneti reflexiós tényező abszolút értéke, 
aj A 0 függvényében, ahol a az inhomogén á tmenet 
hossza. Negyedhul lámú transzformátor (folytonos vo
nal), lineáris á tmenet (szaggatott vonal), köbös á tmenet 

(pontozott vonal) 
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hul lámter jedés i mode l lünkke l te tszőleges lezárá
sok k ö z ö t t m ű k ö d ő vesz teségmentes inhomogén 
t á p v o n a l á t m e n e t v izsgá lha tó . 

M i Z0 és 5 Z0 hu l l ámimpedanc ió jú az egyik 
i r á n y b a n végte len hosszúságú ( z<0 , z^a) t á p v o 
nalak k ö z ö t t m ű k ö d ő vesz teségmentes inhomogén 
á t m e n e t e k e t v izsgá l tunk . Ö t kü lönböző á t m e n e t e n 
végez tünk anal íz is t . Az 5. á b r á n egy negyed
h u l l á m ú t r a n s z f o r m á t o r egy l ineáris és egy a 
h u l l á m i m p e d a n e i á b a n h a r m a d f o k ú függvény sze
rint vá l tozó inhomogén á t m e n e t r e adtuk meg a 
bemeneti reflexiós t ényező abszolút é r t éké t ajX0 

függvényében. I t t a az inhomogén á t m e n e t hossza, 
A 0 pedig a s zabad té r i hu l lámhossz . Az egyes ré tegek 
p a r a m é t e r e i pedig az előzőeknek megfelelően a 
k ö v e t k e z ő k : 

l " o = e o = 1 > M 2 = 1 / e 2 = 5 (37.a) 

n e g y e d h u l l á m ú t r a n s z f o r m á t o r (37 .b) 

Hxiz) = l/e 1(z) = 1 + 4 z\a l ineár is (37.c) 

/^(z) = l / ^ ( z ) = 1 + 12(z/a) 2—8(z/a) 3 köbös (37.d) 

A 0 r é t eg megfelel a Z0 hu l l ámimpedanc iá jú , 
egyik i r á n y b a n vég te len hosszúságú t á p v o n a l n a k , 
( z< 0), a 2. r é t eg pedig az 5 Z0 hu l l ámimpedanc iá jú 
a más ik i r á n y b a n vég te len k i te r jedésű (z>a) 
t á p v o n a l n a k . 

A közbenső 1. r é t eg (z£ [0, a]) modellezi az 
i n h o m o g é n á t m e n e t e t , ahol a h u l l á m i m p e d a n c i a 
helyfüggését (35) kép l e tbe he lye t t e s í t ve a (37) 
b, c és d egyenletek h a t á r o z z á k meg, a h á r o m 
vizsgál t esetnek megfelelően. 

A 6. á b r a egy szinuszos és egy exponenciá l is 
á t m e n e t ese tén muta t ja a bemeneti reflexiós 
t é n y e z ő abszolú t é r t é k é t a/A 0 függvényében . Az 
egyes ré tegek p a r a m é t e r e i pedig az a l á b b i a k : 

0.8 

0.6 

0.2 
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\ — 1 
\ 
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V 

Í H 2 8 2 - 6 
6. ábra. A bemeneti reflexiós t ényező abszolút értéke 
a/A0 függvényében, ahol a az inhomogén á tmenet 
hossza. Szinuszos á tmenet (folytonos vonal,) exponen

ciális á tmenet (szaggatott vonal) 

II. táblázat 
A három homogén rétegből álló rendszer egyes rétegeire 

vonatkozó elektromágneses paraméterek mért értékei 

Réteg Re (e) lm (e) Re(u) lm (fi) 

1,3 
1,38 
2,141 

-0,023 
-0,037 
-0,406 

0,988 
0,981 
0,971 

—0,161 
—0,256 
—0,806 

1H 282-7 

7. ábra. H á r o m homogén rétegből összeállított rendszer 
modellje. A harmadik réteget fómfal zárja le. Az egyes 

rétegek vastagsága h1 = h2 = h3 = a/3 

£ ( z ) = l / £ ( z ) = 5 - 4 s i n [ - J - ( l - z / Z ) ] 

szinuszos á t m e n e t ese tén 

iui(z) = l / ^ ( z ) = e 1 - 6 1 - í ! ' £ 

exponenciá l is á t m e n e t e se t én : 

(38.a) 

(38.b) 

e7> Á*o» e7> Ma P e d i g megegyezik a (37.a)-val. 
Az á b r á k b ó l jól látszik, hogy tökéle tes i l lesztést 

(r = 0) csak a negyedhu l l ámú t r ansz fo rmá to r és 
az exponenciál is á t m e n e t b iz tos í t . Az első esetben 
aj A 0 = 0,25 n míg a más ik esetben a/A 0 = 0,25(n+1) 
helyeken, ahol n = 1, 3 , 5 . . . . 

Tökéle tes i l lesztést egyik á t m e n e t sem létesí t 
széles s á v b a n . A lineáris, a köbös és a szinuszos 
á t m e n e t e k ezzel szemben sehol sem adnak tökéle
tes i l lesztést . Gyakorlat i je lentőségük mégis igen 
nagy, mert széles s á v b a n kis reflexiójú i l lesztést 
e redményeznek . Impedancia i l lesz tés szempont já
ból a l egkedvezőbb tu l a jdonságú a köbös és a 
szinuszos á t m e n e t . 

B. Reflexiómentesítő inhomogén réteg 

Az inhomogén ré teg anal ízisénél az összehason
l í t ás é rdekében először h á r o m homogén ré tegből 
fe lépí te t t rendszert v izsgálunk. A s z á m í t o t t ered
m é n y e k e t ez esetben mérésekkel is e l lenőriztük. 
Az egyes ré tegek m é r t e lek t romágneses p a r a m é 
tereit a I I . t á b l á z a t tartalmazza. 

A méréseke t a m i k r o h u l l á m ú t a r t o m á n y b a n 
végeztük . A vizsgál t h á r o m r é t e g ű anyag modellje 
a 7. á b r á n l á t h a t ó . 
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8. ábra. A felületi reflexiós tényező a. abszolút értéke, 
b. fázisa er/A0 függvényében, ahol a az inhomogén 
réteg hossza. Inhomogén réteg (folytonos vonal), 
háromrétegű anyag (szaggatott vonal), mérési eredmé

nyek (*). 0 = 0° 

E modellen v é g e z t ü k a méréseke t , és a számí tá 
sok egy részét . E z u t á n e ré tege l t anyagot egy i n 
homogén modellel köze l í t e t t ük úgy , hogy e lő í r tuk 
az e lek t romágneses p a r a m é t e r e k azonosságá t há
rom kü lönböző pontban ẑ = 0, z = ~^> z = ^ j. 

Az inhomogén rendszert leíró e lek t romágneses 
p a r a m é t e r e k az 1. á b r á n a k megfelelően a köve t 
kezők : 

el (z') = 3,0645z'2—0,78152' + 1,3— 
—;'[1,5975z'2—0,49z' + 0,023] 

£ ( z ' ) = —1,3635z' 2 + 0,4335z' + 0,988— 
—;'[2,0475z'2—0,3975z' + 0,161] 

z' = z/a 
:1—;'10 1 2 

(39.a) 
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0.8 

0.6 

[r] a* 

0.2 

í \ 8=30° 
/ 6 0 u 

\ \ v / 
• i \ .... 
r\] 
* i " V 
• V. 

\ 4 

0.5 

Q/A T 

H 2 8 2 - 9 
9. ábra. A felületi reflexiós tényező abszolút értéke 
párhuzamos (TM mód) polarizáció esetén a/A0 függ
vényében különböző beesési szögek mellett (0 — 30°, 

60°, 75°) 
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10. ábra. A felületi reflexiós tényező abszolút értéke 
merőleges ( T E mód) polarizáció esetén aj A 0 függvényé
ben különböző beesési szögek mellett (0 = 30°, 60°, 75°) 
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11. ábra. A felületi reflexiós tényező abszolút értéke 
párhuzamos (TM mód) polarizáció esetén a beesési 
szög (0) függvényében, különböző a/A0 értékek mellett 

(a/A 0 = 0,05, 0,1, 0,25) 
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12. ábra. A felületi reflexiós tényező abszolút értéke 
merőleges ( T E mód) polarizáció esetén a beesési szög 
(©) függvényében, különböző a/ A 0 értékek mellett 

(a/A 0 = 0,05, 0,1, 0,25) 

A 0. r é t eg ( z<0) megfelel a s zabad t é rnek (e 0 = 
= pQ= 1) a 2. r é t eg (Z=~CÍ) megfelel a fém lezárónak 

(e 2 = l — j l O 1 2 ^2 = 1) a k ö z b e n s ő 1. r é teg ( 0 s z < a ) 
pedig az i nhomogén anyagnak. K i s z á m í t o t t u k , és 
a 8. a, 8.b. á b r á n á b r á z o l t u k a h á r o m r é t e g ű és az 
inhomogén anyagra a bemeneti reflexiós t ényező 
abszo lú t é r t é k é t és fázisát aj A 0 függvényében 0 = 
= 0° beesésnél . Ugyanezen az á b r á n a h á r o m r é t e g ű 
anyagon m é r t reflexiós t ényező é r t éke i t is fel tün
t e t t ü k . A k é t modellre s z á m í t o t t gö rbéke t össze
vetve, megá l l ap í t ha t j uk , hogy a felületi ref lexióra 
az i n h o m o g é n ré teg k e d v e z ő b b é r t é k e k e t ad 
( a /A 0 >0 ,2 ese tén | r \ <0 ,1 ) . Az á b r á b ó l az is jól 
lá tsz ik , hogy a s z á m í t o t t és a m é r t é r t ékek igen 
jól egyeznek. Az inhomogén modellen t o v á b b i 
s z á m í t á s o k a t végez tünk , melyek e r edménye i t a 
9, 10, 11, 12, és 13. á b r á n közöl jük. A 9. és 10. 
á b r á n a p á r h u z a m o s és merőleges po la r izác iónak 
megfelelően a bemeneti reflexiós t é n y e z ő t á b r á 
zol tuk 0 = 3 0 ° , 60°, 75° beesési szögre ajX0 függ
vényében . A 11. és 12. á b r á n sz in tén a bemeneti 
reflexiós t é n y e z ő l á t h a t ó a k é t polar izációra , a 
beesési szög (0) függvényében a/A 0 -val p a r a m é -
terezve. A 13. á b r á n megadtuk az á tv i t e l i és 
reflexiós t é n y e z ő é r t é k é t a/X 0 függvényében 0 = 0° 
beesési szögnél, de nem fémfal lezárással , hanem 

szabad t é r i ve l (e 2 = (i2 = \). 
A reflexiós és á tv i t e l i görbe jel legéből jól lá t 

szik a cs i l lap í tás belső mechanizmusa vagyis, 
hogy m i k é n t növeksz ik meg nagyobb frekvenciá
kon az elektromos hossz, a ré teg va lós f iz ika i 
va s t agságához képes t . 

Ez a jelenség a reflexiós görbén is jól lá tszik , 
ugyanis a reflexiós t ényező i t t m á r közel á l l andó , 
azaz a r é r t é k é t m á r csak a felületi reflexió h a t á 
rozza meg. 

S z á m í t á s a i n k során a numerikus k ié r téke lés 
h i b á j á t ú g y becsü l tük , hogy viszonylag nagy 
e l e m s z á m m a l v é g e z t ü n k egy f u t t a t á s t , {E — 100), 
majd ezt m i n t referenciát elfogadtuk egzaktnak. 
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13. ábra. A felületi reflexiós ós átvitel i t ényező a. 
abszolút értéke, b. fázisa a/k0 függvényében. Reflexiós 
tényező (folytonos vonal), átvitel i tényező (szaggatott 

•—.j r-^j r \ ' r-^f 

vonal). 0 = 0°, e 2 = ^ = 1 

E z u t á n kisebb e l emszámmal dolgoztunk (E = 20) 
és összehason l í to t tuk a k é t e r e d m é n y t . i? = 20X 
X (aj 2 0 ) elemet és l ineáris báz is függvényrendszer t 
h a s z n á l v a ez a hiba kisebb vo l t 3 % - n á l . 

Természe tesen gyorsabban vá l tozó közeg ese tén 
ugyanilyen pontossághoz nagyobb e lemszámot 
ke l l haszná ln i . Pontosabb hibabecslési módsze r t 
ad a [15], [16] köz lemény . Ez az el járás az energia
m e g m a r a d á s t é t e l én alapszik. Ezzel a módszer re l 
számol t max imá l i s h i b a é r t é k 2%, l£ = 20-(a/A 0 ) 
elem, és Hermite bázis függvényrendszer ese tén . 
Ez t a h i b a é r t é k e t a sú lyozot t reziduum módsze r re 
is el ke l l fogadnunk, mert a var iációs elv és 
sú lyozo t t reziduum módszer ugyanezt a m á t r i x 
egyenletet adja, ha Galerkin módszeré t haszná l juk 
és a folyamatot leíró di f ferenciá loperátor (7.a) 
l ineáris és szimmetrikus [7], [8] . Ez a S turm— 
Liouville-féle feladatra tel jesül . 

7. Ér t éke lés 

E g y d i m e n z i ó s te tszőlegesen vá l tozó anyagá l l an 
dójú i n h o m o g é n közeget v i z sgá l tunk a végeselem 
módszer segítségével . A p r o b l é m á r a megfogalmaz-
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t ü n k egy pe remér ték- fe lada to t , majd erre alkal
maztuk a sú lyozot t reziduum módszer t , ame ly rő l 
megmutattuk, hogy á l t a l ánosan és igen jól hasz
ná lha tó te t sző leges peremér ték- fe lada t esetén. Nagy 
e lőnye a var iációs elvvel szemben, hogy olyan 
feladat ese tén is ha szná lha tó , amikor nem létezik 
az adott pe remér ték- fe lada thoz t a r t o z ó funkcionál . 
K é t gyakorlat i feladatot, inhomogén t á p v o n a l á t 
menet és re f lex iómentes í tő inhomogén ré teg beme
neti reflexiós és á tv i te l i t ényezőjének s zámí t á sá t , 
részletesen is t á r g y a l t u k . M i n d a k é t f e l ada tná l 
t ö b b megoldás t is k i p r ó b á l t u n k és ez u t ó b b i 
esetben méréseke t is végez tünk . A számí t á sok 
pon tosságá ra becslést végez tünk . 
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