Hullamterjedés egydimenziés inhomogén
kozegben. Analizis végeselem mddszerrel
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Ebben a cikkben egy hatékony numerikus mdédszer
segitségével a sikhulldmok terjedését vizsgdljuk egy-
dimenzids, tetszélegesen viltozdé anyagdllandéji inho-
mogén koézegben.

A problémdra megfogalmazunk egy peremérték-fela-
datot, majd erre alkalmazzuk a silyozott reziduum
formuldt és a kapott egyenlet numerikus kiértékeléséhez,
a végeseiemn modszert hivjuk segitségiill. A cikk végén
néhdny a gyakorlatban is el6forduls feladatra (inhormo-
gén tdpvonal, reflexiémentesitd inhomogén réteg) adunk
numerikus megolddst.

1. Bevezetés

A valésdgban el6fordulé hulldmterjedési problé-
mék egy részét rendszerint leirhatjuk egy egy-
dimenziés inhomogén réteget tartalmazé modell
segitségével. Az ilyen modell szdmos gyakorlati
feladat megolddsiara hasznalhaté. Ilyen t6bbek
kozott az elektromégneses hullimok ionoszféraban
val6 terjedésének leirasa [1], a kiilonb6z& plazma-
tipusok reflexios és atviteli tulajdonsdgainak vizs-
galata [2, 3], az inhomogén tdpvonalak és tdpvo-
naldtmenetek analizise és szintézise [4], vagy a
reflexiémentesité anyagok csillapitdsi tulajdon-
sagainak vizsgilata.

Az egydimenziés inhomogén kozeg analizisére a
szakirodalomban szémtalan mdédszer talalhato,
kozillik némelyik csak specidlis profild rétegre
hasznalhaté. Néhany eljards a teljesség igénye
nélkiil: a Wentzel —Kramers—Billouin (WKB),
a féazisintegral médszere, a homogén rétegekkel
val6 kozelités [5], az 4ltaldnositott WK B mddszer
[2], [3], az integradlegyenletre valé visszavezetés
moédszere [6], tovabba a véges differencidk méd-
szere [7] és a varidciés elv [7]—[9]. Az 4ltalunk
hasznalt stlyozott reziduum médszer [7], [8] ez
utébbi kettéhoz 4ll legkozelebb. Mint mér emli-
tettiik, valasztott modszeriink elénye, hogy tet-
szllegesen valtozé inhomogén kozeg esetén is
hasznalhaté.

A véges differencidk moédszerének hatranya,
tobbdimenziés feladat esetén tobbek kozott az,
hogy nem ad pontos eredményt, ha a vizsgalt
tartomany hatarvonala gorbe, vagy ha a hataron
a peremfeltétel an. ,kevert hatarfeltétel” [8].
Ezt az eljarast f6leg 4z id6tdSl fiiggd rendszerek
leirdsara hasznaljak. A varidcids elv 1ényege, hogy
az adott peremérték-feladathoz egy funkcionalt
rendel és a funkcional szélsGértékéhez tartozd
fiiggvényt hatdrozza meg. Ez a mdédszer az elektro-
magneses térelméletben az utébbi idGben igen
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népszeriivé valt és ezzel egyiitt rendkiviili mérték-
ben megszaporodott az ide vonatkozé szakiroda-
lom is [10]—[16]. A [15] és [16] egydimenzids
inhomogén réteget vizsgal a varidcids elv segit-
ségével. A feladat teh4t lényegében ugyanaz
mégis lényeges kiilonbség van a két megoldas
kozott. Azért érezziik sziikségesnek a feladat meg-
oldésat a sulyozott reziduum médszer segitségével,
mert ez az eljards altaldnosabb, mint a variicids
elv [7], [8], ugyanis a variiciés elv csak akkor
hasznalhat6, ha az adott peremérték-feladathoz
hozzarendelhet6 egy megfeleld funkcional. Ez a
hozzarendelés viszont csak bizonyos tipusda diffe-
rencidl-egyenletekhez lehetséges. A stlyozott rezi-
duum formula ezzel szemben tetszéleges perem-
érték-feladat esetén is megadhat6, és semmiféle
megkotést sem kivan a vizsgalt differencidlegyen-
lettdl (differencidlegyenletektdl) és a hozzé tartozd
hatérfeltételtdl (hatarfeltételektsl).
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1. dbra. Egydimenziés inhomogén kozegben torténd
hullémterjedés modellje
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Mint minden numerikus médszernél természe-
tesen itt is felmeriil a megold4ds pontossdgdnak
- kérdése. Ezért a késGbbiekben még visszatériink a
[15] [16] 4ltal is haszndlt energiamegmaradés
tételén alapulé hibabecslési médszerhez.

2. A feladat megfogalmazasa

A feladat geometridja az 1. dbran lathaté.
A 0. és a 2. réteg homogén izotrép az egyik

irAnyban végtelen kiterjedésti. Az I. inhomogén

réteg anyagallandéi £0ti(2), Loth(z) 68 a 2¢[0, a]
tartomanyban helyezkedik el. Itt p, és e, a sza-
badtéri permittivitds és permeabilitds, mig a

fi és &(i=0, 1, 2) az i. réteg komplex relativ
permittivitésa és permeabilitdsa.

Az inhomogén réteg anyagallandm csak a z
irAnyban valtoznak. Az idéfiiggés €@® alakd, amit
a kovetkezdkben elhagyunk. Ismeretes, hogy fer-
de szogli beesés esetén a beesés sikjdra merdleges
(TE mod) és a beesés sikjaval parhuzamos (TM moéd)
polarizaciét meg kell kiillonboztetni. A kvetkezdk-
ben ahol lehet a kétféle polarizéciét egyiitt kezeljiik,
ahol erre nincs méd, ott mind a két mébdusra
kiilon felirjuk a megfelels egyenletet.

Merdleges (TE méd) polarizacié esetén az elektro-
mos vektornak (E) csak y irdnyd komponense van.,
—vesin® -z —

(93 z)= Ell( z)-€ €y 1)

ahol e, — az y irdnya egységvektor, a terjedési

tényezs y,= yoeo a 0. rétegben, A,

2@
AN
szabadtéri hulldmhossz, @ a beesd
beesési merédleges 4ltal bezart szog.

Péarhuzamos (TM méd) polarizacié esetén a
mégneses vektornak (H) csak y irdnya dsszetevije
van, ezért irhatjuk, hogy

hulldm és a

Hiwa)=Hype ™" e 2)

Mivel a 0. és a 2. kozeg homogén izotrép, ezért

itt a Maxwell egyenletek megolddsa az aldbbi
formdban irhaté [5], [16]

D(z)=H"(2)=Hy(z) = A e

—yg008(O)2

V008(0)2

4+ B-e , 2=<0
Dz)=H (z)=Eyz)=A

,c08(0)(z —a)
+ B (4)

,2>a

A @ (z) jelolést azért vezettiikk be, mert a pér-
huzamos, és a mer&leges polariziciéra ugyanazt az
egyenletet kaptuk, és ezzel a felirds tomorebb lett.
Ay By, Ay B,, © jelentése az 1. dbrén lathato.
Az elektromagneses térelméletbsl ismert, hogy
két kozeg hatdrén az K és H vektor tangencidlis
Osszetevdi folytonosan mennek 4t, ha nincs feliileti
toltés és nem folyik feliileti &ram.

(3)

—y,008(0°)(2—a)
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Ezt folhasznélva irhatjuk, hogy
yosin @ = y,sin & (5)
ahol

2w
y@_? l

A (4)-ben szereplé kitevSt ezzel atirhatjuk az
alabbi alakra

Ez ‘Ua ’0—02 Im ’y»,;so

L2~ o~ o~

=) 7‘—V €s [ba=€g (6)
0

Ha a feladat megoldasa soran elSirjuk, hogy

Ay=1 és B,=0, akkor ez fizikailag megfelel

annak, hogy egy egységnyi amplitudéji hulldm

érkezik az inhomogén rétegbe a 0. kozegbdl a

ygc08 O’ [gsin26

beesési merslegeshez képest © beesési szoggel.

Ekkor B,=I'(0) és A,=T(0), ami nem mds,
mint a reflexiég és atviteli tényezd O nagységﬁ
ferdeszogii beesés esetén.

Teljesen hasonlé .médon definidlhatunk egy
inverz terjedési modellt, ahol 4,=0, és B,=1,
vagyis most a 2. k6zegb6l érkezik egy egységnyi
amplitudéji hulldm az inhomogén rétegbe a
beesési merdlegeshez képest © beesési szoggel.

I. tabldzat
A (7)-ben szerepl(’i paraméterek definiciéja parhuza-
mos és merfleges polarizieié esetén
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Ekkor természetesen A,=1'(0) és B,=T(0) a
reflexids illetve az atviteli tényezé.

A Maxwell egyenletekbdl a mar korabban emli-

tett hatarfeltételek figyelembevételével — a z=0

és a z=q helyen az ¥ és H vektor tangencialis 0sz-

szetev6i folytonosan mennek 4t D(z)-re az
alabbi Sturm—Liouville-féle paremérték-feladatot
kapjuk [16]

d
~az—[p(z) g§£2L1+q(z)d5(z):0 O<z<a (7.a)
92 i@ h=0 (10

A 7. képletben szerepld p(z), q(z), o5, *, Bu
B, kifejezések jelentését mind a két tipusa polari-
zéaciéra az I. tablazatban kozoljik.

Feladatunk ezek utdn a (7) peremérték-feladat
megoldasa. Haezt marmegoldottuk, akkor kénnyen
meg tudjuk hatdrozni a keresett B, és 4, értéket
az alabbi Osszefiiggések segitségével:

B,=®(0)—A4,
A,=®(a)—B,

27

ahol A4 ,-t és B,-t mar korabban eléirtuk, példdul a
pozitiv z irdnyd hullaimterjedési modell esetén

(Ado=1, B,=90, B,=I'(0)=0(0)—1, 4,=T(O)=
=d(a).

Megjegyezziik, hogy a (7) egyenletrendszerrel az
eredeti — oo<z< o térre vonatkozé feladatot
egy O=z=a véges térrészre vonatkozé feladatra
redukaltuk, felhaszndlva a sugirzisi feltételt a
végtelenben és a hatarfeltételeket a z=0 és a
z=a helyeken. A (7) peremérték feladatnak tobb
megolddsi moédja létezik [9], melyek koziill a
numerikus megolddsra legmegfelelGbb a beveze-
tében mar emlitett varidcids elv és az dltalunk
is hasznalt sdlyozott reziduum mdédszer.

(8)

2. dbra. A peremérték-feladat geometridja. Q2 a vizsgdlt

tartomény, I' az -t hatdrolé peremgorbe, n a I" girbe
kifelé mutaté normédlvektora
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3. A silyozott reziduum madszer elve

A silyozott reziduum moédszer elvét az alabbi
kétdimenzids feladaton mutatjuk meg (2. abra).
A keresett fiiggvénynek az € tartominyon a
kovetkezd differencidlegyenletet kell kielégitenie

D(D)=L(DP)+p=0 (9.a)

ahol L linearis differencidloperator, p a ®-t6l
nem fiiggd, ismert fiiggvény, @ pedig a differen-
cidlegyenletet kielégit6 megoldés. Az 2 tartoméanyt
hatéarol6 zart I" gorbén a megfelel§ peremfeltételt
altaldnosan az aldbbi médon irhatjuk els:

P(®)=M(®)+7r=0 (9.b)

ahol M linedris differencidloperator és r a p-hez
hasonléan @-t6l nem fiiggd ismert fiiggvény.

A leggyakrabban eléfordulé hdrom nem homo-
gén tipusd peremfeltétel a kovetkezd:

Dirichlet tipusid peremfeltétel

MP)=D r=—y (10.a)
Newmenn tipust peremfeltétel
oD
,,Kevert” peremfeltétel
oD ‘
M(@)———((}'n—+k® r=—f (10.c)

0 i = oo g .
ahol —— a I" gorbén az n normdlis irdnyu deri-

on .
valast jelenti, k, g, b, f pedig a &-t8l nem fiiggd
ismert fiiggvények. A 9. a és 9. b-t egyszerre
kielégit6 & megoldast az aldbbi fiiggvénysorral
kozelitjik

M
@gé\: Z aAmNm

m=1

(11)

ahol az N,-k a vilasztott bazisfiiggvények és az
an-k ezek egyltthatéi. Az N, bazisfiggvények-
nek az adott 2 tartomanyon szakaszonként n-szer
folytonosan differencialhaténak kell lenniiik, ha
itt a megoldandé differencidlegyenlet n-ed rendii
(L m-ed rendii differencidloperator). Ha most a
(9.a) és (9.b)-ben a pontos @ megoldas helyett a
(11) kozelits fuggvényt hasznaljuk, akkor az £
tartomanyon és a I' peremen a hibat a kovetke-
zG6képpen irhatjuk fel:

Ry=D(®)=L(®)+p

Br=p(®)=M(®)+r

A hiba sulyozott osszegét az 2 tartoméanyon és a
peremen az aldbbi integral segitségével minima-
lizalhatjuk

f WiBod Q4 f WkrdI'=0
Q Ir

(12)

(13)

ahol W; és W; alkalmasan valasztott sulyfiigg-
vények, melyeket dltaldban egymastdl fiiggetleniil
vélaszthatunk meg.
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Ha a (13) egyenlet nagyszamu fiiggetlen W; és

Wi-re teljesiil, akkor a @ egyre jobban kozeliti a
pontos @ megoldast, feltéve, hogy a (11) kozelités-
ben hasznilt N, bazisfiiggvények szdma ennek
megfelelGen tetszSlegesen novelhets. A (12) és
(11) képletet (13)-ba behelyettesitve a kapott
egyenletrendszert felirhatjuk az aldbbi métrix
egyenlettel:

Ka=f (14.a)
ahol

Kim= f WL(N A0+ [WzM(Nm)
.

Q

r
ey

fi=— f Wip dQ— / W dI’ (14.c)
Q r )

Itt K1, a K matrix . soranak és m. oszlopanak
eleme, f; pedig az f oszlopvektor I. eleme. A kere-
sett a egyiitthatévektort ezekutdn a kovetkezd
egyenlet hatdrozza meg:

a=K-f (15)

A W, és W, valasztésatol fiiggben a megoldésra a
gyakorlatban t6bb mddszer terjedt el.

a) Kollokdcic
Ekkor W;=d8(r—r), azaz sualyfiiggvényrend-

szernek a Dirac-féle delta-fiiggvények rendszerét -

valasztjuk. Ebben az esetben [=m.

b) Tulhatdrozott kollokdcid

Ez a kollokdcié specidlis esete, amikor a sily-
fiiggvényrendszer ugyanaz, mint az egyszerti kol-
lokaciénal, de I=m.

¢) Galerkin modszer [1] [8]

Ebben az esetben a bazisfiiggvények rendszere
megegyezik a sdlyfiiggvényrendszerrel, azaz W;=

= 1.

Az irodalomban még szdmos médszer talalhaté.

(Rayleigh—Ritz mddszer, legkisebb négyzetek
elve stb.), amelyek szintén a sdlyozott reziduum
médszer elvére épiilnek.

Megjegyezziik, hogy ha bazisfiiggvényrendszer-
nek olyan fiiggvényosztalyt valasztunk, amely
automatikusan kielégiti a (9.a) egyenletet az
Q tartominyon, akkor a (13) egyenlet az alabbi
egyszerti formara redukélddik:

f Wi Rr dT'=0 (16)
Ir

Ekkor csak a peremen kell a hibat a (16) segitsé-
gével minimalizdlni. Ezt az eljardst hatarelem
mddszernek (Boundary Element Techniques) ne-
vezik [17].

4. A feladat megoldasa a sulyozott reziduum
modszer segitségével

Az 4ltaldnos (138) stlyozott reziduum formuldt
alkalmazva a (7) peremérték-feladatra az aldbbi
egyenletet kapjuk
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1 d d®
[ we|5{pe 52
0

)+ atin]az-+

+ [’W’z(z>[-%"l+ D)+ ]]: ot

e dd(z A
WG+ pde+)], 70 an
ahol Wi(z) és Wi(z) alkalmasan vélasztott saly-
fiiggvények és

M
D)= Z amN n(2) (18)

m=1

D(z)

R

ahol az Nn(2)-k a @(z) fuggvény kozelitésében
haszndlt béazisfiiggvények és am ezek egyiitthatoi.
A (7.b) és (7.c) egyenleteket a (17) mint természe-
tes hatérfeltételt veszi figyelembe.

A (17) képletben az els§ tagot — Green tételét
felhaszndlva — a kovetkez§ alakra hozhatjuk:

food (. dd
Of L s
foaw, do dd To=
— [P [ 2

(A fuggvények z-t6l valé fiiggésének jelolését a
tomorebb irdsmdd kedvéért elhagytuk.) '

Ezzel az atalakitdssal elértiik, hogy a (17)-ben
szereplS (z)-nek, illetve az Nn(z) fiiggvényeknek
mér csak egyszer folytonosan differencidlhaténak
kell lenniiik. Ez a bazisfiiggvényrendszer megva-
laszt4sanal nagyobb szabadsdgot biztosit.

Mivel a W, és W, salyfiiggvények egyméstol
fiiggetlenek, ezért Wit a kovetkezSképpen va-
lasztjuk:

[Wil:=o=[Wi-ple=o (20)
[Wile=a=—[Wi-ple=a

W1 megvalasztdsandl Galerkin mddszerét alkal-
mazzuk. Azért éltiink ezzel a vélasztdssal, mert
ekkor a kapott egyenletrendszer egyiitthato-
métrixa szimmetrikus lesz, ami megkdnnyiti a
numerikus kiértékelést. A (17) egyenlet ezek utan

- (18), (19) és (20) felhasznaldsaval és Wi=N; valasz-

tdssal az aldbbi lesz

—[Nlp(%é + o) Je=o+ [Nlp(ﬂlés + ) le=a=0
1=1,2,...M (21)
Itt jegyezziik meg, hogy a (21) egyenlet ebben a
forméjaban csak akkor hasznalhatd, ha az ;,(z) és
;l(z) folytonosan véaltozik az€[0, a] tartomanyban.

Ha e fiiggvények valamelyike is ugrdst tartalmaz,
pl. a 2,€(0, a]-pontban, akkor a (21) integral két
részre valik szét:
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3. dbra. A z € [0, a] intervallum felosztdsa (M—1)
szamu azonos hosszusdgu szakaszra. =a/(M—1),
zi=(t—1)h

le

[f f J[ Tdz '%qucDN z]dz——-

— [Np(, @ + o) le—o+ + [Nep(B1D + B5)l—a
aholl=1,2, ... M

(22)

A (22)-t kielégits (Ib(z) fiiggvénynek eleget kell

tennie a (7.a) differencidlegyenletnek a (0, Z™) és a

+
(Zi, a) tartoményban, teljesitenie kell a (7.b) s
(7.c) peremfeltételeket a z=0 illetve z=a pontok-
ban, valamint ki kell elégitenie a folytonosségi
feltételt a z=z; pontban, ami nem -jelent mé4st,

mint azt a két feltétel figyelembevételét, hogy

E és H vektor tangencidlis komponensei a z=z;
pontban folytonosan merrek at, vagyis

(a)
(i) (i)

N|~&1

1

D(z7)= (D(z@?“)
_ydo do
p(z; )_az—(zi )=p(z)— 3 @)
A (23) nem més, mint a (22) stlyozott reziduum
formula természetes folytonossigi feltétele.
Az el6bb emlitett eljarassal a stlyozott reziduum

(23)

formula mar ¢ (z)-ben és ji;(z)-ben tetszdleges (vé-

ges) szadmu ugrdst tartalmazé kozegre is felirhato.

Ez a két egyenlet — (21) és (22) — mér minden
sziikséges informéciét tartalmaz, a folyamatot
leiré differencidlegyenletet (7.a), a hatarfeltétele-
ket a 2=0 és z=a helyeken (7.b), (7.c) és a folyto-
nossagi feltételt (23). Ezt az egyenletet fogjuk a
kovetkezGkben a végeselem moédszer segitségével
numerikusan kiértékelni.

5. Numerikus kiértékelés a végeselem modszerrel

A végeselem mddszer alkalmazdsa a mi esetiink-
ben nem jelent mast, mint azt, hogy a (18) koze-
litésben az N, Dbazisfiiggvényrendszert nem az
egész (0=z=a) tartominyban értelmezett fiigg-
vények alkotjak, hanem csak bizonyos résztar-
tomanyokon nem zérus értéki fiiggvények. Hogy
a numerikus kiértékelést megkonnyitsiik, ahhoz
N, specidlis vdlasztdsdval kell élniink. Osszuk fel
a 2€[0, a] tartomanyt (M—1) szami egyenld
hosszlsdgi szakaszra (3. dbra).

do

A D= D(z=2), Pi=— G z=2;) a @(z) illetve

a %:? fliggvény z=2z; pontban felvett értékét
(c)
(i) (i) (i) (i)
Nj Nis1 Nis2 Nis3

egységnyi meredekség

[H282-4]

4. dbra. A négy leggyakrabban hasznélt bézistiiggvény-

rendszer. h; az ¢. elem hossza, N, .,

-k az ¢. elemen

nemzérus béazisfiiggvények, a. llnearls, b. négyzetes,
c. kobos, d. Hermite bdzisfiiggvényrendszer esetén
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jelenti. A 2¢[0, a] tartomdnyt a bazisfiiggvény-
vélasztdsnak megfelelSen kiilonboz8 hosszasiga
. elemekre osztjuk fel. A négy leggyakrabban hasz-
nilt bézisfiiggvényfendszer (line4ris, négyzetes,
kobos [7], Hermite [8]) részletesen is tdrgyaljuk
a kovetkezSkben (1d. 4. dbra).

Az N, bazisfiiggvényt gy vilasztjuk meg, hogy
egy adott (i) pontban az értéke egységnyi legyen
az Osszes tObbi metszéspontban pedig zérus
Nz=2z)=11i=1, 2, ... M és N,(z=2;)=0.

a) Linedris bdzisfiigguényrendszer (4.a. dbra)
Ekkor az i elem a 2; és z;+, pont altal meghaté-
rozott szakasz. Az i elem hossza h;=2z;+1—2i=
a

TM=T

Az i elemen a két nem azonos zérus bézisfiigg-
vény az N;és az N ..

Ha helyi koordinatat definidlunk, ahol

_2(z —zZ)__
)

& (24)

2 i hd s rd sz . rd rd
és zz — az 1 elem kozéppontjdnak koordindtéja,

akkor &€[—1,1] és ezzel a helyi koordindtdval mér
koénnyen folirhatjuk az N; és N .-t.
; E-1 oy _ E+1i
No—-—2bwg - HL )
ahol i=1,2, ... M—1.

(A fels6 zéarbjeles i betli az elem azonositdsi
- sz4m4t jelenti.)

b) Négyzetes bazisfitggvényrendszer (4.b. dbra)

Ebben az esetben az i. elem a z; és z;,, pontok
4ltal meghatérozott szakasz. Az elem hossza

__2a
T M1
aholi=2n—1,n=1,2,... (M—1)/2

Az i elemen a hirom nem azonos zérus értéki

}Li =2i+9%i

i i i
bézisfiggvény N ;1), N,i; és N :132 melyek az elG-
z6ekben definidlt helyi koordindta (£) segitségével

kifejezve a kovetkezlk:

i §(&-1 i
§)=——(2—~)N,-‘+)1_-(£—1)(s+1) (26)
N, =D

¢) Kobos bazisfuggvényrendszer (4.c. dbra)
Most az i elemet a 2; és a z;+ 3 pont hatdrozza meg.
Az elem hossza ebben az esetben
3a

hi= =1y
Az i elemen a nem azonosan zérus négy bézisfiigg-
vényt a (27) képlet adja, a & helyi koordindtét
hasznilva.
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@ _ 27 1
NO= e+ e gD

27 1
N(i?-zz —T(E-l-l)(g‘l'?](f—l)

@ _ 9 _L](a L]
Fa=—g (e+1)(e (545
ahol i=3n—2, n=1, 2, ... (M—1)/3.

A kijelolt pontok szdma M, természetesen
illeszkedik a hasznélt béazisfiggvényrendszerhez,
ami azt jelenti, hogy négyzetes bazisfiiggvény-
rendszer esetén M péaratlan szam lehet csak, kobos
bézisfiiggvényrendszer esetén M-nek olyannak
kell lennie, hogy az (M—1)/3 =természetes szdm
feltétel teljesiiljon, mig linedris bézisfiiggvény-
rendszer esetén M tetsz6leges természetes szdm
lehet.

Ha az el6z6 3 esetben azonos hossztsdgi ele-
meket hasznalunk, akkor a legpontosabb ered-
ményt és a leggyorsabb konvergencidt a kobos
bézisfiiggvényrendszerrel érhetjiilk el, mig a leg-
kevésbé egzakt eredményt a linedris bazisfugg-
vényrendszer szolgiltatja. Természetesen maga-
sabb fokszdmi polinomot tartalmazé bézisfiigg-
vényeket is hasznilhatunk, — ami néveli a pon-
tossdgot és gyorsitja a konvergencidt [7] — de,
mint majd a tovdbbiakban latni fogjuk, a kapott
egyenletrendszerhez tartozé egyiitthatémétrix sév-
métrix lesz, melynek sdvszélessége a felhasznilt
polinom fokszdméval egyenl6 mértékben né. Né-
héiny esetben nemcsak a @(z) fiiggvény sziikséges,
hanem annak deriviltja is @’(2), amit az a, b, és ¢,
pontban leirt bazisfiiggvényekkel nehezen és pon-
tatlanul lehet csak meghatdrozni. E problémét
konnyen 4thidalhatjuk, ha a Hermite bézisfiigg-
vényrendszert hasznaljuk.

(27)

d) Hermite bdzisfitgguényrendszer (4.b. dbra)

Ebben az esetben az i elem hossza h;=2z;,,—=%;,
ami a z; 68 z;,, pont 4ltal meghatérozott szakasz.
Mivel most nemcsak a keresett @(z) figgvény
értékét akarjuk meghatérozni, hanem annak deri-
valtjat is, ezért minden egyes elemen négy nem
azonosan zérus bézisfiiggvényt irunk elé.

Ezek koziil ketts Ni és Nio, a zi illetve a zi,,
pontban veszi fel az egységnyi értéket, mig az

N és az N2t olyan, hogy az elébbi két pontban
a derivaltjuk lesz egységnyi. A méar kordbban
bevezetett helyi koordinitdt haszndlva a fiiggvé-
nyek a kivetkezdk lesznek.

y_ 1 1
O=Zre—85+ 8 N=(2+3t—8)
R

'«N?)=—8‘—(1—§—§2+ &3)

i h
N = (1 2 8

ahol i=1, 2, ... M—1.

(28)
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Az el6bbiekben leirt bazisfiiggvény valasztéssal

a @ kozelité fiiggvény az alabbi lesz (a, b, és ¢
eset)

(29)

ahol @,, az m. metszéspontban a & értéke, N,
pedig ugyanabban a pontban a nem zérus értéki
bazisfiiggvény

Nu(z=zm)=1

A d, esetben, azaz Hermite bézisfiiggvény esetén,
még a @ deriviltjdra is kapunk egy kozelitd
fiiggvényt.

M

O == Gl (30)
m=1

A (29)-t illetve a (29) és (30)-t beirva a (21)-be
egy komplex egyiitthatdés linedris egyenletrend-
szerhez jutunk.

Az egyenletrendszert témoren az aldbbi alakban
irhatjuk fel:

Ko=f (31.a)

ahol |

 f( dN: dNn
K= fo [p Sl —(T—qmzvm]dz_
—[p NiNmle=0 + [P BN 1N m]e=a (31.b)
fi=[peaNi]e=o—[pfpNi]e=a (8L.c)
l=<lm=M
es

O=[P,P,D,...DOxy|"T (31.d)

linedris, négyzetes és kobos bazisfiiggvényrendszert
hasznélva, mig

O =[D,D,D,D,. .. DuD u]”

Hermite bazisfiiggvényt alkalmazva.
Az gp, a] tartomanyt ¥ szdmu elemre felosztva
K és f telbonthaté az alabbi Osszegre:

(31.e)

E E
K= Z K@ f= Z f® (32)
i=1 i=1
ahol
: AN AN e
@ ANy dNw i g,
Kim= f (p dz dz q]\ll N ]dz
—pu N N l=o+ pIANEONG L= (33)
@ @ i)
£ = [paaNt Temo— BN T (34)
£; — az (i) tartoméany.

Megjegyezziik, hogy ha (22)-t oldjuk meg, ak-
kor olyan felosztast kell haszndlnunk, hogy a z;
pont egybeessen valamelyik metszésponttal és
figyelembe kell venniink a (23) természetes foly-
tonossagi feltételeket.

Ha az el6bbiekben leirt béazisfiiggvényeket hasz-
naljuk, akkor a K métrix szimmetrikus sdvmatrix
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lesz, melynek savszélessége 1, 2 vagy 3, attél
fiiggGen, hogy a linedris a négyzetes, vagy a kobos
illetve Hermite bédzisfiiggvényrendszert hasznal-
tuk-e. Az eljards konvergencia sebességét kétféle-
képpen gyorsithatjuk. Az egyik esetben az azonos
elemszamot megtartva (& =const.) a hasznalt
bézisfiiggvényrendszer fokszdmét noveljiikk és ez-
4ltal gyorsul a konvergencia. A mésik esetben a
hagznalt bazisfiiggvényrendszert hagyjuk véalto-
zatlanul, csak a felosztast finomitjuk, azaz E-t
noveljilk. Mi a szédmitdsaink soran az utébbi
moédszert vélasztottuk.

6. A szamitogépes analizis eredményei

Ebben a részben ahogy méar a bevezetSben emli-
tettiik, két gyakorlati feladatot oldunk meg, és
részletesen elemezziik a kapott eredményeket.
A problémat mindkét esetben egy pozitiv z iranyba
torténé hullamterjedési modellre vezetjiilk vissza.
Ekkor 4,=1, B,=0, B,=I'(0) (reflexifs tényezs)
és A,=T(0) (atviteli tényez8). A szamitasok
eredményeit grafikusan kozoljik.

A. Inhomogén tdpvonaldtmenet

A tapvonalelméletbdl ismert, hogy adott z pontban
a tapvonal hullamimpedancisja

Zy=VL(z)[C(z) (35)

ahol L(z) a tdpvonal hosszegységre es§ induktivi-
tasa és C(z) a tdpvonal hosszegységre esé kapaci-
tasa a z helyen.

L(z) és C(z) kifejezhetd a kizeg dielektromos és
magneses paramétereivel [4]

L(2) = popul2)
C(z) = eqe(2) (36)

A hulldmterjedést normal beesésnél vizsgalva
(®=0°) és a (35), (86) képletet figyelembe véve,

08

06 NS - an

(1ol VY I\

T ——
g
——//

.............

Q/ﬂo
H282-5

5. dbra. A bemeneti reflexiés tényezs abszolut értéke,

a/ kA, fiiggvényében, ahol a az inhomogén 4tmenet

hossza. Negyedhulldémi transzformédtor (folytonos vo-

nal), linedris dtmenet (szaggatott vonal), kobods dtmenet
(pontozott vonal)
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hulldmterjedési modelliinkkel tetsz6leges lezdra-
sok kozott miikodd veszteségmentes inhomogén
tdpvonaldtmenet vizsgdlhato.

Mi Z, és 5 Z, hulldimimpedanciéju az egyik
irdnyban végtelen hosszisdgi (z<0, z>a) tdpvo-
nalak kozott miikodS veszteségmentes inhomogén
atmeneteket vizsgaltunk. Ot kiilonb6zé 4tmeneten
végeztiink analizist. Az 5. 4bran egy negyed-
hulldma transzformator egy linedris és egy a
hulldmimpedaneidban harmadfoka fiiggvény sze-
rint véltozé inhomogén atmenetre adtuk meg a
bemeneti reflexiés tényezd abszolut értékét afi,
figgvényében. Itt ¢ az inhomogén dtmenet hossza,
A, pedig a szabadtéri hulldmhossz. Az egyes rétegek
paraméterei pedig az el6zeknek megfelelSen a
kovetkezdk:

To=eo=1, uy=1[e,=5 (37.a)
(2)=1/e(z)=V5

negyedhulldmu transzformétor (87.b)

741(2) = 1/:3’1(2) =144 z/a linedris (37.c)

()= 1Tex(2) =1 + 12(2/a)—8(z/a)® kibos (37.d)

A 0 réteg megfelel a Z, hulldmimpedancidju,
egyik irdnyban végtelen hosszisigu tdpvonalnak,
(z<0), a 2. réteg pedig az 5 Z, hullimimpedancidja
a mésik irdnyban végtelen Kkiterjedésti (z>a)
tédpvonalnak.

A kozbensS 1. réteg (2¢ [0, a]) modellezi az
inhomogén dtmenetet, ahol a hulldmimpedancia
helyfiiggését (35) képletbe helyettesitve a (37)
b, ¢ és d egyenletek hatdrozzdk meg, a hirom
vizsgdlt esetnek megfelelGen.

A 6. 4bra egy szinuszos és egy exponencislis
dtmenet esetén mutatja a bemeneti reflexids
tényezd abszolut értékét a/i, fiiggvényében. Az
egyes rétegek paraméterei pedig az aldbbiak:

0.8 o

06 5\
N\

[r] 0.4 \\

0.2

\\ 7
I\

N -\;b"—
1
al/pg

[H282-6]

6. dbra. A bemeneti reflexiés tényezé abszolut értéke

afd, fuggvényében, ahol @ az inhomogén &tmenet

hossza. Szinuszos dtmenet (folytonos vonal,) exponen-
cidlis dtmenet (szaggatott vonal)
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11. tablazat

A barom homogén réteghdl allé rendszer egyes rétegeire
vonatkozé elektromigneses paraméterek mért értékei

~ . ~ ~
Réteg Re (¢) Im () Re(u) Im ()
1 1,3 —0,023 0,988 —0,161
2 1,38 —0,037 0,981 —0,256
3 2,141 —0,406 0,971 —0,806
0 a z
_ﬁ; | | |
T I i
Wm%
1. 2. 3.
féem
e.m. lezard
MNN
hullam
LA ‘/\“"r‘J\
L. S BLE I

H282-7

7. dbra. Hérom homogén réteghdl tsszedllitott rendszer
modellje. A harmadik réteget fémfal zdrja le. Az egyes
rétegek vastagsdga hy=h,=h;=0a/3

n@)=1/6(z) =5—4 sin[_’;—(l—z/L)] (38.9)
szinuszos atmenet esetén
() =1/2;(z) = b0 212 (38.b)

exponencidlis dtmenet esetén:

Cor Loy e;, [72 pedig megegyezik a (37.a)-val.

Az 4brakbdl jol latszik, hogy tokéletes illesztést
(I'=0) csak a negyedhulldma transzformétor és
az exponencidlis 4tmenet biztosit. Az els§ esetben
a/1,=0,25 n mig a mésik esetben a/1,=0,25(n+1)
helyeken, aholn=1,3,5....

Tokéletes illesztést egyik dtmenet sem létesit
széles sdvban. A lineéris, a kobos és a szinuszos
dtmenetek ezzel szemben sehol sem adnak tokéle-
tes illesztést. Gyakorlati jelentSséglik mégis igen
nagy, mert széles savban kis reflexidja illesztést
eredményeznek. Impedanciaillesztés szempontja-
bol a legkedvezSbb tulajdonsdgh a kobos és a
szinuszos dtmenet.

B. Reflexiémentesitd inhomogén réteg

Az inhomogén réteg analizisénél az Osszehason-
litds érdekében el8szor harom homogén rétegbél
felépitett rendszert vizsgalunk. A szdmitott ered-
ményeket ez esetben mérésekkel is ellendriztiik.
Az egyes rétegek mért elektromigneses paramé-
tereit a II. tablazat tartalmazza.

A méréseket a mikrohulldmi tartoményban
végeztiik. A vizsgdlt hdromrétegli anyag modellje
a 7. 4bran lathatd.
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8. dbra. A feluleti reflexi6és tényezd a. abszolut értéke,

b. fézisa afd, fiiggvényében, ahol a az inhomogén

réteg hossza. Inhomogén réteg (folytonos vonal),

hdromréteg{i anyag (szaggatott vonal), mérési eredmsé-
nyek (*). ©=0°

E modellen végeztiik a méréseket, és a szdmité-
sok egy részét. Ezutdn e rétegelt anyagot egy in-
homogén modellel kozelitettiik gy, hogy elSirtuk
az elektromdgneses paraméterek azonossdgit hé-
rom kiilonboz8 pontban [z:O, z=%, z=—2§—]

Az inhomogén rendszert leiré elektromégneses
paraméterek az 1. 4brdnak megfeleléen a kovet-
kezdk:

£(27')=3,06452'2—0,78157 +1,3—

—j[1,59752°2—0,492’ +0,023] (39.2)
(2')=—1,36352"2+0,43352" + 0,988—

—j[2,047522—0,39752° +0,161]  (39.b)

Eo= o= fta=1, £5=1—7j102 (39.c)

2 =zla
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9. dbra. A feliileti reflexiés tényezd abszolut értéke
parhuzamos (TM méd) polarizdcié esetén a/i, fiigg-
vényében kiilonbozd beesési szigek mellett (©@=30°,

60°, 75°)
1
. [
v 0= 30°
08 \" . 60°
1 . " 75¢

R
[P]ou b

0.2

0 0S5 1
a/A,
82-10
10. dbra. A feliileti reflexi6s tényezs abszolut értéke

merdleges (TE mdd) polarizdcié esetén af 4, fiiggvénysé-
ben kiilonbozd beesési szogek mellett (©@=30°, 60°, 75°)

a’A, =005
08 0.1 p
0.25 o
0.6 / .Wl_
W /T . g
onl N ST
=y 3 N II
~| NG
S [4
0.2 >
N /
o9 \_’
. he W, PUUDIN L. ‘[
0 45 90
8 (fokban)

[H282-11]

11. dbra. A feliileti reflexiés tényezd abszolut értéke

parhuzamos (TM mo6d) polarizdcié esetén a beesési

8z0g (@) fuggvényében, kiilonbdzs a/ 4, értékek mellett
(a/ ,=0,05, 0,1, 0,25)
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12. dbra. A feliileti reflexi6s tényez6 abszolut értéke

merdleges (TE mdéd): polarizdcid esetén a beesési szog

(@) figgvényében, kiilonbozé a/h, értékek mellett
(a/ 2,=0,05, 0,1, 0,25)

A 0. réteg (z<0) megfelel a szabadtérnek (e,=
= po=1) a 2. réteg (z>a) megfelel a fém lezarénak

(eg=1—j10'% py,=1) a kdzbens§ 1. réteg (0=z=<a)
pedig az inhomogén anyagnak. Kiszamitottuk, és
a 8. a, 8.b. 4brdn dbrazoltuk a hiromrétegii és az
inhomogén anyagra a bemeneti reflexiés tényezd
abszolut értékét és fazisit a/ A, fiiggvényében O =
=0° beesésnél. Ugyanezen az abran a haromrétegii
anyagon mért reflexios tényezd értékeit is feltiin-
tettiilk. A két modellre szamitott gorbéket Gssze-
vetve, megallapithatjuk, hogy a feliileti reflexiéra
az inhomogén réteg kedvezdbb értékeket ad
(@] A4>0,2 esetén | I'| <0,1). Az dbrabdl az is jol
latszik, hogy a szdmitott és a mért értékek igen
j6l egyeznek. Az inhomogén modellen tovabbi
szdmitdsokat végeztiink, melyek eredményeit a
9, 10, 11, 12, és 13. abran kozoljik. A 9. és 10.
dbrdn a parhuzamos és mersleges polarizaciénak
megfele]léen a bemeneti reflexiés tényez&t abra-
zoltuk @ =30°, 60°, 75° beesési szogre a/A, fiigg-
vényében. A 11. és 12. dbran szintén a bemeneti
reflexi6s tényezs lathaté a két polarizaciéra, a
beesési szog (0) fiiggvényében afl,-val paramé-
terezve. A 13. 4bran megadtuk az atviteli és
reflexiés tényezs értékét a/l, fiiggvényében @ =0°
beesési szognél, de nem fémfal lezdrdssal, hanem

szabadtérivel (g,= p,=1).

A reflexiés és atviteli gorbe jellegéb6l jol lat-
szik a csillapitds bels6. mechanizmusa vagyis,
hogy miként novekszik meg nagyobb frekvencia-
kon az elektromos hossz, a réteg valés fizikai
vastagsidgihoz képest.

Ez a jelenség a reflexiés gorbén is jol latszik,
ugyanis a reflexids tényezs itt mér kozel allandd,
azaz a I értékét mar csak a feliileti reflexié haté-
rozza meg.

Szamitasaink sordn a numerikus kiértékelés
hibajat ugy becsiiltiilk, hogy viszonylag nagy
elemszdmmal végeztiink egy futtatést .(E=100),
majd ezt mint referencidt elfogadtuk egzaktnak.
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13. dbra. A felilleti reflexids 6s dtviteli tényezd a.
abszolut értéke, b. fdzisa a/ 4, fliiggvényében. Reflexids
tényezd (folytonos vonal), dtviteli tényezb (szaggatott

~ o~

vonal). @=0° g,=pu,= &=pu,=1

Ezutén kisebb elemszdmmal dolgoztunk (£ =20)
és Osszehasonlitottuk a két eredményt. £=20X%

X (aAo) elemet és linedris bézisfiiggvényrendszert
haszndlva ez a hiba kisebb volt 39,-nal.

. Természetesen gyorsabban valtozé kozeg esetén
ugyanilyen pontossighoz nagyobb elemszdmot
kell hasznilni. Pontosabb hibabecslési mdédszert
ad a [15], [16] kozlemény. Ez az eljirds az energia-
megmaradés tételén alapszik. Ezzel a moédszerrel
szamolt maximdlis hibaérték 29,, E=20-(a/l,)
elem, és Hermite bdazisfiiggvényrendszer esetén.
Ezt a hibaértéket a sulyozott reziduum moédszerre
is el kell fogadnunk, mert a varidciés elv és
stlyozott reziduum médszer ugyanezt a métrix-
egyenletet adja, ha Galerkin moédszerét hasznaljuk
és a folyamatot leiré differencidloperdtor (7.a)
linearis és szimmetrikus [7], [8]. Ez a Sturm—
Liouville-féle feladatra teljesiil.

7. Etftékelés

Egydimenziés ‘tetsz6legesen valtozé anyagillan-
déjt inhomogén kozeget vizsgidltunk a végeselem
modszer segitségével. A probléméra megfogalmaz-
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tunk egy peremérték-feladatot, majd erre alkal-
maztuk a silyozott reziduum mdédszert, amelyrél
megmutattuk, hogy altalanosan és igen j6l hasz-
nalhatétetszileges peremérték-feladat esetén. Nagy
elénye a variacidés elvvel szemben, hogy olyan
feladat esetén is hasznilhaté, amikor nem létezik
az adott peremérték-feladathoz tartozo6 funkcional.
Két gyakorlati feladatot, inhomogén tapvonalat-
menet és reflexidémentesité inhomogén réteg beme-
neti reflexiés és atviteli tényezdjének szdmitdsat,
részletesen is targyaltuk. Mind a két feladatnal
tobb. megoldast is kiprébaltunk és ez utébbi
esetben méréseket is végeztiink. A szamitasok
pontossagara becslést végeztiink.
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