Linearis 1épésszamu algoritmus N=2C

hosszusagu diszkrét

Fourier-transzformalt szamitasara
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OSSZEFOGLALAS

A cikk N =2¢ hossztsdgt adatsorozatok diszkrét Fourier
transzforméltjanak szémitdsdra mutat be Gj algorit-
must. Az eljdrds a fokozatos részekre osztdson alapszik:
az N-pontos transzforméciét egy N/2-pontos, egy N/4-
pontos DFT és négy mod(zY/8 4 1) szerinti polinomszorzat
szdmitdsdra bontja. A szilkséges szorzdsok szdma O(N).

1. Bevezetés

A dolgozatban a fokozatos részekre osztés elvét
alkalmazé Gj szdmitdsi algoritmusrdl lesz sz6. A
szamitési bonyolultsdgot a sziikséges valés szorzé-
sok szémdéval mérjik. Noha a jelfeldolgozé pro-
cesszorok djabb generdciéjdnak megjelenésével
(pl. TMS 32010) a korabban hasznilt szdmitdsi
modellek médositdsara van sziikség (azaz a leg-
fontosabb bonyolultsigi mérték a teljes miivelet-
szdm), bizonyos alkalmazésokban (pl. nagytomegii
adat feldolgozésa spektrumanaliziskor, geofizika-
ban stb.) j6l hasznosithaté linedris multiplikativ
komplexitasi diszkrét Fourier-transzforméciés
(DFT) algoritmus.

Az irodalombdl jél ismert ([5]), hogy az N =2¢
hosszlsdgd DFT multiplikativ komplexitdsa
0(2°)=2¢+1—c2—3, azonban nem ismert a gyakor-
latban is j6l hasznélhaté 0(2°)=0() komplexitésd
algoritmus nagyobb pontszdmokra. Az els§ ered-
ményrél Duhamel és Hollmann cikke ([2]) szdmol
be.

A javasolt algoritmus az eredeti 2¢-pontos transz-
forméciét egyszer(i algebrai 4talakitdsokkal és
kétvéltozds szdmelméleti indextranszformécié al-
kalmazisival kisebb méretli transzformécidk és
valés periédikus konvoliciék, ill. polinomok
mod(z¥/8+1) szerinti szorzatdnak szémitdsdra
vezeti vissza.

2. Az algoritmus

Definicié szerint a DFT

N-1
(1) X(k)= D) x@)W¥ 0=k n=N-1
. n=0
’ kn . 2n , .
és Wy=exp (—] . kn) A tovdbbiakban N =2¢

és az {x(n)} bemeneti adatok komplexek.
Az elsé lépés: a péros index(i transzforméltak
szémitdsa:
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" és

N-1
(2) XK= D s@)W¥ 0=k=N[2-1
n=0
Azonos algebrai atalakitdsokkal:
»¥/2—-1
(3) X(2k)= 3 [2(n)+=(n+ N/2)]WH],
n=0
O0=<k,n=N/2—1
Azaz a péros index{i transzformélt értékek N/2-
pontos transzforméaciéval szémithatdk. Az aj be-
meneti adatvektor: {x(n)+xz(n+ N/2)}. El64llita-
sdhoz csupén komplex osszeadésokra van sziikség.
A mdsodik lépés: a péaratlan index{i transzfor-
maltak szdmitdsa:

. N-1
(4)  X(2k+1)= D) rm)we " 0=k=N/2—1
n=0

A péros és a pératlan indexii tagokon végzendd
miiveleteket szétvalasztva:

N/2—-1
(5)  X@k+D= Y, a@m)Wy "+

n=0

N/2~-1
F Y
n=0
=Y(Q2k+1)+Z4(2k+1)
Atrendezve az els§ Gsszegzést:
N/4-1
6)  Y@k+1)= 3 {FEn)WNW.
n=0
ahol z (2n)=z(2n) —2[2(n+ N |4)]
0=k, n=N/4—1.
Y(2k+L) az {&'(2n)W¥} (0=n=N[4—1), NJ4
pontbdl 4116 bemeneti vektor, diszkrét Fourier-
transzforméltja. Az adatvektor elgéllitdsahoz N /4
db komplex kivondsra és N/4—2 db nem trividlis

x(2n + I)W(frk“)(mﬂ) =

0=k, n=N/2-1
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komplex szorzdsra van sziikség. Tovédbb4d
Y(2k+1)=Y[2(k+N[4)+1],0=<k=N[4—1. Eddig
az algoritmus lépései majdnem azonosak a radix-2
FFT l1épésével.

A harmadik lépés: Z(2k+1) szédmitésa.
Wx(2k+1)(2n+ 1) értékil kitevéje és N =2¢ egy-
méshoz relativ primek, ha 0<%, n<N/2—1. Noha
N=2¢ (c>2) esetén nem létezik primitiv gyok,
relativ primek esetére mindig taldlhaté a maradék-
rendszert leiré transzformécié. Egy lehetséges va-
lasztés [3]:

() 2n+1=(3)"(-
7n,=0,1

Ezen indextranszformécié felhasznéléséval az egy-

dimenziés Z(2k+1) kétdimenzidés periddikus

konvoluciévs alakithaté. A transzformilt indexek:

(8) 2n+1=3"(—1)"2mod N
2k+1=3""1(=1)"2mod &
(0=<n;, k;=N/4—1 és mn,y k,=0,1)
1 N/4a-1
n22—0 nlz—o
A kapott kétdimenziés konvoltciét polinomidlis
alakban felirva: .

"2mod N 0=<n=<N/4—1,

n1 —k —k
9) Z(ky, ky) = (ny, mg) WEL—F 1202

(10) Z(z, 25) =
=H(z, 2,)X (2y2,) mod (z1/* — 1) mod (22— 1)
1 N/a-1
ahol H(z, z)= 3} 3 W™

ng=0 n,=0
A kimeneti és bemeneti adatokat, valamint a koz-
biils6 eredményeket més alakban felirva:

N/a-1 N/a—1
21, ZZ 2 X 7’&1, 21 +22 Z _X nl,
n;=0 n =0
N/4 1 1\7/4 1
Zl) 22 Z Z kly z]_ +22 Z Z kl’
m =0 ny=0
N/4-1 . Nja—1
H(zb zg) = Z WNS”I n1+ 2 W 3”1 m
(11) =0
X(zp zq (Zl +Z2X( )
2oy 22 o) +2:2(2)
H (2, 2,) = H (2 +2,H (2,)

9y

» ' a komplex konjugélast jeloli. Az X(z,, z,) és
Z(7, 2,) polinomok egyiitthatéinak az {w(2n +1)} és
{Z(2k+ 1)} vektorokbél valé el6allitdsdra csupén
permutédciékra van sziikség. El6szér a mod (z2—1)
értékeket szdmitva:

Zo(er) = [H ()X ofe) + Hlen) Xser)] mod (374~ 1)
(12)

Zi(z) =

Azonban z; /

(H ()X vl

ol2) + H(2) X1 (2))T mod (2, —1)
1 =v(le

1) TP 41). Zyfz) és
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1. tabldgzat
Nem trividlis szorzdsok szdma

. Winograd

N Uj algoritmus formula

8 4 4
16 20 20
32 70 108
64 192 267
27 476 612
28 1106 1335
29 2468 2820
210 6356 5835
2u 11398 11916
212 23192 24135

Z,(z,) meghatérozhaté a polinomokra vonatkozé
kinai maradéktétel felhaszndldséval ([3], [6]1, [9])
Vizsgéljuk elészér H(z) mod (2 /° —1) értékét.
H(z,) definici6jabdl kiindulva

N/4—1

=8 ez
n,=0
(13) N/8—1
H(n) mod(z* —1)= > (W+ S e P
n1=0

3"1 értékét més alakban irva: 8"1=a-2¢4+ b, ahol b
nyilvanval6an pératlan. Ismert tétel szerint [8]
azonban 3¥/6=1]142¢-11 d.2¢ alakban irhaté (a, b
és d egészek, tovibba N =2¢). A (13) alatti 6sszeg-
zés egyiitthatoi:

.e—1
(14) W'+ WF+N =W+ Wy" )=
=W[1+(—1)]=0 (0=n,<N/8) azaz
Nys

ill. H(z)mod (2 *—1)=0.
—1)=0

H(zy)mod ("~ 1) =,
Kovetkezésképp Z,(z) mod (4,

és Zy(z) mod (2 *—1)=0,

vagyis Z(z,, z,) meghatérozdsdhoz csupan

H(z)mod (2¥/5+1), H(z) mod (le/ *+1), X o(z1) mod

(23 -/|§ 1)és X (2;) mod (zﬁm’ +1)szédmitésdra van sziik-

ség [4 val6és mod (z¥/2+1) szerinti polinominélis

szorzat]. Mivel a (le’ *+1) polinom irreducibilis a
racionélis szdmok terében, asziikséges valésszorzd-
sok szdma 4[2(NV/8)—11=N—4. A Z(z,) és Z,(z,))
értékét meghatdrozé osszefiiggések (segédvaltozdk
bevezetésével):

my=— H(z) mod (z /B+l

(z )mod(N/“+l)

1
2
_ !

(15) T N
X o(2) mod (% /s+1)
pz—Xl(zl) mod (2, ' °+1)
¢y = (my +my) (P11 D,)
go= (my—my) (P —Ps)
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Az eredmény :
: - .
Zoler) =@ +5) mod (& +1)

Zy&) = (g~ g2) mod (37" +1)
Az m, tényezd tisztdn valés, mig az m, tisztédn
képzetes. fgy Z(2k+ 1) szdmitédsdhoz (N —4) valés
szorzasra van sziikség.

(16)

3. Az algoritmus bonyolultsdga

Az el6z8ek alapjan mir meghatdrozhaté a sziiksé-
ges valds szorzasok szama (egy komplex szorzdst
hirom valés szorzdssal szamitva). Rekurziv for-
maban: »

(17) 0(2°=0(2°1) 4+ 0(2°— )+ 3(N/4—2)+ N —4

A differenciaegyenlet kezd@értékei: 0(2%)=4 és
0(24)=20 (a Winograd-féle révid optimdlis DFT
algoritmusok). Az eredményeket tablazatba fog-
lalva (1. tdblazat) c=12 értékig és 8sszehasonlitva
a Winograd-osszefiiggésbdl (0(2¢) =3(26—1—¢c2-3)=
=0()) kapott értékekkel lathaté, hogy a javasolt
algoritmushoz valamivel kevesebb szorzdsra van
szilkség, mint a linearis' Winograd-eljarashoz.

4. Kovetkeztetések

Uj, rekurziv médszert javasoltunk az N =2¢ hosz-
szusagd DFT szamitdsdra. Az algoritmus bonyo-
lultsagat a sziikséges valés szorzdsok szdmaval
mértiilk (nem szdmolva az egyéb aritmetikai és

adatmozgatési miiveleteket). Az azonos hosszisd-
- gu transzformaltakat szdmité radix-4 FFT prog-

ramokhoz képest [7], az els kisérleti eredmények
(N=32 és 64 hosszlishgti  transzformécidk
a TMS 32010 mikroprocesszoron programmal meg-
valésitva) mintegy 109%-os sebességnovekedést
mutatnak.
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