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OSSZEFOGLALAS

Jelek altalanositotr id6- és frekvenciatartomanybeli egyideji le-
frasinak egy lehetOsége integraliranszformacié eredményeképp
addédoé kétvaliozos figgvény (eloszlas) alkalmazisa. A transz-
formaci6 tipusat és tulajdonsigait az integriltranszformacié
magfiiggvénye hatdrozza meg. A magra tett megkoiések fiigg-
vényében az egyiittes leirds kiillonboz6 tulajdonsigai irhatok eld.
Sz6 esik néhany ismertebb egyiittes leirisdnak az altaldnos 6sz-
szefiiggésbdl adotr magfiigvénnyel vald szirmaztatisarol is.

1. Bevezetés

A spektrumanalizis alapvetd jelent8ségli a stacionarius
folyamatok vizsgédlataban. F§ okai: a spektrum kozvet-
len fizikai jelentéssel bir, mint teljesitmény-frekvencia
eloszlas; a spektralis fiiggvények kozponti szerepet
jatszanak a linearis predikcié és a sziirés elméletében ;
véges megfigyelésekbSl a spektrum viszonylag egy-
szer(i numerikus eljarasokkal becsiilhet8.

Stacionarius jeleknél a spektralis tartalom az idében
nem valtozik, vagyis a jelenenergia frekvencia szerinti
eloszlasanak becslésére elegendd a vizsgalt jel megfele-
18en hosszi, de véges darabjat tekinteni (ablakolas),
s meghatarozni az ablakolassal kapott jeldarab
Fourier-transzformaltja abszolGtértékét. Az elérhet§
frekvenciafelbontds az alkalmazott ablak hossz4tél
fiigg.

Nem stacionarius esetben a jelenenergia frekven-
cia szerinti eloszlasa mar id§fiiggs. Ily médon a ha-
gyomanyos médon értelmezett, idGfiiggetlen spektrum
mar nem alkalmas az energiaviszonyok pontos jel-
lemzésére. A probléma feloldasara két eljaras terjedt el.
Az els§ médszer ablakolason alapszik ([7], [9]). A ki-
induld feltevés szerint az ablakolds idGtartama alatt
a jel staciondriusnak tekinthet$. Az ablakolt jeldarab
Fourier-transzformaltja azutdn felhasznalhaté a jel
energiaeloszldsanak az ablak kozéppontjat kijelols
idépillanatban valé megaddsara. Az ablakot az id§-
tartomanybeli jel mentén végigcsisztatva az idGvel
valtozd, az energiaviszonyokat jellemzg eloszlas adé-
dik (révid idejii Fourier-transzformalt, spektrogramm).
A masodik médszer a pillanatnyi teljesitményspektrum
bevezetésére épiil, amelyen a jelnek olyan kétvaltozds
(id6 és frekvencia) transzformaltjat értjiik, amely a jel-
energia nemcsak frekvencia, hanem id8 szerinti valto-
zasainak a lefrdsdra is alkalmas. Az irodalombdl tSbb
kiilonboz8 idsfiiggd spektrumfogalom is ismert ([1],
[21, [3], [8]). A cikk egységes keretbe igyekszik foglalni

Jelek egyiittes id6- és frekvenciatartomanybeli le-
irasara ismert eljarasokat.
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2. Jelek id6- és frekvenciatartomanybeli leirdsa
egyiittes eloszlasfiiggvénnyel

Az id§- és frekvenciatartomanybeli egyidejii karakte-
rizacié torténhet egyiittes eloszlasfiiggvénnyel is.
Legyen egy véges energiaji, négyzetesen integralhatod
x(t) jelhez (Fourier-transzformaltja X(w)) tartozé
egyiittes eloszlasfiiggvény F(¢, w), amellyel szemben
a jelanalizis szempontjai szerint tdmasztott alapvetd
kovetelmények :

— a peremeloszlasok pontosan az id6-,ill. frekven-
ciatartomanybeli eloszldsokat adjik;
— F(t, ) legyen pozitiv, azaz

-1 7wF(t,co)da) = |x(@)?
(2-2) ij(t,w)dt = | X (w)|?
(2-3) F(t,w)=0 V¢, Yo

minden x(¢) realizdciéra. Kimutathat6 (3], [4], [5]),
hogy a (2—1) és a (2—2) feltételeket kielégits legalta-
lanosabb kifejezés
24)

1 J00 400 Joo

f f f e—iGt+to~§u) @(é, 1:)x(u+1:/2)

2n e % —%

x*(u—1/2)dudr dé =

F(t,0) =

oo
=L [ emiEremm B X (u¢2)-

4o too
2n :,/: ;/o‘_oo
X*(u—-E&[2)dudr dé

alakd, ahol @(¢, 7) tetszBleges magfiiggvény, amelyre
érvényesek a

(2-5) B0,7)=1 & &0 =1

Osszefiiggések. A @ magfiiggvény konkrét alakjai kii-
16nb6z8 F(t, w) eloszldsosztalyokat hatdroznak meg.
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-Ezért a tovibbiakban az F(f, ®) jelolés helyett az
F(t, o, ®) jelolést alkalmazzuk.

Tetsz8leges F (¢, w, ) eloszlasfiiggvényhez mindig ta-
l14lhaté magfiiggvény a kovetkezd kifejezés felhasznéla-
sdval ([5]):

1 40 doo
- f F(t,0, ) e*G+o dr d&
Tc—eo -_—co
(2-6) B(¢,7) = —=

f x*(u—1/2) x*(u+7/2)edu

—o0

A Kkiilsnb6z8 magfiiggvényekkel definidlt eloszldsok
kézti kapesolatot megadd osszefiiggés ([5]):

2-7)

1 R ¢2 5’)
Reot)=— [ [ [ [ 3{#

L eit=+io—0) F (¢ of ,§;)dE drd’ dF do’

A tovabbiakban a (2—4) 6sszefiiggéssel definialt el-
oszlasokkal szemben a jelelmélet szempontjabdl ta-
masztott néhany kévetelményt vesziink sorra. Az egyes
tulajdonsdgok rendszerint a magra vonatkoz6 megko-
tésekkel jarnak egyiitt ([1]).

Az els6 két tulajdonséag szerint a jelben bekovetkez8
id3- vagy frekvenciaeltolds az eloszlds id6- vagy frek-
venciabeli eltol4sira vezet:

28 x> F(t,0,P)

-0 —00 =00 —o0o

x(t—1ty) -~ F(it—t),0,9P)
eiwd x () - F(t,0 —wy, P)

A sziikséges korlatozasok: a @ magidd-, ill. frekvencia-
fiiggetlen.

A kovetkezd két tulajdonsagot a (2—1) és (2—2)
osszefiiggések definialjak. (2—1) alapjan a frekvencia
szerint integrilva adott id8pillanatban a pillanatnyi
teljesitmény adodik, mig az id§ szerinti integralds
eredménye az energiasiiriiség spektrum adott frekven-
cian. Kovetkezéskép a teljes (¢, w) sikon vett integ-

ral adja a teljes jelenergiat.
Célszerii, ha a kapott eloszlds valds:
(2-9) F(t, w, ®) = F*(t, 0, )

A magfiiggvényre vonatkozé korlatozds: ®(&, )=
=0*(—¢, —1)

F(t, o, ®) energiacloszlisként vagy energiasiiriiség-
fiiggvényként vald értelmezéséhez sziikség van a (2—3)
osszefiiggés fennéllasdra (a kapott eloszlas ¢ és 0 min-
den sz6bajohetd értékére pozitiv legyen). A peremel-
oszlasokat is kielégits, un. pozitiv eloszlasfiiggvények
alakja [6] szerint :

(2-10) F(t, 0, &) =

=[x () [ X (@)[}{1 +ce(z(®), y(@))},
ahol

e(z,y) =h(z, y)—h(z)—h,(y)+ i

(2-11)

2() = [x()ikdr y@)= [ |X(@)Pdo

—_uco — 0
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h(z, y) a z és y valtoz6k egységnégyzetben (0=z, y=1)
tetsz8leges pozitiv fiiggvénye, tovabbi ,,1” értékre
normalizalt. h(z) és hy(y) a h(z, y) fiiggvénybdl szar-
maztathatdk:

1 1
212)  m@)=[hEzydy hO)=[hzy)d:
0 0

¢ numerikus 4lland6, amelyre teljesiil :
(2-13) —1/k, = c = 1/k,

ahol —k, és k; a o(z, y) abszolit minimuma és maxi-
muma. A c¢ allandéra vonatkozé feltétel biztositja a
pozitivitast. Kimutathaté ([6]), hogy a fenti (2—10)
kifejezés leirja a (2—1)—(2—3) feltételeknek eleget
tevs Osszes pozitiv fiiggvényt. h lehet az x(¢) jel vala-
mely funkciondlja is.

Ugyanakkor vannak olyan, a jelelméletben igen jol
hasznélhaté tulajdonsagok, amelyek fontosabbak le-
hetnek a pozitivitasi tulajdonsagndl, de azzal koleso-
nosen kizdrjdk egymdst. Azonban ezen esetekben is
a (f, o) siknak a Heisenberg-féle relaciéval 6sszhang-
ban levg darabjira vett eloszldsitlaga mir pozitiv le-
het, azaz a lokalisan negativ értékek nem zavardak
@)

A kovetkez8 két tulajdonsdg az atlagos és a pilla-
natnyi frekvencia, ill. az 4tlagos id§ és a csoportfutasi
1d6 kozti Gsszefiiggéssel kapcesolatos:

(2-14)

400
f wF(t, 0, P) do

—c0

+ oo
[ F@to,9)do

—oo

(2-15)

=0.0)= lmilnx(t)
dt

+ oo
f tFt, 1dt

d
T = Tx(w) = —Im?w—ln X(CO)

f F(t,o, ®)dt

-0

Eszerint az F eloszlas Q,(¢) 4atlagos frekvenciaja egy
adott idGpillanatban megegyezik a jel pillanatnyi frek-
vencidjaval, ill. az eloszlas T.(w) atlagos ideje adott
frekvencidn megegyezik a jelspektrum fazisinak nega-
tiv derivaltjaval. Ha az x(¢) jel linedris, id8invariins
rendszer stlyfiiggvénye, akkor az X(w) spektrum a
rendszer atviteli fiiggvénye, s a fazis negativ derivaltja
a csoportfutdsi idg. Ekkor (2—15) jelentése: linearis
rendszer sulyfiiggvényéhez rendelt F eloszlas 4tlagos
ideje megegyezik a linearis rendszer csoportfutdsi ide-
jével. A maggfiiggvényre teend8 megkotések :

(2-16) 2(¢,00=1v¢

9 _
a_,c (D(és T) ;(3

a — —_—
KE—@({,‘E) ;(3 ®0,70)=1Vvz

Végiil kovetkeznek az id§-, ill. frekvenciatartomany-
beli véges kiterjedéssel kapcsolatos tulajdonsdgok:
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(2-17) ha x(®) =0 |t|=>T, akkor F(t,0,®)=0
|¢| = T.
Ennek feltétele, hogy

+eo
(2-18) J e4o(EndE=0 [t| <2/

A frekvenciatartomanybeli véges kiterjedés:
(2-19) ha X(w) =0 |w| > wy, akkor F(t,w,®P) =0
|| = ,.

A sziikséges korlitozas:
oo
2200 [ e o ndr=0 [§| <2lo|

A (2—17) és (2—19) tulajdonsiagok inkompatibilisek
a pozitivitasi tulajdonsaggal. Tekintsiink pl. egy kauza-
lis jelet. Ekkor (2—17) szerint F is eltinik a 1 <0 érté-
kekre. Ha F sehol sem negativ, akkor a (2—15) szerint
a jelspektrum fazisanak negativ deriviltja sem lesz
negativ egyetlen frekvencidn sem. Ez viszont ellent-
mond annak az ismert ténynek, hogy kauzilis jelek
negativ csoportfutési idejiiek lehetnek bizonyos frek-
vencidkon. Hasonldan mutathaté ki, hogy a (2—14) és
(2—19) ellentmondanak egymdésnak nem negativ F
eloszlasok esetén.

Az egyiittes id3-frekvenciaeloszlasnak egyelGre nem
adtunk fizikai értelmezést. A tovdbbiakban néhiny
ismert eloszl4st szirmaztatunk az altaldnos F eloszlas-
fiiggvénybdl.

3. Egyiittes id6-frekvenciatartomanybeli leirdsok

Az ismert egyiittes leirdsok a (2—4) Osszefiiggéssel
szarmaztathaték a @(&, 7) magfiiggvény ismeretében.
Néhany fontosabb eloszlas és a hozzatartozé mag-
fiiggvények:

a) Wigner-eloszlas

(¢, )=1V, vr

Wx (t,w) = _7'” edorx(t+1/2) x*(t—7/2)dr =

- oo
=L [ eX(w+ED X @0—E2)dE
27 %,

b) Kétértelmiiségi fiiggvény

D, 1) =2n0(t—DO(¢—w)

A7) = _7'00 e~ x(t+1/2) x*(t—1/2)dt =

-
=_21_ [ e X(o+E2)X*(@—¢/2)do
T o

¢) Rihaczek-féle fiiggvény
@&, 1) = eivét- o = 0,5 valasztdssal

F(t, 0, @y 5) = x* () X () eio*

154

d,) Spektrogramm

Legyen x(¢) a jel, amely spektrogrammjat keressiik
és h(t) egy ablakfiiggvény. Az ablakoldssal kapott
jel:

3-1 x(7) = x(D)h(z-1).

A t iddpillanat jeloli ki az ablaknak az idétengelyen
elfoglalt helyét. A spektrogrammot meghatirozé mag-
fiiggvény:

P, 1) = A4,(=¢&7)

azaz az ablak b. pont szerint definidlt kétértelmiiségi
fiiggvénye. A spektrogramm:

S, w) = i_zw e~jor x(t)h(t—1)d7 | ?

4. Osszefoglalas

Jelek Altalanositott, id8- és frekvenciatartomanybeli
egyideijii leirasanak egy lehetosége integraltranszforma-
ci6 eredményeképp adddo kétvaltozéds fiiggvény (el-
oszlas) alkalmazasa. A transzformdicids Osszefiiggés
igen altaldnos megkotések (2—1)—(2—3) alapjan sz4r-
maztathatd. A transzformicié tipusat és tulajdonsagait
az integraltranszformdicié magfiiggvénye hatirozza
meg. A magra tett megkotések fiiggvényében az egyiit-
tes leiras kiilonbozd tulajdonsagai irhaték el§ (eltola-
sokra vonatkozé Osszefiiggés, az atlagos és a pillanat-
nyi frekvencia, ill. 4tlagos id8 és a fazis derivaltjanak
negativia kozti kapcesolat stb.). Sz6 volt néhdny ismer-
tebb egyiittes leirdsdnak az Altaldnos Osszefiiggésbdl

adott magfiiggvénnyel torténd szarmaztatisirdl is.

Koszénetnyilvdnitds

A dolgozat a BME—HEI-ben késziilt, és szervesen
kapcsolddik a Tavkozlési Kutaté Intézetben folyd
kutat6-fejleszt6 munkihoz ([8]). Létrejottéhez mindkét
intézet jelent8s tamogatast nyujtott. Kiilon koszonet
illeti dr. Simonyi Ernd tud. f8osztilyvezet6t (TKI)
a probléma felvetéséért.
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