A geometriai optika modszereinek
alkalmazhatésaga mikrohullamu
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A szerz§ a Maxwell-egyenletekbél kiindulva megvizsgdlja a geomet-
riai optika mddszereinek alkalmazhatdsagat. A geometriai optika
mddszereinek alkalmazasi hatarait az altalanos esetre hibaszamitas-
sal tamasztja ala.

1. Altal4dnos szempontok

A geometriai optika médszereit a fizikaban eldszere-
tettel a lathaté fénytartomanyban lejatszédé jelen-
ségek leirasara hasznaljak. (Frekvencia nagysag-
rendje A=10" Hz és a hullimhossz nagysigrendje
A=10"7 m). A geometriai optika a hullimhossz mé-
retét hanyagolja el tehit a megdllapitdsainak az

~ alapja, hogy 1—0.

1

Ebben a targyalasmédban a hullamfront ortogo-
nalis trajektoridit sugarnak nevezik. Ezzel a fogalom-

" mal jelslik a fénysugar utjat is.

Nyilvanvalé probléma akkor léphet fel, ha a hul-
ldm olyan kozegben terjed, melyben a diszkontinui-
tasok meéretei Gsszemérhet8k a hullamhosszal. Ilyen-
kor a fizikai optikabol jél ismert diffrakci6 lép fel.

A troposzféraban

dn 1

——— 10767 —
= 1251070 -

-nél nagyobb torésmutaté gradiens nem valdszind.
(a=500, b=0,25 —L)
km

Diszkrét rétegek vastagsaga m-eket és km-eket is
kitehet, mely mellett a cm nagysagok valéban elha-
nyagolhaték.

A cm nagysagrendd diszkontinuitdsok meteorols-
giailag dinamikus jellegliek. A fénytorés torvénye
alakilag két élesen kiilonb6z6 kozeg hatarfeliiletén
frekvenciatél fiiggetlenill érvényes, természetesen
figyelembe véve azt, hogy a térésmutatoé frekvencia-
fiigEg(’i [5), [3]- ]

rdemes tehat a Descartes—Snellius-féle torési
torvényt folytonos torésmutatdvaltozas esetére is 4l-
talanositani. Miutan a diffrakcién kiviil a geomet-
riai optika alkalmazhatésigdnak a Maxwell-egyen-
letekb6l adédé kritériumai is vannak ezért ezt a
problémat most a Maxwell-egyenletek tiikrében kell
vizsgalnunk.

Az elkdvetkezendd fejezetek ezt kivanjak tisz-
tazni.

Beérkezett: 1984. VI. 6. (%)
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2. Maxwell-egyenletek inhomogén kozegben [4]

Inhomogén, de izotrép kézegben az anyagallandok,
a dielektromos 4llandé e=e(Tf) és a permeabilitas
p=u(T) skalar-vektor fiiggvények, azaz értékiik
altaldban fiigg a helytél. , -

A viszonyokat az antenna tavolterében targyal-
juk é€s az aramsiriiséget és a toltésslirdiséget zérus-
nak vessziik . ‘

j=0, =0.
A Maxwell-egyenletek ebben az esetben
— oD
tH=——r .. e
TO 57 2.1
= 0B
tE=—— i e
TO = 2.2
divD=0 ... e 2.3
divB=0 ...ttt 2.4
Az anyagallandék bevezetése utin kapjuk
~— OE
rot H=e 7 ............................... 2.5
= oH
rot E= —u —a? ............. theceeereraasena 2.6
edivE+(Egrade)=0 ........ooiiiiien. 2.7
pdiv H+@Egrad g)=0 ....ovvrnerrnnnnnn. .. 28

Vegyiltk a 2.5 és 2.6 egyenlet mindkét oldaldnak
a rotacidjat és vegyiik figyelembe, hogy
rot rot y=grad div y— 4y

= oE |oE
rotrot H=e TOtE—EX grad e}

= oH [oH
rot rot E= —{,u rotg— [~a—t->< grad ,u]} ...... 2.10

Az eredeti Maxwell-egyenletekkel vald egybevetés
utan kapjuk, hogy

— H d H _
AH—ep %—t-+ [g_m_e_z_(r_ot_l_l_]_grad divH=0 2.11
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_ i = _ ,
ot I
illetve

_ >2H _
AH —ep —a—t2—+[grad (In &) X rot H} +

t+grad(Hgrad Inp)=0 ...........ccoeunnn. 213
AE —su %2?]:—+ [grad (In p) X rot E] +
+grad(Egradlne)=0 .........ccoveninnnn.. 214
Az adott kezdeti és peremfeltételek mellett az
' E=E®,
H=H(),

| térerdsségek ezen differencidlegyenletek megoldasa-

| ként adddnak.

T A kovetkez6 hirom fejezetben a mikrohullamua
Osszekottetéseket szem elGtt tartva az elébbi egyen-
leteket a foldi légkori viszonyaira oldjuk meg.

|

|

|

Harom esetet vizsgalunk meg:

— Sikrétegezett 1égkor.
— (Gombi rétegz6dést 1égkor.
— Szabdlytalanul inhomogén kozeg.

3. Maxwell-egyenletek megolddsa sikrétegezett
inhomogén kozegben [4]

A feladatunkat most ugy fogalmazzuk meg. hogy az
anyagallandék csak a légkor z magassagatol fiigge-
nek, tehat

e=e@) b u=p(2)

a fold feliiletét siknak tételezziik fel és a problémat
a koordinatarendszer megfelelé megvalasztiasaval a
(zx) sfkban vizsgaljuk. A térerGsségek iddbeli valto-
zAsat szinuszosnak vesszik.

Linedrisan polarizdlt TE hulldmnak nevezziik azt a
hullamot, ahol

Hultamfront

Piltanatnyi
érintdsik

o]
Fétld k6zéppont |
Gomb feldilet

1. dbra. Az Altaldnos torési torvény levezetéséhez
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2. dbra. Gombi rétegzidés esete

azaz az elektromos térerdsség merdleges a (ZX) sikra.
Linearisan polarizalt TM hullimnak nevezziik azt a
hulldmot ahol

HX=HZ=0

azaz a magneses térerGsség mergleges a (ZX) sikra.
Tetsz6leges irdnyu linedrisan polarizalt hullam
felbonthato TE és TM hulldimok osszegeére. Ha komp-
lex amplitadokat is megengediink akkor ez a meg-
allapitas elliptikusan polarozott hullamra is igaz.
Elsé lépésben vizsgdljuk meg a TE hulldmot.

A Maxwell-egyenletek ebben az esetben

oH, ©H, B
oy oz ’
ag"— agi z =jwe(z)Ey,
oH, ©H,
Ox oy
oE, .
~ 2 = —jou()Hs,
0= —jou(?)H,,
OE, .
i jou(z)H, .

Ebbdl az Fyra érvényes a kovetkezd egyenlet

®Ey ©Ey 9[lnu(z)] OEy
Ox? oz2 oz oz

Az

+ 0?e(2)z)E,=0.

n(z)=%=c «Du(2)
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torésmutatd és az

fazistényez6 bevezetésével kapjuk, hogy
we(z)u(z) = FRn%(2)
(a2 vikuumban mért hullAmhossz ¢=2,998.10% sL:E

a fény terjedési sebessége vakuumban.)

A megoldandé parcialis differencial egyenlet a ko-
vetkez6

82Ey 82E a[ln uw2)] °E,
ox2 822 oz

A differencidlegyenletet a valtozok szétvélaszta-
saval oldjuk meg

E(x, 2)=X(2)-Z(2),

1 _dﬁ;__l d2Z  d[in p(z)] 1 dZ
T VA 7 dz

+ﬂ% n’(z) E,=0.

Az egyenlet csak Ggy allhat fenn, ha

1 a2X
X 92 ——=C;=konst
és
1 d% dinp@E)] 1 dZ
-0 _[T“()_] ~ =, — Pon*(s)=C, =konst.

A térerGsségnek x irdnya valtozésa szinuszos, ezért
C,= —k2=ﬁ%02,

lahol k vats szdm és C, allandd.
Az X-re vonatkozo egyenlet megoldasa altalaban

X(x)=Cetfocsx,

A parcidlis differencidlegyenlet megoldasa altalaban
a szinuszos id6beli fiiggést is felvéve

Ey(x, z, )=C,|Z(z)| et £io@+Pocsxl},

Az esetleges hullamvisszaverddést nem kell figye-
lembe venni, mert a reflexi6s tényezé igen kicsi.
A reflexids tényezd gyakorlatilag soha elé nem for-
dulé maximalis értéke (a f6ldi légkorben!) a tapasz-
talat szerint

1 1
r ={Ver =|Ye—1
max 1 +1 Ve, +1

Ve,
n—1
n-|—1 l
=2.10"%n=¢,).

Ez a mikrohullamu ¢sszekottetések esetén (f61d—
fold és fold—mitihold) igen pesszimdlis értéknek
szamit. A reflexiés tényezé a gyakorlatban sokkal

I

max

n—1| 400.10°
2 |7 2
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(nagysagrendekkel) kisebb. Az azonos fazist pontok
mértani helye a hullam-front egyenlete ilyen feltetel
mellett

ot :[p(Z)+ B Cyrl=

A pillanatnyi érintdsok egyenlete a P(x,, z,) pont-
ban

Dr(zq, x,t)=konst.

wt£[(Z—Zy)f sin §+ (x — x,)fwsd] =0.

Itt

B 2 o o 1 B

" 2f ¢ p n@E n@)’
Mivel '

a(DF_ _ B

B By z*@cz—ﬂcosa,
ahonnan

n(z)= cos 6=C,.

Ez a torési torvény altalanositdsa. Tehat a geomet-
riai optika Gtjan levezetett torvény a sikrétegezett
kozeg esetén mikrohullAmok tartomanyaban is hasz-
nalhaté.

TM hullAm esetén a Maxwell-egyenletek a kovet-
kezdk

oH, | . 1 @H,
—a—z=]a’8(z)Ex]a’Hx= ‘@ gl
0=jwe(z)E,,
oH,
e jos(2)E,,
a_Ei_ oE, —o
oy oz ’
OE, O©E,
oz ox jou()H
°E, ©E,
ox oy

A megoldand6 differencidlegyenlet

O*Hy L °Hy 9[In &(z)] 6
Ox? oz2 oz

y +w2£(z)y(z)H =0.

Ebbél az egyenletbdl az eléz6vel azonos kévetkez-
tetés vonhatd le. Tehat a levezetett torési torvény
minden polarizaciéra igaz.

A geometriai optika médszerei sikretegezett kizeg-
ben az el6z6 megszoritdsokkal barmilyen polariza-
cidban hasznalhatok.

4. Maxwell-egyenletek megoldasa gémbi :
rétegzddésfi kizegben

A feladatunkat most gémbi rétegz6dés esetére old-
juk meg. A problémiat sikprobléménak tekintve fel-
tételezziik, hogy az anyagéllandék csak az r-t6l fiig-
genek azaz

e=e(t), p=pu(r),
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a fold felilletét gombnek tételezziik fel és a mésik
fiiggetlen valtozoként ¢-t vessziik. A problémat az
(r, @) sikban vizsgaljuk. A felesleges bonyoldalmak
elkeriilése érdekében mivel a probléma sikprobléma
gombi koordinatak helyett henger-koordinatakat
hasznalunk. Nem koévetiink el hibat, ha a gombfeli-
letnek erre vonatkozbé részét hengerfeliilettel he-
lyettesitjiik.

Linedrisan polarozott TE hullimnak nevezzik azt
a hullamot, ahol

E,=E,=0,

azaz elektromos térerGsség meréleges a (z=0) sikra.

Linearisan polarozott TM hullimnak nevezzilk
azt a hulldmot, ahol

H,=H,=0,

azaz a migneses térerGsség merdleges a (z=
Vizsgaljuk meg most a TE hullamot.

0) sikra.

1[a< —wdﬂ&,
oH,
[ o¢ T ( ")}_0’
8H, oH,
2z or
0= —joou(r)H,
1 [QE .
7[6;]=-ﬂwu@ﬂi,

oE, .
° or - —]wu(r)(anr)

A megoldandé differencidlegyenlet

?E, +1 OFE, _]_l o%E, _ fln w(r) QE_}
T or 12 Og? or or

o? 'r
+ w@?e(r)u(r)E,=0.
A torésmutaté bevezetése utan kapjuk, hogy
L, 10, 1 ¥E, olln ) OF,
o2 r or r* Op, or or
+ Bn¥(r)E =0.

A differencidlegyenletet a valtozok szétvalasztasa-
val oldjuk meg

+

E,(r, ¢)=R(r)- D(p),

2R OR L, lnu(M) | om orn
E{’ TR M~ }J” Pon(n)=
1 &0
) o2’
1 42 @
12— _p2.2
@ d(p k Boa?,

@((p) = C 13 - fﬁow.
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Helyezzitk most el a polarkoordinatdknak meg-
felels6 x,=rg és az xz,=r ortogonalis koordinata-
rendszerunk kozéppontjat a hullimfront Py(r,, ¢,)
pontjaba oly médon, hogy az x,=r valtozonak meg-
felel6 tengely az r=Lkonst gombfeliillet normalisaval
essék egybe és az x,=rp valtozéonak megfelelé ten-
gely az érint6sikban fekiidjék.

Az azonos fazisi pontok mértani helye a hullam-
front egyenlete

ot [p(r) + BoCopl = Pr(rgs Pos Lo)-
Illetve

otk [ p(r)+ po /fl‘) C 2(np)] =konst.

Az esetleges hullAmvisszaverddést nem kell figye-
lembe venni, mert egyrészt a visszavert hulldm ttja
gombi rétegzédési kozegben ferde beesés mellett
mas mint a beesd hullamé, masrészt a reflexios té-
nyezd igen kicsi. (L.4asd az elézé fejezetet.)

A pillanatnyi érintésik egyenlete a P(r,, ¢,) pont-
ban a mi koordinata-rendszeriinkben

wt+[(r—r,)f sin 6+ (rg — 1) cos 6)]=0,

8®, _ BC, _
oo

ahonnan
rn(r) cos §=C,.

Okoskodasunkat értelemszertien a TM hullam-
formara alkalmazva ugyanezt az eredményt kapjuk.
A geometriai optika moédszerei gombi rétegzett ko-
zeghben az elébbi megszoritasokat figyelembevéve

/ hasznalhatok.

Feltétleniil meg kell jegyezni itt azt, hogy miutan
mi az 4ltalanos Snellius —Descartes-torvényt sik-
rétegzett kozegben a Maxwell-egyenletekbél kiindul-
va mar levezettiik azaz

n(z) cos =n, cos §,=konst,
a gombi rétegzésre vonatkozé bizonyitast az

n(r)r

m(r)=

0

modositott térésmutat6é bevezetésével sik probléma-
vé tudjuk redukalni. Ha ui. feltételezziik azt, hogy
sikrétegzodés esetén a térésmutato

m(r),
szerint valtozik, akkor erre vonatkozoban az
m(r) cos =n, cos §,=const

egyenlet felirhato.

5. Maxwell-egyenletek szabdlytalanul inhomogén
koézegben [4]

Ennek a problémanak az utolsé 1épéseként érdemes
most mir az Aaltaldanos esetre is néhdny pillantést
vetni. Az anyagallandék itt 4altaldnos skalar-vektor
fuggvények.

e=e(F),  p=u(F).
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Ez a mi kérilményeink kozott az atmoszféraban
természetesen azt jelenti, hogy az anyagallandoék
nemcsak a z (vagy r) magassagtdl fiiggenek, hanem
az eléz6nél kisebb mértékben ugyan, de a tébbi koor-
dinataktdl is.

Megvizsgaljuk a geometriai optika torvényeinek
alkalmazhatésagat a mikrohulldmok tartomanyéban
egy adott mikrohullamu osszekdttetés paramétereib6l
kiindulva ilyen kozegben is.

Vilasszuk szét most a térerdsségek kifejezésében
az id6tdl és helytdl fiiggd részt

E@, f) =E F)e/o'H(r, {) = Hy(T)ejor.

Az id6tol fiiggd részt itt szinuszosnak vettiik, ami-
vel nem vétiink az altalanossag ellen.
A Maxwell-egyenletek ebben az esetben

rot Hy(B) =joe(DBg(I) <« vevrrneenenennnnnnn. 5.1
1ot EoF) =jeottg(r)Hg(T) « v nvevnevnneennannnn. 5.2
div[e@)-E@]=0 . vvevieeiiiiiaiiiainne. 5.3
div[p@-HO]=0 . coievi i 5.4

Ha a kizeg homogén

e(fy=konst, u(r)=konst,

az egyenletek egyik megoldasa homogén kozeg esetén
mint ismeretes

E,=¢e o

...............................

H, = hie- ot

..............................

Az e és h vektorok itt allando komplex vektorok.
A térésmutato

1
n:vi—;__e—;)"l‘_g._:i/g’un .
Vereottntto

1 As Vs
—— = . ~7
0= I7g100 Vm® Mo~ 107

tovdbba r a relativ dielektromos allandoé és u, a re-
lativ permeabilitas. ‘
Az azonos fazisti pontok mértani helye egy sik

@)=const |....... i 57
AhOl T=T(X, U Z) « v v vvermmiei ittt 5.8
S=5(C08 ot; COS 0yy COS Q) vvvvvnnnnnnnnnnnn 59

A Maxwell-egyenletek megoldasat az &ltalanos
esetre ifrjuk most fel

EM=8@)e~B%D . .....ooviiiiiiniiiniann.
Hy @D =h@)e 5o ... ..o, 5.11

alakban. (¢ dimenzidja méter.) Itt az e és h komplex
vektorok mar nem éllanddk, hanem az anyagallan-
dok véaltozdsa mértékében valtoznak. Tehat ha az
anyagallandok kisebb mértékben valtoznak akkor az

€ 6és h vektorok is kisebb mértékben valtoznak. Ha
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az anyagallandok -nagyobb mértékben valtoznak,

akkor az e és h vektorok is nagyobb mértékben val-
toznak.
A

¢(t)=const,
az azonos fazisi pontok mértani helye a hullaimfront
egyenlete. Ennek dimenzidja [m] grad ¢ a felillet
trajektoridjanak az irdnyat és ezzel a hullamterjedés
irdnyat is jeloli.
rot Ay=Arot y—[yXgrad 1),
div Ay =4 divy+(y grad 2),
osszefiiggéseket felhasznalva kapjuk, hogy
rot B+ 7B X grad p]=jBoces,
rot €+ jBq[€ X grad ¢] = jB,Cuh,
g dive—jpy(e grad ¢)] + (e grad £) =0,
uldiv B — By grad @)} + (h grad 4))=0.
Itt figyelembe vettiik, hogy

Bo
Veotto

Az egyenletek rendezve a kovetkezd alakot 6ltik

w
w=—c=f=
C ﬂO

[grad ¢ X ]+ I/ B Py SLEPSYY U 5.12
Ho Bo
[grad XEJ—VEH E::.—l' rote .. . 5.13
(p 80 r ]'30 ......... .

- 171 _ . =

(e gradp)=—5|— (e grad g,) +-dive| ........ 5.14
]ﬂo &

— 171 - -

(hgradg)=—5|— (hgrad g,)+divh{ ~..... 5.15
Bo | ttr '

Az egyenletekben

V‘u—"-=1207z ohm.
€

Végezziink most néhiny jol megalapozott nagysag-
rendi becslést. A kitiizott célnak megfelelGen a mik-
rohulldm1 dsszekottetések szemszogébél.

A relativ megvaltozas konnyebb megbecsiilése ér-
dekében irhatjuk 4t az egyenleteket egy kissé mds
alakba

[grad <p><=]+ Vi—i & %:%r%—lroth ..... 5.16
[grad <p><;}— ;:%’ ,u,%—:T;—o I_%—I rote 517
(!—gl- grad (p):l—lﬂ—; [—817 (I—g—l—grad e,)+—[-é—l div e] 5.18
(»% grad ¢)=71-; B- I%gmd s,) +ﬁdw E} 5.19




. A kiilonb6z6 nagysagrendeket a kovetkezé pontok-
ba foglalhatjuk oOssze:

a) Kozel sikhullam esetén
¢(r) ~n(rs)=const.
 Itt figyelembe véve 5.8 és 5.9-et
grad @ = n[cos i+ cos ocj+ cos o, k]
lgréd @|2~n?[cos? «,+ cos? a,+cos? a,].

A légkdrben nagysagrendileg érvényes az, hogy

[grad ¢| =1.
b) A légkorben
grad yu,=0 g1,
grad ¢,=grad n2=2gradn ¢=1.

A torésmutaté nem valoszind legnagyobb ér-
téke a szamitas egyszer(isége érdekében expo-
nencialis atmoszférat feltételezve (amiegyben a
legnagyobb torésmutatdé valtozast is jelenti) a
kovetkezd

n=1+10"%ge~%, ahol a=500, b=0,25,

[grad n| .= lgrad njp 0=10"%ab=

.=107%125 ———= 1,25.-1077.
km

" ¢) Az RF szakaszcsillapitas -
dpr=50 km-es szakasztavolsag

GAdB=GvdB'=32Y dB
antennanyereségek mellett f=2000 MHz frek-
. Venc1a eseten . - ) .
E,
App=—68,45 db= 2010g
EA

| AE

Itt E, az elektromos tererosseg a vevéantenna
helyen,

E, az elektromos térerésség az adéantenna
“helyén;

AE az elektromos térer8sség megvaltozasa az
ado- és vevfantenna kozott

A fentiekbél

E, AE
_4 -
z, 2 =3,78-1074=1 T,

Az elektromos térerdsség relativ megvaltozasa
dpr=>50 km hosszi szakaszon
AE

—=0,
% 1999 622,

Az elektromos térerdsség atlagos relativ meg-
valtozas m-ként nagysigrendileg
1 AE

= 1051~ 2,105 < 104,
7 7~ 1,999-1078.— 2105 < 10

5%

Ezt a relativ becslést nyugodtan hasznalhatjuk
a vektoroperaciok esetén is. Tehat nagysag-
rendileg a 2 GHz-es legalacsonyabb frekvencia-

savban.
—1—- rot h ~—1~ T ~6.1074,
|| le]
max max
—1— divh é dive | ~3.107%
|h] le|
max max
d) Végezetiil ha
1 2
f=2000 MHz akkor —==2=24.10"2
Bo 2m

Ennek megfeleléen az atalakitott egyenletek a
nagysagrendi becslés szempontjabol a kovet-
kez6en alakulnak

1 v e -

— | [grad ><h]+1/—0 gel~
h| ¥ Ho

~2,4-1072.6-1074=1,44.10"5,

—

”—9- u,h

el

~2,4-1072.6.107%=1 ,44~ 1073,

[grad pXe]—

~

% (e grad p)~2,4-1072(1,25-1077+3- 1074),

= (h grad ) ~2,4-1072(1,25-107+ 3.10~%).

\ |

A fenti pontok alapjan legalacsonyabb f=2000
MHz-es frekvenciasavban tehat nyugodtan irhatjuk,

hogy

[grad ¢ X D]+ ﬁ; e | 5.20
[grad ¢ X €] — V—‘:Z— uh S0 5.21
(e grad ¢)=0 ...................... 5.22
(hgrad@)=0 .....ocoiniiiiniiina,. 5.23

Hangstlyozzuk azt, hogy ezek a kozelit6 egyen-
letek a mikrohullama frekvenciatartomanyban csak
a foldi légkoérre vagy csak ott érvényesek, ahol a val-
tozasok relative eléggé csekélyek.

1
A lathato fény tartomdnyban | 1077 m | termé-

szetesen mAr ergsebb valtozdsok esetén is fennall az
5.20...5.23 egyenletek érvényessége. '
A fenti kozelité egyenletek kimondjak azt, hogy az

€ és h vektorok merélegesek a hullimterjedés ira-
nyira, tovabba egymasra is. Az €, h és grad ¢ vek-
torok jobb sodrasd rendszert alkotnak.

Az 521 egyenletb6l a h vektort kifejezve és az
5.20 egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

1 _ -
o [e X grad ] X gradp+¢, e=0.
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Alkalmazva a kifejtési tételt
% [(® grad ¢) grad p —€|grad ¢|*| + ¢, =0.
Figyelembe véve, hogy
(e grad ¢)=0,
és n=s,u,,
lgrad @|2=n? ...........co00nen

koordinatakban kiirva

AN AN A
[oe) (&) (] =m0
Latni fogjuk, hogy ebbdl az egyenletb4l most mar a
fenti feltételek mellett a geometriai optika térvényei
levezethetok.
A w, elektromos és a w, magneses energiastirtiség
idébeli atlaga

..........

E(r) =¢e(@)e/fo(F)el!,
HT) =h{)efr(F)ei,

feliras alkalmazasaval

wez,l_ (ED*) =3 € =f‘£’1—€’(éé‘*) ...........

(HB*)_." (hh*) _“0“’ Eh*) ...
Az 5.21 egyenletet és az 5.27 egyenletet egybevetve
kapjuk, hogy

h L) e -2 [grad ¢ X €],
K Ho .

=222 (grad p xR,

___“ff‘b (grad X% ..o

we:wmz
A komplex Poynting-vektor
s 1 = = 1 _ -
Az 5.21 egyenletet figyelembe véve és a kifejtési
tételt alkalmazva kapjuk, hogy

= 4
Sk:.ZTL—

~ 1 — e
=g, || 22 (@ arad pixa),

> {e* X [grand &),
(1]

g1 eo |G Carndg))_
“"2u, e* grad ¢
ee*) grad ¢,
S,= 606" (€€¥) grad ¢,

v Eollg Erliy

< 2
Sk ='I—l‘2“ we grad (p.
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4 (ndE =gradn
&\ "%) e

A teljes energiastiriiség iddbeli dtlaga az elektro-
mos és a magneses energiasiirfiség idébeli atlaganak
Osszege

w=w,+w,=2w,.

Innen a komplex Poynting-vektor

Se=vw gre;dq) =owt

Az 5.24 egyenletet figyelembe véve kimondhatjuk,
hogy a
gradgp gradp -
n  |gradg|

egységvektor.

Ha most a sugarpalya egy pontjanak helyvektora
T=T1(s) egy fix pontb6l mért iv hosszfiiggvényében
(vektor- és skalarfiiggvény) akkor ennek s szerinti
differencidlhdnyadosa egységvektor

...........................

Ebbdél az egyenletbdl most mar levezethetjiik a su-
garpdlya differencialegyenletét. (A hullimfront ortho-
gonalis trajektoridja.) A kiindul6 egyenletiink

dr . T, T
nE§=grad(p=u=/‘xl+MyJ +M2k'
Az egyenlet csak x irdnyt komponensre felirva kap-
juk, hogy

dx _%
" T m T W

Differencidljuk az egyenlet mindkét oldalat az iv-
hossz szerint

d ( dx (dr I )
ds\ds ds dz grace
g( dx)__l_( rad ol orad 1(_611)
&\ "ds) T n |\ Bl 95 8G9 = 0 M
A t6bbi komponenst is figyelembe véve
d{ dr 1j{.-ou du —_dul-
as(”&*ﬁ[( "o )‘*( ay) (“87)k]“T1'
Mivel u=grad ¢
df dr) 1 __ . _
Eg(na)z-;(uv)u:Tz.
Figyelembe véve azt, hogy

|u I

grad == Vv )u+[azxrotu]=Q v)u,

(mert rot u=rot grad ¢=0)
df af) 1 1
—_ e = 2 2
T (nds) o grad|grad ¢| 5n grad n?.
A sugarpalya differencislegyenlete

.........................




Be fogjuk latni, hogy ebben a differencidlegyenletben
eddigi két specidlis eset is megtalalhato.

a) Ha a kozeg homogén akkor grad n=0 és
dZr
ds?

Ennek megoldasa

=0.

T=as4D,

ahol

aésh

allandé vektorok. Egy-egy egyenes egyenlete.

b) Ha a kozeg torésmutatd szempontjabol gombi
rétegz6désti, azaz a térésmutatd csak egy fix
ponttdl vald tavolsagtdl fiigg, akkor

Ez a foldi atmoszféra esete.
Vizsgaljuk meg az

Tznt,
vektor valtozasat a sugarpalya mentén.

Itt T=r

d - _ |dr _[|-_d _
a?[r:cnt]_[d—sxnt][rxg(nt)].
Az elsé tagban

dr =i tavekt
@G- egysegvektor.

A maisodik tagban

d _ df dr
Eg(nt)—a(n?d?):grad n.

Az 5.32 figyelembe vétélével kapjuk, hogy

Tdn
gradn=—r-a—; .

A maésodik tag szintén zérus

[rwd—ds (n?)] = [f xggg] =0.

Ennek megfeleléen
[Tznt]=const.

Ha mindkét oldalnak vessziik az abszolat érté-
két akkor mar a jol ismert osszefiiggést kapjuk

nrsin g¢=nr cos 6=C.
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