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Ö S S Z E F O G L A L Á S 

A c í m b e n m e g j e l ö l t t é m á v a l f o g l a l k o z ó c ikksorozatunk jelen, m á s o ­
dik r é s z e e l s ő k é n t az e g y d i m e n z i ó s D F T t ö b b d i m e n z i ó s s á v a l ó á t ­
a l a k í t á s á n a k l e h e t ő s é g e i t v i z s g á l j a . E z t k ö v e t i a D F T és a periodikus 
k o n v o l ú c i ó k a p c s o l a t á n a k v i z s g á l a t a . V é g ü l gyors e l járás t adunk a 
k o n v o l ú c J ó s z á m í t á s á r a . 

1. Az egydimenziós D F T átalakítása többdimenziós 
transzformációvá 

A dolgozat e folyóirat korábbi számában megjelent 
első részében a fokozatos részekre bontás eredményé­
nek értelmezésénél kiderült , hogy az egydimenziós 
D F T többdimenziós transzformációvá és egységnyi 
abszolút értékű komplex számokkal való szorzásokká, 
úgynevezet t forgatásokká a lakí tható á t . A második 
rész egyrészt a t i sz tán többdimenziós transzformá­
cióvá való alakítás feltételeit vizsgálja, másrészt a 
D F T számítását ekvivalens módon olyan feladat tá 
próbálja transzformálni, amely megoldására ismert 
ha tékony algoritmus. Az irodalomjegyzéket az 1. 
rész tartalmazza, a hivatkozások számozása annak 
megfelelő. 

1.1. -Az átalakítás feltételei 

Tekintsük először az l — D és a 2 — D D F T között i 
kapcsolatot. Induljunk k i ismét az N = NX-P fel-

bontásból. Mivel minden egész c-re e J \ N ) C = 1 , 
ezért a definíciós egyenletben (1 . rész l - l . összefüg­
gés) szereplő í és k indexek felbontásánál kiindulha­
tunk a következő alakból ([8]): 

(Ix és I 2 egész ál landók) 
O ^ / ^ . Y , -1 '.. 

(Kx és K2 egész állandó) 

i= Ixix+ I2i2 modiV 
( l - l ) 

k = Kxkx + K2k2 mod N 
0= 
0= 

:kx^Nx-í 
; / c ,=sP- l 

Természetesen sok másféle, a fentiektől eltérő felbonT 

tás is elképzelhető (akár nemlineáris is), azonban, a 
gyakorlat szempontjából ezen lineáris kombinációk a 
legjelentősebbek. Az I x , I 2 , Kx és K2 ál landókra az 
első feltétel, hogy az i — (ix, i2) és a k^~(kx, k2) lekép­
zések kölcsönösen egyértelműek legyenek. A definí­
ciós összefüggésbe helyet tes í tve: 

(1-2) X(Kxkx + K2k2) = X(kx, k2) = 
V / r . • . . - i ( ^ ) ( K 1 / f i - f K 2 / í 2 ) ( / i i 1 + / 2 i 2 ) 

- Z 2,x(Ixix+:I2i2)e w> 
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(1-2) 2 — D DFT, ha felbontható egy z'2 szerinti belső 
és egy ix szerinti külső összegre. Ez akkor teljesül, 
ha 

(1-3) e ~ i (^ ) (KiWi ' a+Kziikzió = 1 -» KxI2kxi2 + 

( + K2Ixixk2 = 0 mod N. 

Mivel ix, i2, kx és k2 változók, az összefüggés akkor 
áll, ha 

KXI2= 0 mod N, 
(1-4) 

Egy lehetséges megoldás: 

(1-5) 

A V i ^ O m o d N. 

K2 = a2Nx 

h = bxP, 

I 9 = b2Nx. 

P és N értékére nézve eddig semmilyen más feltevést 
nem te t tünk , csupán hogy egészek és ~N=NX-P. 
Líégyen Nx és P legnagyobb közös osztója A, azaz 
(NX,P) = Z: 

Ki=laiP h = 2-bxp 

K2 = Xa2n I 2 = lb2p 

(l*l)-be helyet tesí tve és figyelembe véve, hogy 
N = Á2np: 

(1-7) 
i=X{bxpix-\-b2ni2) mod A 2np, 

k= K(axpkx + a2nk2) mod 7?np. 

Beérkezett : 1984. X . 30. ( ~ ) 

Mivel i és 7c a (0, N—í) közé eső változók, ezért az 
(1-2) kongruenciák csak A = l esetben teljesülhetnek, 
azaz a fenti megoldástípus létezésének szükséges fel­
tétele, hogy Nx és P relatív prímek legyenek 
((Nx, P) = l ) . 

Hogy (1-2) valóban NXXP méretű 2 —D D F T le­
gyen, annak másik feltétele, hogy a megmaradó expo-
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nenciális tagok e 
legyenek. Másképpen: 

i l l . e a lakúak 

(1-8) 
K2I2i2k2= izk^N-L mod AT. 

Az összefüggéseknek az i v i2, és k2 vál tozók minden 
értékére teljesülniük kell . A kongruenciákra érvényes 
alapvető azonosságokat alkalmazva: 

(1-9) 
KxIx = P mod N± K2I2 = 0 mod A\ 

K ^ s O m o d P K2l2=NxmodP. 

(1-5) helyettesítése u t án adódik : 

a ^ P s l mod Nv 

a2b2N1 = 1 mod P. 
(1-10) 

ax=l és a 2 = l választással (2 egyenlet 4 ismeretlen­
nel): 

A - . P s l mod TV,, 
(1-11) 

^ N i S l m o d P . 
Mivel (A7j, P) = 1, a lkalmazható Euler tétele (1 . F Ü G ­
G E L É K ) : 

b p<p(Ni)-l 

( 1 " 1 2 ) b2=N^p^' 

<p(N) az Euler-féle 93 függvény, amely az N értéknél 
kisebb, ahhoz relatív prímek számát adja meg (1 . 
F Ü G G E L É K ) . 

A részeredményeket összefoglalva: ha N felbontá­
sának a ké t tagja egymáshoz relat ív pr ím, akkor az 
eredeti I - D D F T valódi 2-D DFT-be alakí tható 
át. A szükséges indexelést meghatározó összefüggé­
sek: 

(1-13) 
í== i \ P * W + z y V ^ mod N 

k=k1P + k2N1 mod TV 

0=sz ' 2 <;P- l 

O^k.^P-1 

Mivel (P, 7V 1 )=1 , teljesülnek a kínai maradékté te l 
([17]) feltételei, így az ( l - l ) és az (1-3) összefüggések 
ra lóban kölcsönösen egyértelmű leképezést jelente­
nek i^-(iv i2) és k-*-(kv /c2) közöt t . A fokozatos részek­
re bontás azu tán tovább folyta tható , amíg csak P 
egymáshoz relat ív prímek szorzatára bontha tó , 
vagyis az ZV-pontos 1 — D D F T számítása valóban 
visszavezethető N1-N2- . . . • Nn méretű n — D D F T 

n 
számítására (N = JT A7-, és az N, számok egymással 

relatív prímek). Az indexek értékeit meghatározó 
kifejezések: 

(1-14) 
i= ij mod Nj 
n Nk. 

Mivel az összes (iV(., 7Vy) párok relatív prímek, így 
z és k meghatározása ismét tö r ténhe t ai egészekre 
vonatkozó kínai maradékté te l alapján, ami egyút ta l 
biztosítja az i-»(iv ..., í„) és a k-^fa, . . . , kn) le­
képezések kölcsönösen egyértelmű vol tá t ip. 

1.2. Az egi/ütthatómátrixok közti kapcsolat 

Vizsgáljuk meg, mi az összefüggés a kiindulásul szol­
gáló Í-D D F T 1. rész (1-2) szerinti XMN együt tha tó­
mát r ixa , valamint az abból ekvivalens átalakí tások­
kal előállított n — D D F T egyes dimenzióbeli együt t ­
ha tómátr ixa i közöt t . Először ismét a kétdimenziós 
esetből kiindulva [N=N1-P és (Nv P) = l] az ( l - l ) 
összefüggéseket felhasználva kapjuk, hogy az együt t ­
ha tómát r ix elemei: 

(1-1-5) w ik mod JV _ g - j (~j ik mod .V _ 

( 2n\ / 2JÍ\ 

-jy-J/Ci/iWii mod N - j ^ — j Kzhiikz mod N 

Az (1-8) szerinti feltételeket behelyettesítve és el­
végezve a lehetséges egyszerűsítéseket: 

(1-16) w% m o d N = e-Íir)ilklPl m o d N- e-'i-w}1^1 m o d N = 

(w)Kíhi Í/ÍI mod N — j 
• e 

K8/aÍ2/ca mod N 

A w mennyiségek alsó indexelése a végrehajtandó D F T 
pontszámát jelzi. A szorzatot az (iv kx) és az (z'2, k2) 
számpárok minden szóba jöhető értékére képez­
ni kell . wphmoáp értékei viszont ( 0 < z 2 ^ P - l , 
0-sA- 2 =sP-l) éppen a P-pontos, 1 - ű D F T együt t ­
ha tómát r ixá t határozzák meg: 

(1-17) {w izkz mod P }=wP 

Azaz az (1-16) alatti szorzat é r téke : 

(1-18) WN = {wN

ikmoáN} = {wNl

i^moáN^-\YP. 

A kifejezés jobb oldalán álló érték viszont éppen ké t 
má t r ix (WN és W p ) Kronecker-szorzata. Mátrixok 
Kronecker szorzatának definícióját és annak néhány 
fontosabb tulajdonságát a 2. F Ü G G E L É K tartal­
mazza. A Kronecker-szorzatot az „g>" szimbólum­
mal jelölve az együt tha tómátr ixok közt i kapcsolat: 

(1-19) wN=wN®w p. 
A Kronecker-szorzat asszociativitását felhasználva 
(2. F Ü G G E L É K ) , P további páronként relatív pr ím 
tényezőkre való bontásával (P=N2-N3-.. ,-NN) k i ­
m u t a t h a t ó , hogy az ekvivalens n — D D F T egyes 
dimenzióbeli együt tha tómátr ixa i és az eredeti 
A7-pontos 1— D D F T együ t tha tómát r ixa közöt t 
az összefüggés: 

(1-20) W W = W W 1 ® W W í ® . . . <g>Wiv„. 

A felbontás gyakorlati kivitelezésével kapcsolatban 
emlékeztetni kell arra a korábban már említet t t ény­
re, hogy a fokozatos részekre osztás egyúttal a k i ­
indulási adatok átrendezését is jelentheti, amelynek 
következtében az eredeti WN mát r ix egyes sorai és 
oszlopai még a felbontás előtt felcserélődnek. 

1.3. A fokozatos részekre osztással elérhető 
jelfeldolgozási frekvencia 

Az 1 — D—n—D á ta lakí tás és a fokozatos részekre 
osztás eredményeinek felhasználásával k imuta tha tó , 
hogy i ly módon a szükséges szorzások száma f(N) = 
= 0(N log N) rendig csökkenthető, ami jelentős 
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javulás (különösen nagyobb N-ér tékeknél) a közvet­
len kiértékelés 0 ( N 2 ) műveletszámához képest . 

Az elérhető / m a x j e i jelfeldolgozási frekvencia az 1. 
rész (1-4) szerint N = 2 1 0 ~ 10 3 pontszámnál az 1. rész 
(3-14) összefüggés a lap ján : 

( I - 2 I ) - * d á p ) = 2 3 7 , 9 6 i í H " 
ami jelentős ugrás t jelent a közvet len kiértékeléssel 
elérhető frekvenciákhoz képest . 

A fokozatos részekre osztás ^ehetőségeinek a k i ­
merítésével felmerül a kérdés, vajon léteznek-e más , a 
gyakorlatban is a lka lmazható algoritmusok, amelyek 
a fentieknél gyorsabbak (kisebb a szorzásigényük). 
Másik fontos kérdés, hogy a D F T számításának bo­
nyolultságát a m á r ismert módon definiálva létezik-e 
alsó korlát általános esetben a szorzások számára 
nézve, s ha igen, az hogyan érhető el. A feladat ne­
hézsége miatt a tovább iakban megelégszünk az első 
kérdésben felvetett probléma vizsgálatával. Meg­
m u t a t h a t ó , hogy az algebra és a számelmélet eszkö­
zeinek a felhasználásával valóban származ ta tha tók 
az előbbieknél ha tékonyabb algoritmusok. 

A következőkben a D F T számítását olyan ekvi­
valens feladattá transzformáljuk, amely megoldására 
ismert ha tékony eljárás, vagy viszonylag könnyen 
készí thető ilyen. Ezen elvet követve vizsgáljuk a 
konvolúció és a D F T meghatározása köz t i kapcso­
latot . 

2. A D F T és a periodikus konvolúció kapcsolata 

Legyen {x(i)} és {h(i)} k é t véges, általános esetben 
komplex ( O s í s i V - 1 ) sorozat. Lineáris konvolúció-
jukon a 

min(AÍ—1, i) 
(2-1) y(i) = 2 h(i-k)-x(k) 

A=max(0,i-Af+1) 

0 < í , s 2 N - 2 

sorozatot ér t jük. A ké t sorozat periodikus konvolúció-
j á t definiáló összefüggés: 

(2-2) y(i) = NZ h(i-k)-x(k) O^i^N-í. 
li=0 

A D F T - t má t r ix alakban definiáló 1. rész (1-2) 
összefüggésben a WN együ t tha tómá t r ix 

{ « # } = { e - j ( f ) « } 

elemei helyett a minden egész c-reérvényes 

e - i ( f ) ^ l 

azonosság miat t elegendő az 

e - i (^-) (ki mod N) ér tékekkel számolni. A mod N mű­

velet a lkalmazásával előállított , úgynevezet t re­

duká l t k i t evőmát r ix : 

(2-3) 

ír \ i 0 1 2 3 .(N—S) (N - 2 ) (N - 1 ) 

0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 . . . (N-S) (N-2) ( N - I ) 
2 0 2 4 6 . . . ( N - 6 ) ( N - 4 ) ( N - 2 ) 
3 0 3 6 9 . . . ( N - 9 ) ( N - 6 ) ( N - 3 ) 

• 
• 
( N - 3) 0 (AT-3) ( N - 6 ) ( i V - 9 ) 9 6 3 
( N - 2) 0 ( N - 2 ) (2V-4) ( N - 6 ) 6 4 2 
( N - 1) 0 ( N - l ) ( N - 2 ) ( N - 3 ) 3 2 1 

Az első sorral és az első oszloppal nincs mi t 
tenni. Je lentése: X(0) igen egyszerűen számít­
ha tó , csupán komplex összeadásokat felhasz­
nálva 

(x(0)= 2^(o]-

A többi t ranszformált felírható a következő alakban: 

z^iw)"1 (l^k^N-1). X(k) = x(0)+N2x(iX 

A zérusokat t a r ta lmazó első sor és az első oszlop elha­
gyása u t án a redukál t transzformáció mát r ixa lak­
ban: 

(2-4) X ^ W ^ - X ' 

Rí!i}= 

X ( l ) 

X ( N - 1 ) . 

X ( l ) 
: W, ki mod N 

X ( N - l ) . 

A W 

í^k^N-í 

l < z = = N - l . 

mát r ix elemeinek kitevői a mod N mara­
dékosztályba esnek. Mérete ( N — l ) X ( N - l ) . A 
transzformált sorozat ( X ' ) egyrészt nem tartalmazza 
X(0) ér tékét , másrészt X'(k) = X(k)-x(0) (l^k=s 

N-l 
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Az (N — l) pontra vett periodikus konvolúció mát r ixa lakban : 

(2-5) y = H-x 

"y(0) A(0) h(l) . . /i(TV - 2 ) " ~x(0) 

y ( i ) /Í(2) . . A(0) 

ii(N-z) /j(TV-3) h(N-2) .' . . /i(7V - 4 ) x(N- •3) 
y(N-2) h(N-2) A(0) . . A(TV - 3 ) x(N- 2) 

A I I mát r ix elemeinek egy lehetséges előállítása az 
indexek közt i összefüggés a lapján: 

(2-6) {hki} = {h((k+ i) mod N-l)}. 

Összehasonlítással lá tható , hogy a DPT akkor tekint­
hető periodikus konvolúciónak, ha a W í̂_1 együt t -
hatórnátr ix indexelése is megfelel a periodikus kon­
volúció indexelésének. A megfelelő indexsorrendek a 
sorok és az oszlopok ekvivalens felcserélésével esetle­
gesen is kia lakí thatók. Célszerűbbnek látszik azonban 
szisztematikus eljárást keresni a megfelelő á t rende­
zésre. Az első felmerülő kérdés: létezik-e egyáltalán 
ilyen átrendezés, és ha igen, milyen feltételek 
mellett. 

Az átrendezés definiálható leképzésként is. Esze­
r int keresünk olyan leképzés(eke)t, amely(ek) az 
indexek modulo TV vett szorzatá t az indexek modulo 
(N—l) szerint vett összegébe képezik le. 

Tekintsük az a' mod N (a pozitív egész) alakú soro­
zatot, ahol í zérustól kezdve végigfut a természetes 
számokon. A sorozatban má lván csak véges számú 
különböző elem szerepel (a lehetséges maradékosztá­
lyok száma N). A sorozat egyetlen elemmel (a) gene­
rálható . Euler tételének (1 . F Ü G G E L É K ) felhaszná­
lásával k imu ta tha tó , hogy a sorozat periodikus. Te­
kintsük az (a, TV)=1 esetet [az (a, .V) 1 eset erre 
visszavezethető]. Ha a sorozat P értékkel periodikus, 
akkor: 

(2-7) (a' mod N) = (ai+pmoá N) = ((a1 mod N)• 
• (ap mod N) mod A r ) . 

Összehasonlítással adódik, hogy ap mod N=l. Euler 
tétele értelmében ilyen P biztosan létezik. P = q)(N), 
ahol cp az Euler-féle számelméleti függvény. Legyen 
d a legkisebb periódus. Mivel (a° mod N)=í, ezér t 
(a" mod N), (akd mod TV) = 1. Nyi lván (é mod JV) ^ 
^ 1 , ha d f i , mivel egyébként létezne d értéknél k i ­
sebb periódus. Ezér t d\<p(N). 

Az Euler-tétel másik fontos következménye, hogy 

(2-8) (a' mod AT) = (a1 m o d " W m o d N). 

Azon elemeket, amelyekre a legkisebb periódus ép­
pen <p(N) ér tékű, pr imit ív gyököknek nevezzük. Is­
mert számelméleti eredmény (Gauss [1]) szerint pr i ­
mit ív gyökök csupán N = 2, 4, p, pk és 2pk ér tékekre 
léteznek, ahol p pá ra t lan prím. A primitív gyökök 
fontosságát számunkra az a tény adja, hogy TV pr ím 
esetén cp(N)=N—l, azaz létezik olyan a egész (a 
primit ív gyök), amelyre az a1 mod N sorozat egy 
periódusa az (1 , 2, . . . , N—l) számok valamely per­

mutációja, azaz kölcsönösen egyértelmű leképezés 
létesíthető z és (a' mod N) között . Az 

(2-9) (a1 mod N) = (aimoái>W mod 7V) = 

= (aimoá ( w _ 1 > mod N) 

összefüggés a lapján: 

.„ 7c= a'1 mod TV , . , X T , . . , , T . 
(2-10) k-i mod TV = ( a l í + l a mod N) = 

í = a'2 mod TV 

= ( a t i + Í2 mod ( N - l ) m o d N ^ 

ami pontosan a keresett leképzés. 
A primit ív gyökök előállítására szisztematikus 

módszer nem ismert. Ha egy számhoz létezik primi­
t ív gyök, akkor ugyanazon értékhez több primit ív 
gyök is tartozhat. Néhány prímszám legkisebb primi­
t ív gyökét az 1. F Ü G G E L É K tartalmazza. Példa­
kén t ugyanott lá tható az i — a'mod TV leképezés 
TV = 7, a = 3 esetre. 

A primitív gyökök fogalmának felhasználásával 
már könnyen megmuta tha tó , hogy N pr ím volta 
esetén az TV-pontos D F T ekvivalens módon átalakí t ­
ható periodikus konvolúcióvá. A bizonyítás egyút ta l 
megadja az átalakí tás algori tmusát is ([24]). Ismét az 
1. rész ( l - l ) alatti definíciós összefüggésből kiindulva 
számítsuk X(0) értékét külön, és a többi tagban is 
kezeljük külön X(0)-t, azaz: 

!<v-i 

x(o>= zm 
i = 0 

(2-11) 
J V - l 

X(k) = x(()) + 2 x(i)wki 1 < / Í < 7 V - 1 és (/.-, 7V)=1. 
! = 1 

A primitív gyökök létezését kihasználva változó­
cserét végrehaj tva: 

(2-12) A - ( « * m o d A 0 
i-*(a~i mod A 7). 

Mivel (a*<N )mod7V) = l (Euler-tétel), ezért 
(a~l mod TV) = (a^ A , ) _ ' mod N). Az első változócsere 
(/<•) az egyenletek átszámozását jelenti, míg a másik 
(Í) az összegzésen belül a tagok átrendezését. 

(2-13) X(a' £modTV) = 

J V - l 

= x(0) + 2 x(a~l m o d N ) w m o d N= 
i = l 

JV-.1 

= x(0) + 2 m o d N)^k~° m o d N , 
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vagyis X(a*modN) éppen egy (p(N) = N—l hosszú­
ságú (N prím) periodikus konvolúció. 

Ha N = pk (p pára t lan prím), az á ta lakí tásnál ne­
hézséget okoznak p többszörösei. Az előzőekhez ha­
sonlóan k imuta tha tó , hogy az N = pk pontszámú 
D F T számítható 1 db / /~ x (p—1) hosszúságú, 2 db 
pk~2(p — 1) hosszúságú, . . . és pk~l db (p — 1) hosszú­
ságú periodikus konvolúcióként. 

A fejezet elején kijelölt célokat e lé r tük : kiderül t , 
hogy a D F T azon esetekben, amikor a transzformá­
ció N pontszáma prím, vagy pára t lan pr ímszám hat­
ványa, visszavezethető periodikus konvolúció számí­
tására . 

3. Gyors eljárás a konvolúció számítására 

A D F T számításához szükséges szorzások számának 
(f(N)) csökkentésére irányuló algoritmikus módszerek 
közül a fokozatos részekre osztás lehetőségeinek k i ­
merítése u tán egy lehetséges stratégia az eredeti fel­
adat visszavezetése ekvivalens módon olyan fel­
adatra, amely számítására már ismert, vagy talál­
ha tó hatékony algoritmus. Az előzőek szerint a D F T 
meghatározása ekvivalens a periodikus konvolúció 
számításával , ha N = 2, 4, p, pk vagy 2pk, ahol a p 
pára t l an prím. 

3.1. Gyors eljárás a lineáris konvolúció számítására 

Legyen {x(i)} és {h(i}} ké t időtar tománybel i , N 
pontból álló véges sorozat, amely tagjai akár komp­
lexek is lehetnek. Legyen H(z) és X(z) ké t (N—l) — d 
fokú polinom: 

H(z) =N2h(i)zl = h(0) + h(l)z... +h(N-l)zN-í 

'=0 

(3-1) 

X(z)= 2 x(i)zi = x(0) + x(l)z+ . . . +x(N-\)zN~1. 
i = 0 

A polinomok együt tha tó i a sorozatok tagjai (formai­
lag a ké t polinom megegyezik a ké t sorozat Laplace-
féle z-transzformáltjával). Az időtar tománybel i lineá­
ris konvolúciónak megfelel a ké t polinom szorzása: 

(3-2) Z{y(i))=Z{h(i)* x(í)) = Y(z)=H(z)-X(z), 

ahol Y(z) egy (2N — 2)-edfokú polinom, amely együt t ­
hatói az {x(i)} és a {h(i)} sorozatok konvolúciójának 
eredményéül adódnak : 

2N-2 

(3-3) Y(z)=g 2 yOV=sKO)+y(X)z +••• + 

+ y(2N-2)zN~2. 

Ezek szerint az y(i) = [i/(0), y ( l ) , . . ., y(2N -2)] 
konvolúciós sorozat meghatározása visszavezethető 
két (N — l)-edfokú polinom szorzatával meghatáro­
zott polinom együt tha tó inak előállítására. 

Toom ([26]) tétele szerint két (N— l ) - tagú sorozat 
időtar tománybel i lineáris konvolúciója meghatároz­
ha tó (2N— 1) db szorzással (a racionális számtes tbe 

ta r tozó, előre ismert ál landókkal való szorzásokat 
nem számítva) . 

A bizonyítás elvégezhető a kiszámítási eljárás meg­
adásával . Az algoritmus s szakirodalomban Toom — 
Cook-eljárás néven ismeretes (pl. [5]). Az {x(i)} és a 
{h(i)} sorozatok (3-2) és (3-3) szerint egyértelműen 
meghatározzák az Y(z) polinomot. A Lagrange-féle 
interpolációs tétel állítása viszont kimondja, hogy 
tetszőleges (2N — 2)-edfokú polinomot egyértelműen 
meghatározza (2N—Í) pontban felvett ér téke. Ha 
Y(z) a keresett polinom, akkor a z, ( 0=s í<2A r —2) 
pontokban felvett Y(z,) ér tékek ismeretében Y(z) 
előállítása: 

(3-4) 
2 A Í - 2 ( 7 _ 

Y(z) = 2 Y(z,)n j ~ 
í = 0 tjth \Zt- •h) 

Az összefüggés jobb oldala az ismert Lagrange-féle 
interpolációs polinom. (3-2) szerint Y(zí) = H(zj)-X(zi) 
( 0 < i<2N — 2), azaz Y(z) valóban előállítható 
(2N — 1) db H(Zj)-X(Zj) szorzat ismeretében (az 
összegben álló szorzattag kifejtése u t án Y(z) keresett 
együt tha tó i az Y(zi) ér tékek lineáris kombinációiként 
adódnak) . A számítás egyszerűsíthető a zt ér tékek 
ügyes választásával . 

Az eljárás leírható mátr ixos jelölésmóddal is. Le­
gyen x=[x(0), x ( l ) , x ( N - l ) f , /i=[ft(0), h{l), 
. . . , h(N—l)]T. Definiáljuk az A együ t tha tómát r ixo t 
a következőképpen: 

1 Z 0 Zq -N-l 
ZQ 

(3-5) A = 
1 
1 

zx zx . 
z2 z| 

• *1 

Z 2 

i ZiN-2 
- 2 N - 2 

z 2 N - 2 

(3-6) 

Ekkor: 
Ax = [X(z 0 ) , X ( Z l ) , . . . . X(z2N_2)f és 

Ah = [//(z 0), H(Zl), H(z2N_2)V. 

Bevezetve az m = [Y(z 0 ) , Y(z1), . . . , Y(z2N_2)T segéd­
vektort, m = (Ah) O (Ax), ahol a , O ' szimbólum az ele-
menként i szorzást jelenti. Az interpolációs formulából 
következően Y(z) együt tha tó i valóban az {m(i)} 
értékek lineáris kombinációi, azaz: 

(3-7). y = C m , 

ahol C egy ( 2 N - l ) X ( 2 i V - l ) mére tű mátr ix . C ele­
mei racionálisak, ha a zt ér tékek is racionálisak. 

3.2. A periodikus konvolúció számítása 

Az {x(i)} és a {h(i)} sorozatok periodikus konvolúció-
j á t leíró {y(i)} sorozathoz (0=si==Af—1) a (3-1) és a 
(3-2) összefüggésekhez hasonlóan hozzárendelt Y(z) 
polinom fokszáma a definícióból következően (A^ — 1). 
Előáll í tásának módjából következik a definiáló össze­
függés : 

(3-8) Y(z) = H(z)-X(z) mod (zN - 1 ) . 

Helyessége egyszerű polinomosztással be lá tha tó 
(ií(z)-X(z) mod z w —1) éppen a (zN— 1) polinommal 
valós osztás maradéká t ielenti: 
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H(z).X(z)=2 zl 2x{i-k)-h(k) + 
1=0 k = 0 

N-2 N—l 
+zN 2 2 x(N-k+i)-h(k) 

(3-9) 

H{z)-X(z) mod (zN-l)=zN~1' £ x(N-l-k) • h(k) + 
k=0 

+ N£zl j? x{i-k).h{k)+ N2 x(N-k+i)-h(k). 
í=0 lc=0 *=i+l 

Vegyük észre, hogy a polinom együt tha tó i valójában 
az (x(i)} és a {h(i)}, N pontból álló sorozatok perio­
dikus konvolúciójának felelnek meg, azaz a periodikus 
konvolúció számítását k é t polinom szorzata egy 
speciális polinommal való osztási maradékának meg­
határozására lehet visszavezetni. 

Winograd tétele ([27]) kimondja, hogy az Y(z) = 
=H(z)-X(z) mod (zN—1) periodikus konvolúció k i ­
számításához 2N—K db szorzás szükséges, ahol K 
pontosan N osztóinak száma. A szorzások számának 
meghatározásánál a racionális számtestbe ta r tozó, 
előre ismert ál landókkal való szorzásokat nem számí­
tot tuk. A bizonyítás (pl. [5]) ismét megad egy lehet­
séges kiszámítási módot . 

A (zN — 1) polinom felbontható egész együt tha tós , 
a racionális számtes tben egyébként felbonthatatlan 
polinomok szorza tá ra : 

(3-10) z»-l = Pdl(z).Pd2(z)...PdXz) (d,.|iV). 

A Pd,(z) polinomok a számelméletből ismert, úgy­
nevezett ciklotomikus polinomok. Fokszámuk <p(d,), 
ahol <p az első részben m á r emlí tet t Euler-féle szám­
elméleti függvény. 

Mivel deg (Y(z))<7V és a Pd,(z) polinomok egész 
együt tha tó júak , teljesülnek a polinomokra vonatko­
zó kínai maradékté te l (3. F Ü G G E L É K ) feltételei, 
vagyis Y{z) egy lehetséges előállítása: 

Y(z) = Í 2 % ( z ) • Bd(z)] mod (zN-1), ahol 

(3-11) Yd(z)=[H{z)-X{z)} mod Pd(z) és 

Bd(z) = [(z»-1)/Pd(z)) . { l / { ( z " - l ) / P d ( z ) } mod P á (z) . 

Az Yd(z)=H(z)-X(z) mod Pd(z) konvolúciók az elő­
zőek szerint legfeljebb 2<p(d) — 1 szorzással meghatá­
rozhatók [Yd(z) fokszáma 95(d)-nél biztosan nem na­
gyobb]. Mivel az eredeti konvolúció K db ilyen kon­
volúció összegeként számítható , a szükséges szorzá­
sok száma nem több , mint 2 2<p{d) — \=2N—K 

(felhasználva az ismert 2 fi^i) — N azonosságot). 
i = i 

Winograd azt is kimutatta, hogy a szükséges szorzá­
sok minimális száma valóban 2N — K=0(N). 

A minimális számú szorzást igénylő algoritmusok 
származta tásá t megkönnyít i , hogy az eredeti Y(z)= 
=H(z)-X(z) mod (zN — 1) periodikus konvolúció több 
kisebb pontszámú Yd(z)=H(z)-X(z) mod Pd(z) = 
—Hd{z)-Xd{z) mod P d(z) konvolúcióra veze the tő visz-
sza, ahol Hd{z)=H(z) mod Pd(z), ü l . Xd(z)=X(z) 
mod Pd(z). A H^-XJ^z) szorzat értéke a Toom— 
Cook-algoritmussal vagy egyéb szisztematikus el­
járással meghatározható . Az A és a C mát r ixok bo­

nyolultsága következtében azonban még kis N é r té­
kekre is érdemes az optimálistól kismértékben eltérő 
algoritmusokat keresni. Az eltérés eredményeképpen 
az A és a C mátr ixok elemei egyszerűsödnek, ami 
megkönnyít i a gyakorlati megvalósítást. Á r a : a 
szorzások számának kismértékű növekedése. 

3.3. Példa a periodikus konvolúció kiszámítására 

Példaképp határozzuk meg az optimális számítási 
eljárást i V = 6 esetére. A keresett periodikus konvo­
lúció : 

ff(0= 2Hi-i)-x(j); O ^ Ú S Ö ; x(2)= 
(3-12) ; ~ 5 ° 5 

= 2x(j)zi és H(z)= 2 HÍV• 

Polinom alakban: 

(3-13) Y(z)=H(z)-X(z) mod ( z 6 - l ) 

(a keresett y(i) ér tékek az Y(z) polinom együt thatói) . 
N osztói d = í, 2, 3 és 6, így az osztó polinom felbon­
t á s a : 

(z« - 1 ) = P 1(z).P 2(z)-P 3(z).P 4(z) = 

= ( z - l ) ( z + l ) ( z 2 - z + l ) ( z 2 + z + l ) . 

A szükséges segédmennyiségek: 

H1(z)=H(z)moáP1(z)^2m 

H2{z) = H(z) mod P 2 ( Z ) = = / I ( 0 ) - / I ( 1 ) + / I ( 2 ) - - / I ( 3 ) + 
+ / Í ( 4 ) - / ! ( 5 ) 

Hz(z)=H(z) mod P 3 (z)={/i(0) - h(2)+h(5) - 7i(3)} + 

+z{h(í)-h(4)+h(2)-h(5)} 

tf4(z) = H(z) mod P 4(z) = {/i(0) - h{2) + h(3) - h(5)} + 

+ z { / i ( l ) - / i ( 2 ) + / i ( 4 ) - / 2 ( 5 ) } . 

Az X,(z) = X(z) mod P/z) ( l=sí=s4) mennyiségek 
azonos felépítésűek. A kínai maradéktéte l segédpoli­
nomjainak meghatározása: 

Bjfz) =\-(z+1)(*2 - z +1)(^ 2 + 2 + 1) 

B2(z) 1)(*2 - * + 1 X * 2 + z + 1 ) 

B3(z)=-~(z-l)(z* + z + l) 

B 4(z) = l ( z + l ) ( z s - z + l ) . 

A szorzások számának minimálásához az {x(i)} 
és a {h(i)} együt thatókból képze t t é r tékek: 

* 0 =[ / I (0 ) -A(2)+ /z (3 ) -A(5) ] /6 
x0=x(0) - x(2)+x(3) - x(5) 

A 1 = [ A ( l ) - A ( 2 ) + / i ( 4 ) - A ( 5 ) ] / 6 
xx=x(í) - x(2)+x(4) - x(5) 

h2=hx — h0 x2—xa xx 
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A 3 = [A(0)-A(2)+A(5)-A(3)] /6 
x 3 = x ( 0 ) - x(2) + x(5) - x(3) 

fti=[A(l)-A(4)+A(2)-A(5)]/6 
x 4 = x ( l ) - x(4) + x(2) - x(5) 

h5=hz+hi x 5 = x 3 + x 4 

A 6 = [A(0) - A(l)+A(2) - A(3) + A(4) - A(5)]/6 
x 6 = x(0) - x ( l ) + x(2) - x(3) + x(4) - x(5) 

1. táblázat 

2 Ki) 
j=0 

/6 
j=0 

A.z y , ( z ) segédpolinomok: 

Y1(z) = H 1 ( 2 ) - X 1 ( z ) mod P 1(z) = 6A7ac7 

Y 2(z)=H 2(z)-X 2(z) mod P2(z) = 6ft 6x 6 

YJz) = Ha(z).Xa(z) mod P3(z) = 6(.V! s-x 3/! 3)z + 
+ 6 ( X 3 / Í 3 - X 4 / Í 4 ) 

y 4 (z)=i í 4 (z)-X 4 (z) mod P4(z) = 6(x 2 / i 2 -x 0 A 0 )z + 
+ 6 ( x 0 / ! 0 - x 1 / i 1 ) 

m^h^i 0=sís=7, 
végül az Y(z) polinom keresett együ t tha tó i : 

j/(0) = { (m 0 - - (m,+ /n 2 )} + 
+ {( /n 3 - / 7? 4 ) - (m. t - 4- (m 6 + m 7 ) 

Í/(1) = { ( m 0 + m 2 ) + ( m x + m 2 ) } -
- {(™3 - ™s) + (m 4 - m 5 )} - (m 6 - m 7 ) 

ff(2) = ~ ttmo ~ m i ) + ( m o + m 2 > } -
- { ( m 3 - m 4) + ( m 3 - m s )} + (m 6 + m 7 ) 

i;(3) = { (m 0 - - (m x + m 2 )} -
- { (m 3 - m 4 ) - (m 4 - m 5 )} - (m 6 - m 7 ) 

y(4) = { (m 0 + m2) + (mx + m 2 )} + 
+ { (m 3 - m 5 ) + (m 4 - m 5 )} + (m 6 + m 7 ) 

y(5) = - {(m0 - mj) + (m 0 + m 2 )} + 
+ { (m 3 - m 4 ) + (m 3 - m 5)} - (m6 - m 7 ) . 

A szükséges szorzások száma 8 (2AT — K = 2 - 6 — 4 = 8), 
az összeadásoké pedig 44. 

3.4. A periodikus konvolúció számítására szolgáló 
gyors eljárások értékelése 

A polinomokra vonatkozó kínai maradékté te l fel­
használásával kapott eredményeket AT=2, 3, 4, 5 és 7 
pontszámokra a 4. F Ü G G E L É K tartalmazza ([5]). 
Az ott leírt algoritmusokhoz szükséges szorzások és 
összeadások száma az 1. t áb láza tban ta lá lható (az 
elméleti minimum természetesen 2N — K). 

Az összeadások száma az asszociativitási tulajdon­
ság felhasználásával ügyes csoportosítással esetlege­
sen csökkenthető. Egyelőre azonban nem ismeretes 
az összeadások minimális számára vonatkozó tétel , 
i l l . szisztematikus eljárás számuk minimálására. 

Nagy N értékekre az optimális algoritmus szár­
maz ta tása igen nehézkessé válik. A C mát r ix egyes 
elemei igen nagyok lehetnek, és a szükséges összeadá­
sok száma is hirtelen megnő. Ugyanakkor az opt imá-

N K 2N-K M f(N) = %M Ar=2Ac + 5M 

2 2 2 2 4 6 28 

3 2 4 4 11 12 42 

4 3 5 5 15 15 55 

5 2 8 10 35 30 120 

6 4 8 8 44 24 122 

7 2 12 19 72 57 239 

8 4 12 14 46 42 162 

9 3 15 22 98 66 306 

A C : a komplex összeadások száma, M: a komplex szorzások 
száma, A R : a valós összeadások száma. 

listól k ismér tékben eltérő (a minimálisnál valamivel 
több szorzást t a r ta lmazó) algoritmusok bonyolultsá­
ga is lényegében 0 ( N ) . 

Másik lehetőség az egydimenziós konvolúciót 
többdimenzióssá a lakí tani úgy, hogy az egyes dimen­
ziók méretének szorzata éppen az egydimenziós 
konvolúció mére té t adja. A D F T meghatározása 
szempontjából azonban elegendő néhány kis (lehető­
leg pr ím, vagy p r ímha tvány) pontszámra meghatá­
rozni a lehetőleg optimális konvolúciós eljárást, 
mert az 1 — D D F T biztosan többdimenzióssá alakít­
ha tó á t , ha a pontszám egymáshoz relat ív pr ím ténye­
zők szorzatára bon tha tó . A gyakorlati esetekben 
fontos pontszámok esetén azonban N ál ta lában né­
hány , viszonylag kicsi, egymáshoz relat ív pr ím szor­
za tá ra bon tha tó . 

A konvolúciót opt imálisan számító algoritmusok­
nak hasonlóan nagy jelentősége van, mint a D F T el­
járásoknak. A szükséges szorzások számának csök­
kentése ugyanis i t t is a k ö t ö t t idejű jelfeldolgozás 
maximális frekvenciájának a növekedésére vezet 
(pl. véges súlyfüggvényű szűrőknél), mint a D F T al­
ka lmazásán alapuló eszközöknél. 

(A cikk ugyanezen folyóirat későbbi számában 
folytatódik.) 

1. F Ü G G E L É K 

Euler-tétel: 

Ha (x, N) = í, akkor 

X9<N1 = Í mod N . 

q>(N) az Euler-féle g?-függvény. Je lentése: azon ér té­
kek száma, amelyek N-nél kisebbek és ahhoz relatív 
pr ímek. Definíciószerűen <p(l) = 1. Ha N prím, ny i l ­
ván <p(N)=N—l. N = p a (p r ímhatvány) esetén egy­
szerű leszámlálással k imu ta tha tó , hogy: 

<P(N)=<p(p*)=p*-1(p-l). 

Bizonyítás nélkül az általános összefüggés <p(N)-re, 
ha a törzstényezős felbontásból indulunk k i , azaz 

N = }jpf 
i=l 
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akkor <P^nPfj^.IT<P(Pf)-

Példa : 
Legyen x = 7 és A 7 = 6 . Ekkor (x, 7V)=1. Az A' 

értéknél kisebb egészek: 1, 2, 3, 4 és 5. Ezek közül 
(1 , 6) = 1 és (5, 6 ) = 1 , azaz <p(N) = 2. Euler tételét fel­
írva : 

(x^-v> mod A 7) = (7 2 mod 6) = (49 mod 6) = 1. 

Néhány pr ímszám legkisebb primit ív gyöke: 

p a P a J> « í> í ' a í? í/ í> a 2> a 

2 1 11 2 23 5 41 c 59 2 73 5 97 6 109 6 

8 2 13 2 29 2 43 3 61 2 79 3 101 2 113 3 

5 2 17 3 81 3 47 5 67 2 83 2 103 5 127 3 

7 2 19 2 37 2 53 2 71 7 S9 3 107 2 131 2 

Az i^a'moúN leképzés N—7, a = 3 esetén 
( l ^ í r s f i ) : 

J 1 2 3 4 ti 

«' mór! 8 2 6 4 6 

2. F Ü G G E L É K 

Mátrixok Kronecker-szorzata: 

Definíció: K é t má t r ix (A és B) Kronecker-szorza-
t á n (direkt szorzatán) a következő kifejezést é r t jük: 

A ® B = 

a u B a 1 2 B . . . a l n B 
ö 2 1 ^ ö 2 2 B • • • ű 2 / iB 

Az A mátr ix mérete mXn, a B mátr ix mérete kxl, 
míg az A(g)B má t r ix mkxnl nagyságú. 

Fontosabb azonosságok (bizonyítás nélkül) : 

1. 

A<g)B: 

buA t \ 2 A . . . bltA~ 
b21A b22A.. .bnA 

LKA * 4 8 A . 
A definíciós összefüggéssel összehasonlítva lá tha tó , 
hogy a Kronecker-szorzat nem kommuta t ív . 

2. A ® B ® C = (A®B)<g>C=A®(B®C) 
(asszociativitás) 

3. (A + B)®(C + D) = A ® C + A ® D + B ® C + B ® D 

(disztributivitás) 

4. (A®B)(C®D) = (AC)®(BD) 

5. (A 1 B 1 )®(A 2 B 2 )<g) . . . <g>(A„Bn) = 
= ( A 1 ® B 2 ® . . . <8> A n )-(B l ( 8)B 2 <8). . . ®B„) 

6. ( A ® B ) r = A T ® B T 

7. ( A ® B ) - 1 = A ~ 1 ® B - 1 

8. A<2) = A<g)A (ha tvány definíciója) 
A * + 1 = A ® A * = A*®A 
(AB)* —A*-BA" minden A és B mátr ixra . 

3. F Ü G G E L É K 

A polinomokra vonatkozó kínai maradéktétel 

Legyen A(z) egy véges tér felett definiált N-edfokú 
polinom, amely K db egymáshoz relatív prím, ugyan­
azon tér felett ér telmezet t polinom szorzatára bont­
ha tó : 

A(z) = A1(z)-A2(z). . .Ak(z). 

Legyen deg At(z) = A7,(z) az At{z) polinom fokszáma, és 

N=JJNi. Akkor adott fi/z) (0=sdeg B 1.(z)<AT f és 
í=i 

0 = s í < / v ) polinomokhoz létezik olyan egyértelmű 
B(z) polinom, amelyre deg [B(Z)]<N, és Bt(z) = 
B(z) mod >4,(z). A B(z) polinomot meghatározó össze­
függés: 
B(z) =[k B&>Ci(?) m o d A(z) , ahol a C,(z) segéd­

polinomokat definiáló egyenlet: 

A(z) 1 
Q ( * ) = -A,(z) W*)M,(z)J mod A , ^ ) " 

4. F Ü G G E L É K 

A: komplex összeadások száma, M: komplex szor­
zások száma. 

Algoritmus 1. N = 2, M = 2, A = 4 . 

a 0 = (A(0) + A(l))/2 fc0 = x(0) + x ( l ) /n 0 = ű 0 6 0 

y(0) = m 0 + m 1 

a i = (A(0)-A( l ) ) /2 &j=x (0 ) -x ( l ) m^a^ 

Algoritmus 2. A = 3, M = 4, A = 11 

«o = (W) + A(2))/3 &0 = x(0) + x ( l ) + x(2) 
m o="o' 'o 

= A(0)-A(2) 

= A(1)-A(2) 
a 3 = (n] + « 2 ) / 3 

a9: 

í»1 = x(0) —x(2) m 1 = a 1& 1 

ft2 = x ( l ) - x ( 2 ) m2 = a2b2 

:l>i + b2 rn. 
?/(°) = ™o + ( m i - ms) í /( 1 ) = m 0 - ( m i - ™s) - ( m 2 - ™ 3 ) 

//(2) = m 0 + ( m 2 - m 3 ) 

Algoritmus 3. N = 4., M = 5, A = 15. 

a 0 =((A(0) + A(2)) + (A(l)+A(3)))/4 

60 = (x(0) + x(2)) + (x(l) + x(3)) 

a 1 = ( (A(0)+A(2))- (A(l ) + A(3)))/4 

Aj = (x(0) + x(2)) - (x(l) + x(3)) 
a a =(A(0)-A(2)) /2 
A 2 = ( x ( 0 ) - x ( 2 ) ) + x ( ( l ) - x ( 3 ) ) 
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a 3 = ((A(0)- /»(2))-(A(l)- / i (3))) /2 

fl4 = ( ( h ( 0 ) - A ( 2 ) ) - r - ( / l ( l ) - A ( 3 ) ) ) / 2 

í>3 = x(0)-x(2) £>4 = x ( l ) - x ( 3 ) 
mi = aibi 0 < í ' < 4 

?/(0) = m 0 + m,) + (m 2 - 77? 4) y(2) = (mQ + mx) - (m 2 - m 4 ) 

?/0) = ( m o + ( m 2 - '"a) ,'/( 3) = ( m o - "'i) - (mí - mi) 

Algoritmus i. TV = 5 , M = 10, A = 35. 

Ö0 = (ÍM0j Ű! = A(0)-A(4) a 2 = A ( l ) - / i ( 4 ) 

a 3 = A(2)-A(4) 
a 4 = /i(3)-72(4) 05 = ^ + 02 a 6 = a 3 + a 4 ^ f l i + ag 

« 8 = ö 2 + ° 4 a 9 = (a.-, + a6)/5. 
A 6 0 —í>9 mennyiségek hasonló felépítésűek, el­

hagyva az állandókkal való osztást. 

mi = afil 0 Í S Í ' Í S 9 

?/(°) = ( m o - m g ) + ( m i - m i > ~ mz + m 6 

y(2) = ( / T Í 0 - m 9) + (m 2 - 77i 3) - /j7j. + m, 

y(í) = (m 0 - m 9 ) - ( m t - n i 4 ) - m 2 + m 5 

y(4) = ( m 0 - m 9 ) - ( / n 2 - / n 3 ) - m 4 + m s 

y(3) = (m 0 + m 0 ) + (m 0 4- m 0 ) + 
+ 7 / 7 0 - y ( 0 ) - ? / ( l ) - ? / ( 2 ) - í / ( 4 ) . 

Algoritmus 5. A r = 6, A í = 1 0 , A = 35. Lásd a 2.3-
beli példát. 

Algoritmus 6. N = 7, M = 19, A = 72. 

a 1 = A(0)-A(6) a a = 7 i ( l ) -A(6) a 3 = / j (2)- / i (6) 

« 4 =A(3)-7 i (6) fl&=A(4)-/í(6) afl = ft(5) = A(6) 

ö 7 = a 1 + a 4 a 8 = a 2 - ) -a 5 a 9 = n ; l + a 6 

a u = a 2 + a 3 

ai4 = a 5 + a 6 

n l ü = a i + a 2 a i 2 = C [ l + a 3 

« 1 3 = f l [ 4 + « 5 

a 1 0 = a 1 0 + ö 1 3 

fl,o = öi8 + A(6) 

: « 4 + 0 5 

/ i s -

= a n + a i 

= bi + l>n 

a l g = (n ; + cr17)/7 

*o = 6 w + *( 6 ) + « 6 ) + x(6)) + (x(6) +1(6 ) ) + 
+ (x(6) + x(6)). 

bx — bXJ hasonló felépítésűek, mint Oj — o 1 7 csupán a 
h(i) mennyiségek helyett az x(i) mennyiségeket tartal­
mazzák. 

u0 = m0- m18 ux = m1 - m5 u2 =• m, + m6 

u 3 = m1 + rn3 w4 = m.2 - /n 6 fz5 - m2 - f m : ! + m 4 + 
+ m 5 - m 8 zi 6 = u 0 - u 3 »-, = »„ + " 5 

i/(0) = u 0 + u 1 - » 2 - m 3 + m y + m, 3 

Í;(1 ) = //„ - ux - u 2 - m 2 + m 1 0 + m , s 

i/(2) = « 6 + z;4 - m 5 + m 1 2 + mu 

z/(3) = zz6 - w4 - m 4 + m1 + mn 

//(4) = zz7 + m, - m, - m 1 0 - m 1 3 + m 1 6 

Í/(6) = zz7 + m6 - /n 9 - mn - m 1 4 + 7 

y(5) = (m 0 + m 0 ) + (m 0 + m 0) + (m 0 + m0) + 
+ mo-y(0) - y ( l ) - y(2) - y(3) - y(4) - 1 / ( 5 ) - f/(6). 
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