Gyors eljarasok a diszkrét

Fourier-transzformacio szamltasara I11. resz
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OSSZEFOGLALAS

A cimben megjelslt témaval foglalkozé cikksorozatunk jelen, maso-
dik része els6ként az egydimenzigs DFT tébbdimenziéssa valé at-
alakitiasanak lehetdségeit vizsgalja. Ezt kveti a DFT és a periodikus
konvoliiclé kapesolatanak vizsgalata. Végul gyors eljarast adunk a
konvolicié szamitasara.

1. Az egydimenziés DFT atalakitdsa tobbdlmenzms
transzformaciova ’

A dolgozat e folydirat korabbi szamaban megjelent
elsé részében a fokozatos részekre bontas eredményé-
nek értelmezésénél kideriilt, hogy az egydimenzios
DFT tébbdimenziés transzformaciova és egységnyi
abszolat érték komplex szdmokkal vald szorzasokka,
ugynevezett forgatasokka alakithaté at. A masodik
rész egyrészt a tisztdn tébbdimenziés transzforma-
ciova vald alakitas feltételeit vizsgdlja, masrészt a
DFT szamitasat. ekvivalens médon olyan feladatta
probalja transzformalni, amely megoldasira ismert
hatékony algoritmus. Az lrodalom]egyzeket az 1.
rész tartalmazza, a hivatkozasok- szdmozasa annak
megfeleld.

1.1. ‘Az dtalakitds. feltételei

Tekintsiik elészor az 1—D és a 2—D DFT kozotti
kapesolatot. Induljunk ki ismét az N=N,-P fel-
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bontasbél. Mivel minden egész c-re e ’(—_) =1,
ezért a definicids egyenletben (1. rész 1-1. osszefug—
gés) szerepl6 [ és k indexek felbontasanal kiindulha-
tunk a kovetkez6 alakbol ([8]):

i=Ii;+ I,i, mod N
(1-1)

(I és I, egész 4llandok)
O=hL=N,—-1
O=i=P-1 :
(K, és K, egész 4llando)
O<k=N,—1
O<k,=P-1

Természetesen sok masféle, a fentiekts] eltero felbon—
tas is elképzelhets (akar nemlinedris is), ‘azonban a
gyakorlat szempontjabol-ezen linearis kombinaciok a
legjelentésebbek. Az I, I,, K; és K, 4allandokra az
els6 feltétel, hogy az i—(i, i,) és a k—(k;, k) lekép-
zések kolesonosen egyértelmiiek legyenek. A defini-
cios osszefiiggésbe helyettesitve: - :

k=K k;+ Kk, mod N

12 XU+ Kl =X, k)=
—1 P-1 7
—) (Kaki'+ Kaks) (Jrin+Jais)
lé’ 122’ o4y +dyin)e ([) ’ ¥
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(1-2) 2— D DFT, ha felbonthato egy i, szerinti belss
¢s egy i, szerinti kiils6 Osszegre. Kz akkor teljesiil,
ha

(1-3)

r:'j

e—i (%—') (Kalglaia+ Keliksiy = 1— K Lk iy 4+
+ K,l,i k=0 mod N.

Mivel i, 12, k; és k2 valtozok az Osszefiiggés akkor
all ha

'K,I,=0 mod N,
(1-4)
' K,I;=0mod N.
Egy lehetséges megoldas:
K,=aP
Ky,=a,N,

L=bP,
(1-5) s
L=b,N, .

P és N értékére nézve eddig semmilyen mas feltevést
nem " tettiink, csupidn hogy egészek és N=N,.P.
Légyen N, és P legnagyobb koézos osztoja A, azaz
(N}, Py=1:

K1=}~a1p

K,=Jayn

I,=2byp

n, p)=1
I=7b,p (n, p)

(1-6)

(1 1)-be  helyettesitve és figyelembe véve,
Zznp

hogy

1-7) i= A(b,pi;+ byniy) mod A?np,
k= Aa;pk,+ aynk,) mod A®np.

Mivel i és k a (0, N— 1) kozé es6 valtozok, ezért az
(1-2) kongruenciak csak A=1 esetben teljesiilhetnek,
azaz a fenti megoldéstipus létezésének sziikséges fel-
tétele, hogy N, és P relativ primek legyenek
(N P)=1).

Hogy (1-2) valoban N1><P méreti 2— D -DFT le-
gyen, annak masik feltétele, hogy a megmarado expo-
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i ( ) /ull . —i (ﬂz) kaig .
nencialis tagok e™!\N7 ill. e \7 alakaak
legyenek. Masképpen:

K\ Lik,=il;P mod N
(1-8) 1 1.1 1 .1 1 )
K,Iizky=i,k,N{ mod N,

Az osszefiiggéseknek az iy, iy, k; és k, valtozok minden
értékére teljesiilniiik kell. A kongruenciakra érvényes
alapvetd azonossagokat alkalmazva:

K,I,=P mod N, K,I,=0mod N,
K,I,=0mod P K,l,=N,;mod P.
(1-5) helyettesitése utan adodik:
a;b,P=1 mod N,
ayb,N; =1 mod P.

a,=1 és a,=1 Vélasztéssal (2 egyenlet 4 ismeretlen-
nel):

(1-9)

(1-10)

k,P=1 mod N,,
b,N,;=1mod P.

Mivel (N;, P)=1, alkalmazhaté Euler tétele (1. FUG-
GELEK):

(1-11)

b1= PeNy—1
. bzle‘P(P)—l *

@(N) az Eulerféle ¢ fiiggvény, amely az N értéknél
kisebb, ahhoz relativ primek szamit adja meg (1.
FUGGELEK)

A részeredményeket osszefoglalva: ha N felbonté-
sanak a két tagja egymashoz relativ prim, akkor az
eredeti 1—D DFT valédi 2—D DFT-be alakithat6
at. A szlikséges indexelést meghatarozo osszefiiggeé-
sek:

(1-12)

DoV 4§ N ) dNi O=<i;=N,--1

(=1, PPO) 4 [, N #P) mo —i<P_1
(1-13) O=iy=

O<k=N,;—-1

k=IkP+k,N; mod N O=ky=P—1

Mivel (P, N,)=1, teljesiilnek a kinai maradéktétel
([17]) feltételei, igy az (1-1) és az (1-3) osszefiiggések
valéban kolcsonosen egyértelmii leképezést jelente-
nek i— (i, iy) és k—(k,, k,) kozott. A fokozatos részek-
re bontds azutidn tovabb folytathaté, amig csak P
egymdashoz relativ primek - szorzatdra bonthato,
vagyis az N-pontos 1-D DFT szimitasa val6ban
visszavezethet6 Ny« Ny- ...+ N, méreti n—D DFT

n

szamitasara (N= J[ N;, és az N, szamok egymassal
=1

relativ primek). Az indexek értékeit meghatarozo

kifejezések :

(1-14)

Mivel az dsszes (N;, N;) parok relativ primek, igy
i és k meghatirozasa ismét torténhet ag egeszekre
vonatkoz6 kinai maradéktétel alapjan, ami egyuttal
biztositja az i—>(i, ..., i,) és.a k—(k;, ..., k) le-
képezések kolcsonosen egyértelmi voltat is.
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1.2. Az egyiitthatémdtrixok kézti kapesolat

Vizsgaljuk meg, mi az dsszefiiggés a kiindulasul szol-
g4l6 1—D DFT 1. rész (1-2) szerinti Wy, egyiitthato-
matrixa, valamint az abbdl ekvivalens atalakitdsok-
kal eldallitott n—D DFT egyes dimenzi6beli egyiitt-
hatomatrixai kozott. Eldszor ismét a kétdimenzios
esetbdl kiindulva [N=N,-P és (N;, P)=1] az (1-1)
osszefiiggéseket felhasznalva kapjuk, hogy az egyiitt-
hatématrix elemei:

tkmodN __ 5—j 27 ik mod N —
a1z OV -1 (3)

o] ( )1(111111(1 mod N, — (N) Kalsiska mod N

Az (1-8) szerinti feltételeket behelyettesitve és el-
végezve a lehetséges egyszerisitéseket :

f 27\
(1-16) wikmodN_e—j(Tv—)uklplmodN e—j( )lgnglmOdN

2n
o (?V)Kllmkl mod N —] ('ﬁ‘) Kalaizkamod N _

A wmennyiségek alsé indexelése a végrehajtand() DFT
pontszamat jelzi. A szorzatot az (i,, k) és az (iy, k;)
szamparok minden széba joheté értékére képez-
ni kell. wgemod P érigkei viszont (O=<i,=<P—1,
O=ky,=P—1) éppen a P-pontos, 1—D DFT egyiitt-
hatémaétrixat hatarozzdk meg:

(1-17) {wighamod P} =W ,,
Azaz az (1-16) alatti szorzat értéke:
(1—18) WN — {wNik mod N} - {le iky mod Nl} .VVP .

A kifejezés jobb oldalan 4ll6 érték viszont éppen két
matrix (Wy és W,) Kronecker-szorzata. Matrixok
Kronecker szorzatdnak definici6jat és annak néhany
fontosabb tulajdonsigat a 2. FUGGELEK tartal-
mazza. A Kronecker-szorzatot az ,,®” szimboélum-
mal jeldlve az egytitthatématrixok kozti kapesolat:

(1-19) Wy=W,@W,.

A Kronecker-szorzat asszociativit4asat felhasznalva
(2. FUGGELEK), P tovabbi paronként relativ prim
tényezdkre valé bontasaval (P=N,-N;-...-Ny) ki-
mutathat6é, hogy az ekvivalens n—D DFT egyes

dimenziébeli egyiitthatomatrixai és az eredeti
N-pontos 1—D DFT egyiitthatématrixa kézott
az Osszefliggés:

(1'20) WN=WN1®WN2® ‘e ®WN,,'

A felbontas gyakorlati kivitelezésével kapcsolatban
emlékeztetni kell arra a kordbban mar emlitett tény-
re, hogy a fokozatos részekre osztis egyuttal a ki-
induldsi adatok Atrendezését is jelentheti, amelynek
kovetkeztében az eredeti Wy matrix egyes sorai és
oszlopal még a felbontas el§tt felcserélédnek.

1.3. A fokozalos részekre oszldssal elérheto
jelfeldolgozdsi frekvencia

Az 1—D-n—D 4talakitas és a fokozatos részekre
osztas eredményeinek felhasznaldsaval kimutathato,
hogy ily médon a sziikséges szorzdsok szama f(N)=
=O0(N log N) rendig csokkentheté, ami jelents
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javulas (killonssen nagyobb N-értékeknél) a kozvet-
len kiértékelés O(N?) miiveletszdmahoz képest.

Az elérhetd f..q jelfeldolgozasi frekvencia az 1.
rész (1-4) szerint I\} =20~ 10 pontszamnal az 1. rész
(3-14) sszetiiggés alapjan:

£ _ N
maxjel 2"szorzas'f (N )
ami jelentds ugrast jelent a kozvetlen kiértékeléssel
elérhetd frekvencidkhoz képest.

A fokozatos részekre osztas lehetéségeinek a ki-
meritésével felmeriil a kérdés, vajon léteznek-e mis, a
gyakorlatban is alkalmazhat6 algoritmusok, amelyek
a fentieknél gyorsabbak (kisebb a szorzasigényiik).
Misik fontos kérdés, hogy a DFT szadmitasanak bo-
nyolultsagat a mar ismert modon definidlva létezik-e
alsé korlat altaldnos esetben a szorzasok szamara
nézve, s ha igen, az hogyan érhet$ el. A feladat ne-
hézsége miatt a tovabbiakban megelégsziink az els6
kérdésben felvetett probléma vizsgalataval. Meg-
mutathato, hogy az algebra és a szamelmélet eszko-
zeinek a felhasznalasaval valoban szirmaztathatok
az elébbieknél hatékonyabb algoritmusok.

A kovetkez6kben a DFT szamitasat olyan ekvi-
valens feladatta transzformaljuk, amely megoldéisara
ismert hatékony eljaras, vagy viszonylag kénnyen
készltheté ilyen. Ezen elvet kovetve vizsgiljuk a
konvolicié és a DFT meghatarozasa kozti kapcso-
latot.

(1-21) =237,96 iHz,

2. A DFT és a periodikus konvolicié kapcsolata

Legyen {x(i)} és {h(i)} két véges, 4ltalanos esetben
komplex (0={i=<N —1) sorozat. Linearis konvoliicié-
jukon a
min(N—1, i)
(2-1) y()=
k=max (0,1—N+1

O=i=2N-2

sorozatot értjiik. A két sorozat periodikus konvolicio-
jat definidlo dsszefiiggés:

(i1

2-2) y(i)=N2_’1h(i—k)-x(k) O0=i=N-—1.
k=0

A DFT-t matrix alakban definialé 1. rész (1-2)
Osszefiiggésben a W, egyiitthatématrix
27\ |

(wlyty={ei (3}

elemei helyett a minden egész c-reérvényes
e-1 ()N =1

azonossag miatt elegendd az
e—i(z—;]'-) imod N) értékekkel szamolni. A mod N mii-
velet alkalmazésaval eléallitott, lgynevezett re-

dukAilt kitevématrix:

k \ i 0 1 2 3 ...(N=3) (N-2) (N=1)
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 (N=3) (N-2) N-=-1)
2 0 2 4 6 (N—-6) (N—-9) (N-2)
2-3) 3 0 3 6 9 oo (N=9) (IN-—6) N=-3)
N-3) 0 (N=-3) (N—=6) (N=-9) ... 9 6 3
(N-2) 0 (N—-2) (N—4) (N-6) . 6 4 2
(N-1) 0 (N=-1) (N—-2) (N-3) ... 3 2 1
Az elsé sorral és az els§ oszloppal nincs mit X(1)
tenni. Jelentése: X(0) igen egyszertien szamit- (2-4) X' =Wy_+X | =
hatdé, csupan komplex Osszeaddsokat felhasz- :
nalva X(N-1)
N—1 XM
(x0= Fx0) = {wr} =wyemar | |
=0 X (N=1)
A tobbi transzformalt felirhaté a kovetkez6 alakban: l=k=N-1
1=i=N-1.

2
"Vki

N-1 .
X®)=2(0)+ > e (T (1=k=N-1).
i=1

A zérusokat tartalmazé elsé sor és az elsé oszlop elha-
gyésa utdn a redukalt transzformicié matrixalak-
ban:
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A Wy_, miétrix elemeinek kitevéi a mod N mara-
dékosztalyba esnek. Mérete (N—-1)X(N—-1). A
transzformalt sorozat (X’) egyrészt nem tartalmazza
X(0) értékét, masrészt X'(k)=X(k)—2(0) (I=k=
=N-1).
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Az (N—1) pontra vett rperiodikus konvolacido matrixalakban:

' h(0)
(1)

y(9)
y(i)
25 y=Hx|: =|:
yN=3)| |n-3)
y(N=-2)| [R(N-2)

A I matrix elemeinek egy lehetséges elgallitasa az
indexek kozti 6sszefiiggés alapjan:

(2-6) {p*} ={h((k+ i) mod N —1}}.
Osszehasonlitassal lathato, hogy a DFT akkor tekint-
het§ periodikus konvolacionak, ha a Wy_, egyiitt-
hatématrix indexelése is megfelel a periodikus kon-
volacio indexelésének. A megfelel§ indexsorrendek a
sorok és az oszlopok ekvivalens felcserélésével esetle-
gesen is kialakithatok. Célszeriibbnek latszik azonban
szisztematikus eljarast keresni a megfeleld atrende-
zésre. Az elsé felmeriild kérdés: létezik-e egyaltalan
ilyen atrendezés, és ha igen, milyen feltételek
mellett.

Az atrendezés definidlhato leképzésként is. Esze-
rint keresiink olyan leképzés(eke)t, amely(ek) az
indexek modulo N vett szorzatat az indexek modulo
(N —1) szerint vett 6sszegébe képezik le.

Tekintsiik az a’ mod N (a pozitiv egész) alaku soro-
zatot, ahol i zérustol kezdve végigfut a természetes
szamokon. A sorozatban nyilvan csak véges szamu
kiilonb6z6 elem szerepel (a lehetséges maradékoszta-
lyok szama N). A sorozat egyetlen elemmel (a) gene-
ralhato. Euler tételének (1. FUGGEILEK) felhaszna-
lasaval kimutathato, hogy a sorozat periodikus. Te-
kintsiik az (a, N)=1 esetet [az (a, N)=1 esel erre
visszavezetheté]. Ha a sorozat P értékkel periodikus,
akkor:

(2-7) (@' mod N)=(a'*Pmod N)=((a’ mod N)-
- (¢” mod N)mod N).

Osszehasonlitassal adodik, hogy a” mod N=1. Euler
tétele értelmében ilyen P biztosan létezik. P=g¢(N),
ahol ¢ az Euler-féle szamelméleti figgvény. Legyen
d a legkisebb periodus. Mivel (a® mod N)=1i, ezért
(¢*mod N), ..., (¢ mod N)=1.Nyilvan (a‘mod N)
#1, ha dfi, mivel egyébként lélezne d értéknél ki-
sebb periddus. Ezért d|g(N).

Az Euler-tétel masik fontos kovetkezménye, hogy
(2-8) (¢’ mod N)=(a/mode ™ mod N).

Azon elemeket, amelyekre a legkisebb periodus ép-
pen @(N) értéki, primitiv gyokoknek nevezzik. Is-
mert szamelméleti eredmény (Gauss [1]) szerint pri-
mitiv gyokok csupdn N=2, 4, p, p* és 2p* értékekre
léteznek, ahol p paratlan prim. A primitiv gyokok
fontossagat szamunkra az a tény adja, hogy N prim
esetén p(N)=N—1, azaz létezik olyan a egész (a
primitiv gyok), amelyre az o mod N sorozat egy
periodusa az (1, 2, ..., N—1) szdmok valamely per-
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h(1) . (N =2)] [ x(0)
(2) . h(0) (1)
I;(N—2) I(N —4) aé(N——S)
h(0) . AN =3) | | (N =2)

mutacioja, azaz kolesonosen egyértelmii leképezés
létesithetd i és (¢’ mod N) kozott. Az

(2-9) (a mod N)=(a'™?¢®™ mod N)=

— (aimod (N=1 mod N)

osszefiiggés alapjan:

k=a* mod N o

@-10) "= MO ki mod N= (it mod N) =
=a* mod N

= (a7:1+i2 mod (N—1) mod N),

ami pontosan a keresett leképzés.

A primitiv gyokok eldallitasara szisztematikus
modszer nem ismert. Ha egy szamhoz létezik primi-
tiv gyok, akkor ugyanazon értékhez tobb primitiv
gyok is tartozhat. Néhany primszam legkisebb primi-
tiv gyokét az 1. FUGGELEK tartalmazza. Példa-
ként ugyanott lathaté az i—a mod N leképezés
N=7, a=3 esetre.

A primitiv gyokok fogalmanak felhaszndldsaval
mar konnyen megmutathato, hogy N prim volta
esetén az N-pontos DFT ekvivalens médon atalakit-
hato periodikus konvoluciova. A bizonyitas egyuttal
megadja az dlalakitds algoritmusat is ([24]). Ismét az
1. rész (1-1) alatti definicios dsszefiiggésb6l kiindulva
szamitsuk X(0) értékét kiilon, és a tobbi tagban is
kezeljiik kiilon X(0)-t, azaz:

W1
X(0)= [_ZO (i)
(2-11)
N-1

X(E)=2(N)+ > x(w" 1=k=N-1és (k, N)=1.

i=1

A primitiv gyokok létezését kihasznalva valtozo-
cserét végrehajtva:

k—(a* mod N)
i—(a “mod N).

Mivel (a#*™ mod N)=1  (Euler-tétel), ezért
(a7 mod N)=(a¥™~"mod N). Az els§ valtozocsere
(k) az egyenletek atszamozasat jelenti, mig a masik
(7) az dsszegzésen belill a tagok atrendezését.

(2-12)

(2-13) X(a* mod N)=

N-1
= 2(0)+ > x(a~ mod N)w (~i+hmod N —
=1

N-1
=(0)+ X x(a mod Nywlk=dmea ¥,
=
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vagyis X(a* mod N) éppen egy ¢(N)=N —1 hosszi-
sag (N prim) periodikus konvolicié.

Ha N =p* (p paratlan prim), az atalakitdsnal ne-
hézséget okoznak p tobbszorosei. Azel6zéekhez ha-
sonldan kimutathaté, hogy az N=p* pontszamu
DFT szamithaté 1 db p*~1(p—1) hossziisaga, 2 db
p¥2(p —1) hosszlisagt, ... és p*~1 db (p—1) hossza-
sdgu periodikus konvolacioként.

A fejezet elején kijeldlt célokat elértiik: kideriilt,
hogy a DFT azon esetekben, amikor a transzforma-
cié N pontszama prim, vagy pdratlan primszam hat-
vanya, visszavezethetdé periodikus konvolucio szami-
tasara.

3. Gyors eljaras a konvolucid szamitasara

A DFT szamitasahoz sziikséges szorzdsok szamanak
(f(N)) csokkentésére iranyulé algoritmikus médszerek
koziil a fokozatos részekre osztds lehetéségeinek Kki-
meritése utan egy lehetséges stratégia az eredeti fel-
adat visszavezetése ekvivalens modon olyan fel-
adatra, amely szamitdsdra mar ismert, vagy taldl-
haté hatékony algoritmus. Az eléz6ek szerint a DFT
meghatarozasa ekvivalens a periodikus konvolticio
szamitasdaval, ha N=2, 4, p, p* vagy 2p*, ahol a p
paratlan prim. '

3.1. Gyors eljdrds a linedris konvoliicié szdmitdsdra

Legyen {x(i)} ¢s {h(i)} két idétartomanybeli, N
pontbdl allé véges sorozat, amely tagjai akar komp-
lexek is lehetnek. Legyen H(z) és X(z) két (N—1)—d
fokt polinom:

H(z) :Elh(i)zlzh(0)+h(l)z. oo +A(N=T1)zN1
i=o
-1
X(@)= Nz_'lx(i)zl =2(0)+x(1)z+ ... + (N —1)zN"L
0

i=

A polinomok egyiitthatoi a sorozatok tagjai (formai-
lag a két polinom megegyezik a két sorozat Laplace-
féle z-transzformaltjaval). Az id6tartomanybeli linea-
ris konvolicionak megfelel a két polinom szorzasa:

(32 Zy®)=Z{h(D)* 2())=Y(z)=H(2)-X(2),

ahol Y(z) egy (2N —2)-edfok1 polinom, amely egyiitt-

hatoi az {x(i)} és a {h(i)} sorozatok konvoliciéjanak
eredményéiil adodnak :

G YO=y 3 yOd=yO et ...+
+y(2N —2)zN-2,

Ezek szerint az y(i) =[y©), y(1), ..., y@CN —2)]
konvoluciés sorozat meghatarozasa visszavezetheté
két (N —1)-edfoktt polinom szorzatdval meghatdro-
zott polinom egyiitthatdinak el6allitasara.

Toom (j26]) tétele szerint két (N —1)-tagu sorozat
idétartomanybeli linearis konvoldcidja meghatéroz-
haté (2N —1) db szorzassal (a racionalis szamtestbe
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tartozo, el6re ismert allandokkal vald szorzasokat
nem szamitva).

A bizonyitas elvégezhetd a kiszamitasi eljards meg-
adasaval. Az algoritmus s szakirodalomban Toom —
Cook-eljaras néven ismeretes (pl. [5]). Az {x(i)} és a
{h(®)} sorozatok (3-2) és (3-3) szerint egy¢értelmiien
meghatarozzdk az Y(z) polinomot. A Lagrange-féle
interpolacids tétel allitasa viszont kimondja, hogy
tetszdleges (2N —2)-edfokti polinomot egyértelmiien
meghatdrozza (2N —1) pontban felvett értéke. Ha
Y(z) a keresett polinom, akkor a z, (0=i=2N—-2)
pontokban felvett Y(z,) értékek ismeretében Y(z)
eldallitasa:

Yo = 3 Y [T =

(- =o i (7,—z) "

Az bsszefliggés jobb oldala az ismert Lagrange-féle
interpolacids polinom. (3-2) szerint Y(z,)=H(z))- X(z,)
(O=i=2N-2), azaz Y(z) valdoban eldallithato
(2N—-1) db H(z)-X(z;) szorzat ismeretében (az
Osszegben 4llg szorzattag kifejtése utan Y(z) keresett
egyiitthatdi az Y(z)) értékek linearis kombindciéiként
adddnak). A szamitas egyszeridsithetd a z;, értékek
ligyes valasztasaval.

Az eljaras leirhaté matrixos jelolésmoddal is. Le-
gyen z=[x(0), =(1), ..., o(N—=DJ, h=[h(©0), k1),
oo, AN =D, Definidljuk az A egyiitthatéomatrixot
a kovetkezdéképpen:

1 2z 2z ... zZ¥1

1 2z 2z ... 7
(G5 A=|1 5, o ... A

1 2, 43
Ekkor:

Ax=[X(zp), X(z1), - -5 X(zpn_p)]" s
Ah=[IIz), H(zp), ..., H(zon_p)] -

Bevezetve az m=[Y(zy), Y(z;), ..., Y(zoy_o)T segéd-
vektort, m=(Ah)O (Ax), ahol a ,O’ szimbélum az ele-
menkénti szorzast jelenti. Az interpolacids formulabdl
kovetkezden Y(z) egyiitthatéi valéban az {m(i)}
értékek linearis kombinacidi, azaz:

(3-7).

ahol C egy 2N —1)X (2N —1) méretli matrix. C ele-
mei racionalisak, ha a z; értékek is racionalisak.

(3-6)

y=Cm,

3.2. A periodikus konvoliicié szamitdsa

Az {x(i)} és a {h(i)} sorozatok periodikus konvolicio-
jat leird {y(i)} sorozathoz (O0=i=N-—-1)a (3-1) és a
(3-2) osszefiiggésekhez hasonléan hozzarendelt Y(z)
polinom fokszama a definiciobdl ko vetkezdéen (N —1).
Elsallitasanak modjabol kovetkezik a definiald gssze-
fliggés:
(3-8) Y(z)=H(z)-X(z) mod (zN¥ —1).
Helyessége egyszerdi polinomosztassal belathatd
(H(z)-X(z) mod z¥ —1) éppen a (z¥—1) polinommal
valds osztas maradékat jelenti:
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H(z)-X(2) =§;1 zZ éo (i — k) - (k) +

+ zNsz NSII (N —k+1)-h(k)

i=0 k=i+

(3-9)
H(z)-X(2) mod (2N — 1) =zN-1 Néj T(N—1—k)-h(k)+

+ l\fg—jzi é;x(i— k)-h(k)-}-kl:%'ll (N —k+i)-h(k).

Vegyiik észre, hogy a polinom egyiitthatéi valojaban
az {x(i)} és a {h(i)}, N pontbdl 4ll6 sorozatok perio-
konvoltuicid szamitasat két polinom szorzata egy
specialis polinommal valé osztdsi maradékanak meg-
hatdrozasara lehet visszavezetni.

Winograd tétele ([27]) kimondja, hogy az Y(z)=
=H(z)-X(z) mod (zN —1) periodikus konvolucié ki-
szamitdsahoz 2N —~ K db szorzas sziikséges, ahol K
pontosan N osztéinak szdma. A szorzasok szdméinak
meghatdrozisandl a raciondlis szamtestbe tartozo,
eldre ismert allandokkal valé szorzasokat nem szami-
tottuk. A bizonyitas (pl. [5]) ismét megad egy lehet-
séges kiszamitasi modot.

A (zN—1) polinom felbonthaté egész egyiitthatés,
a raclondlis szamtestben egyébként felbonthatatlan
polinomok szorzatara:

(3-10) N —1=P,(2)-Pyl2)...Pafs)  (d,|N).

A Py (2) polinomok a szamelméletbdl ismert, fgy-
nevezett ciklotomikus polinomok. Fokszamuk ¢(d,),
ahol ¢ az elsé részben mar emlitett Euler-féle szam-
elméleti fiiggvény.

Mivel deg (Y(z))<N és a Py(z) polinomok egész
egyiitthatdjuak, teljesiilnek a polinomokra vonatko-
z6 kinai maradéktétel (3. F(?GGELEK) feltételei,
vagyis Y(z) egy lehetséges eldallitdsa:

Y(z)= [%Yd(z) . Bd(z)] mod (z¥ —1), ahol

G-11) Y 2)=[H(z)-X(2)} mod Pyz) és

By(2)=[(z" - 1)/Py2)] {1 (2" — 1)/P(2)} mod Py(2).

Az Y (z2)=H(z)-X(z) mod P,(z) konvolucidk az el6-
z6ek szerint legfeljebb 2¢(d)—1 szorzassal meghata-
rozhatok [ Y,(z) fokszama ¢(d)-nél biztosan nem na-
gyobb]. Mivel az eredeti konvoliicié K db ilyen kon-
volicio dsszegeként szamithatd, a sziikséges szorzi-

sok szdma nem tébb, mint > 2¢(d)—-1=2N-—-K
K dN

(felhasznalva az ismert > @(d)= N azonossagot).
l=1

Winograd azt is kimutatta, hogy a sziikséges szorza-
sok minimalis szdma valéban 2N — K=0(N).

A minimAlis szam szorzast igényls algoritmusok
szdrmaztatasat megkonnyiti, hogy az eredeti Y(z)=
= H(2)-X(2) mod (z¥ —1) periodikus konvolicié tébb
kisebb pontszami Y (z)=H(z)-X(z2) mod Pyz)=
=H(2)-X,(z) mod P(z) konvoluciéra vezethet§ visz-
sza, ahol Hd(lezzH(z) mod Py(z), ill. X (2)=X(z2)
mod Py(z). A Hy(z)-X(z) szorzat értéke a Toom-—
Cook-algoritmussal vagy egyéb szisztematikus el-
jarassal meghatarozhat6. Az A és a G matrixok bo-
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nyolultsaga kovetkeztében azonban még kis N érté-
kekre 1s érdemes az optimalisto]l kismértékben eltérg
algoritmusokat keresni. Az eltérés eredményeképpen
az A és a C mitrixok elemei egyszerfisodnek, ami
megkonnyiti a gyakorlati megvalésitast. Ara: a
szorzasok szamanak kismértékdi novekedése.

3.3. Példa a periodikus konvolucid kiszamitdsdra

Példaképp hatarozzuk meg az optimdlis szamitasi
eljarast N=6 esetére. A keresett periodikus konvo-
licio: ‘
5
y(@)= 2 h(i—j)-2(j); 0=i=5; X()=

(3-12) s . 5
= 2 a(j)e! és H(z)= 2 h(j)?!.

j=o j=0
Polinom alakban:
(3-13) Y(z)=H(z)-X(z) mod (# — 1)

(a keresett y(7) értékek az Y(z) polinom egyiitthatoi).
N osztéi d=1, 2, 3 és 6, igy az oszté polinom felbon-
tasa:

(2 —1)=Py(2)- Py(2)- Py(2)- Py(2) =
=@z—D@E+1)E2—z+1)22+z+1).
A sziikséges segédmennyiségek :
(&)= H() mod Py(9)= 3 ()
H,(z)=H(z) mod P,(z)=h(0)—h(1)+h(2)—h(3)+
+h(4)—h(5)
Hy(5)=H(2) mod Py(2)={h(0) — h(2)+ h(3) —h@)} +
+2{h(1)— h(4) + h(2) — h(3))
Hy(z)=H(z) mod Py(z)={h(©0) —h(2)+h(3)— h(3)} +
+z{h(1)— h(2)+ h(4) — h(5)}.

Az X (2)=X(z) mod P(z) (l=i=4) mennyiségek
azonos felépitéstiek. A kinai maradéktétel segédpoli-
nomjainak meghatarozésa:

By(2) =é +1)(2—z+ D(2+2z+1)
By2)=— %-(z* )2 —z+D(2+2+1)
By(2)= —%-(z— D(E2+z+1)

1
B4(z)=—é-(z+ D(2—z+1).
A szorzésok szdmédnak minimalasahoz az {x(7)}
és a {h(i)} egyiitthatokbol képzett értékek:
hy=[h(0) —h(2)+ h(3) —h(D)]/6
xa=2(0) — 2(2) + 2(3) — 2(5)

by =[h(1) — (2) + ~(4) — h(5)]/6
xy=a(1) — 2(2) + 2(4) —x(5)

hy=h,—h, Xy=Ty—Ty
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hy=[h(0)—h(2)+ h(5) — k(3)]/6
23 =2(0) —2(2) + 2(5) — x(3)
hy=[h(1)—h(4)+R(2) — h(5)]/6
2y =2(1) —2(4) + 2(2) — 2(5)
hy=hs+hy Ty=2L3+ T,
he=[h(0) — h(1) + h(2) — h(3) + h(4) — (5)] /6
2 =2(0) — (1) + 2(2) — 2(3) + 2(4) — 2(5)
5 5
w= 20 m=| 20|
Az Y (z) segédpolinomok:
Y,(2)=Hi(2)- Xy(2) mod Py(z)=6hsz,
Y(2)=Hy(2)-X,(z) mod Py(z)=6hge
Yy(z)=Hy(2)- X5(z) mod Py(z) =6(xshs — 23h5)2+
+ 6(x3fty — x4hy)
V() = Hy(2)- X o(2) mod Py(2) =6(xofty —tohe)z+
+ 625/t — 23 hy)

m, = h, O=i=7,

végiil az Y(z) polinom keresett egyiitthatoi:

1#(0) ={(my— my) — (my + m,)} +
+{(my—m,) — (my —mg)} + (Mg +my)

(1) ={(my+my)+ (m, + my)} —
—{(n3—mg)+ (my — mz)} — (Mg — my)

y(2) = —{(my—my) + (mp+my)} —
—{(m; —my) + (my— mg)} + (Mg +my)

y(3)={(my—my)—(m, +my)} —
—{(m3; —m,) — (m, —mg)} — (Mg —my,)
y(4) = {(my+ my) + (M, + my)} +
+{(my —mz) + (my — mg)} + (Mg + my)
y(5)= —{(my—my) + (my+ my) } +
+{(my—my) + (my —mg)} — (Mg —1my).

A sziikséges szorzasok szama 8 QN — K =2.6—4=8),
az osszeaddsoké pedig 44.

3.4. A periodikus konvolticio szdmitdsdra szolgdlé
gyors eljdrdsok értékelése

A polinomokra vonatkoz6 kinai maradéktétel fel-
hasznalasaval kapott eredményeket N=2,3,4,5¢és 7
pontszadmokra a 4. FUGGELEK tartalmazza ([5]).
Az ott leirt algoritmusokhoz sziikséges szorzasok és
Osszeadasok szama az 1. tdbldzatban talalhaté (az
elméleti minimum természetesen 2N — K).

Az dsszeadasok szama az asszociativitasi tulajdon-
sag felhasznalasaval iigyes csoportositassal esetlege-
sen csokkenthets. Egyeldre azonban nem ismeretes
az osszeadasok minimalis szamara vonatkozd tétel,
ill. szisztematikus eljaras szamuk minimal4sara.

Nagy N értékekre az optimalis algoritmus szar-
maztatasa igen nehézkessé valik. A € matrix egyes
elemei igen nagyok lehetnek, és a sziikséges dsszeada-
sok szdma is hirtelen megné. Ugyanakkor az optima-
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1. tablgzat
N K 2N—-K M 4e AN)=3M Ar=24.4+5M
2 2 2 2 4 6 28
3 2 4 4 11 12 42
4 3 5 5 15 15 55
5 2 8 10 35 30 120
6 4 8 8 44 24 122
7 2 12 19 72 57 239
8 4 12 14 46 42 162
9 3 15 22 98 66 306

A;: a komplex dsszeaddsok szama, M: a komplex szorzdsok
szama, A,: a valés 6sszeadasok szama.

listol kismértékben eltéré (a minimdalisnal valamivel
tobb szorzast tartalmazé) algoritmusok bonyolultsa-
ga is lényegében O(N).

Masik lehet8ség az egydimenzidés konvoliciot
tobbdimenzidssa alakitani Ggy, hogy az egyes dimen-
zibk méretének szorzata éppen az egydimenzids
konvolitici6 méretét adja. A DFT meghatarozasa
szempontjabol azonban elegend6 néhany kis (lehets-
leg prim, vagy primhatvany) pontszdmra meghat4-
rozni a lehetdleg optimdlis konvoliciés eljarast,
mert az 1 —D DFT biztosan tobbdimenziossa alakit-
hato 4t, ha a pontszam egymashoz relativ prim ténye-
z6k szorzatara bonthaté. A gyakorlati esetekben
fontos pontszdmok esetén azonban N altalaban né-
hany, viszonylag kicsi, egymashoz relativ prim szor-
zatara bonthaté.

A konvoluciét optimalisan szamité algoritmusok-
nak hasonléan nagy jelentésége van, mint a DFT el-
jarasoknak. A sziikséges szorzdsok szdménak csok-
kentése ugyanis itt is a kotott idejii jelfeldolgozas
maximdlis frekvencidjdnak a novekedésére vezet
(pl. véges sulyfiiggvényl szilir6knél), mint a DFT al-
kalmazasan alapul6 eszkozoknél.

(A cikk ugyanezen folyoéirat késébbi szdmiban
folytatodik.)

1. FUGGELEK

Euler-tétel :
Ha (x, N)=1, akkor
2#¥M =1 mod N.

@(N) az Euler-féle -fiiggvény. Jelentése: azon érté-
kek szdma, amelyek N-nél kisebbek és ahhoz relativ
primek. Definicidszeriien ¢(1)=1. Ha N prim, nyil~
van ¢(N)=N—1. N=p* (primhatvany) esetén egy-
szerl leszamlalassal kimutathato, hogy:

eN)=¢(p")=p*~(p—1).

Bizonyitas nélkiil az altaldnos osszefiiggés @(N)-re,
ha a torzstényezds felbontasbol indulunk ki, azaz

n
N=]Tpf
=1
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n N n
akkor @ ([71 pi“) =,]71 o(p)-
= i=

Példa:

Legyen x=7 és N=6. Ekkor (z, N)=1. Az N
értéknél kisebb egészek: 1, 2, 3, 4 és 5. Ezek koziil
(1,6)=1¢s (5, 6)=1, azaz p(N)=2. Euler tételét fel-
irva:

(2#™ mod N)=(72 mod 6)=(49 mod 6)=1.

Néhany primszam legkisebb primitiv gyoke:

plalpijalpilalpial|pia|p|u 7 @ P a
2111112 |28|5 (416 [59]21738]5 97 {5 | 109 | 6
3{2118{2¢(29{2 {433 161.2 179138 {101 {2 {113 }{3
512117138 |31 |3 |47 {5 16712 (8312|108 |5 | 127 |3
7121191238712 [538[2]71;7 /1|89 ‘ 31107 |2 {181 |2

Az i-a‘mod N leképzés N=7, a=3 esetén

(1=i=b):

i 1 2 ‘ 3 4 5 6
a’ mod N 3 2 6 4 5 1

2. FUGGELEK

Matrixok Kronecker-szorzata:
[ Definicio: Két matrix (A és B) Kronecker-szorza-
tan (direkt szorzatdn) a kovetkezd kifejezést értjiik:

a;,B a,B...a,,B
auB a,B. .. a,B

A@B=
a,.,B a,.B...q,B

‘ Az A matrix mérete mXxn, a B matrix mérete kX1,
mig az A Q@B matrix mkX nl nagysagu.

Fontosabb azonossdgok (bizonyitas nélkiil):
1.

buA b,A. . .by A
boyA byoA . . . by,

b boA ... B A

A definiciés osszefiiggéssel Gsszehasonlitva lathato,
hogy a Kronecker-szorzat nem kommutativ.

2. ABRC=AQB)@C=AMB&C()
(asszociativitas)

3. A+B)RC+D)=AxC+AD+BRC+BRD
(disztributivitas)

4. (A®B)(C®D)=(AC)® (BD)

5. (AB)R(A,B,)® ...®(A,B,)=
=(A,®B,®...®A,) (B,®B,3...®B,)

6. (A®QB)'= AT@BT
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7. (A@B) '=A-®B"!

8. AW=A®A (hatvany definicitja)
Ak+1=A®Ak:Ak®A
(AB)*=A*B" minden A ¢és B matrixra.

3. FUGGELEK

A polinomokra vonatkozé kinai maradéktétel

Legyen A(z) egy véges tér felett definialt N-edfokn
polinom, amely A db egymashoz relativ prim, ugyan-
azon tér felett értelmezett polinom szorzatara bont-
hato:

AR)=4,(2)-Ay(2). . . A, (2).

Legyen deg A,(z) =N (z) az A(z) polinom fokszama, és

N=[IN, Akkor adott By(z) (O=deg B, (z)<N, és’
i=1

0=i=K) polinomokhoz létezik olyan egyértelmii
B(z) polinom, amelyre deg[B(Z)]<N, és B(z)=
B(z) mod A(z). A B(z) polinomot meghatarozé 6ssze-
fiiggés:

k
B(z) :[2' By(z)-C(z) mod A(z)] , ahol a C,(z) segéd-
f=1
polinomokat definiald egyenlet:
A@) 1
AL2) [A@)/AL2)] mod A(2)

C2)=

4. FUGGELEK
A : komplex dsszeaddsok szama, M : komplex szor-
z4sok szdma.
Algoritmus 1. N=2, M =2, A=4.
a,=(h(0)+h(1))/2 by=2(0)+2x(1) my=ayb,
y(0)=my+my
a;=(h(0)—h(1))/2 by=2(0)—x(1) my=ab,
y()=my~my
Algoritmus 2. A=3, M=4, A=11
ay=(hO)+ h(1)+ h(2))/3  by=2(0)+2(1) +2(2)
my= b
a;=h(0)— h(2) h=2(0)—x(2) m=ab,
a,=h(1)—h(2) by=2(1)—x(2) my=a,b,
ay=(n;+ay)/3 bg=by+ by mg=azby
y(O)=my+(my—my) y(1)=m,—(m;—my)— (my—my,)
Y(2) =my+ (my — my)
Algoritmus 3. N=4, M =5, A=15.

ay=((R(0)+1(2)) + (h(1) + h(3))) /4
b= (2(0) + 2(2)) + (x(1) + (3))
a,=((h(0)+h(2)) —(h(1)+ h(3))) /4
by =(2(0) + =(2)) — (x(1) + x(3))
ay=(h(0)~h(2))/2
hy=(2(0) —a(2)) + (1) — 2(3))
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a,=((h(0) —1(2)) — (h(1) = (3))) /2
ay=((h(0)—h(2) + (1) — h(3))}/2

by=2(0)—x(2) by=x(1)—x(3)

m=ab, O=i=4 D
y(0)=my+my) +(my—my) y(2)=(my+m;)—(my—my)
y(1)=(my—my) + (my—1my) §(3) = (my — niy) — (M, my)

Algoritmus 4. N=5, M=10, A=35.

ao=(§h(i)) a,=h(0)—h(d)  ay=h(1)—h(4)
ay =h(2)— h(4)

W=hE) - G=ate G=ata a=ata I"Kom

AGg=0y+ s ay=(a5+a5)/5.

A b,—b, mennyiségek hasonlé fel¢pitésiiek, el-
hagyva az allandékkal valé osztdst.
my=qab, 0=i=9

§(0)=(my—my)+ (my—my)—my+mg
Y(2)= (my— mg) + (my—miz) — 1y + 1y
y(1) =(my—my)— (I —n1) — my+ mj

y(4)=(my—my) — (my— mg) —my +mg .. Telekom” radicelektronikai

) és hirkozlé eszkozdket,
y(3) =(my+ mg) +(m, + mp) +
+my—y(0) —y(H) —y(2) —y(4).
Algoritmus 5. N=6, M =10, A=35. Lasd a 2.3-
beli példat.
Algoritmus 6. N=7, M=19, A=72.
a,=h(0)—h(6) a,=h(1)—h(6) a;=2)— ()

valamint mdszakli szolgaltatasokiat exportalo

€s importalo kilkereskedelmi tarsasag.

a=hG)—h(6) a,=h(d)—h(©) az=h(5)=h() e —
GH=a,+a, ag=ay+a; ay=;+qg ‘ Szofia — Bulgaria
=+ a a; =0+ a3 Q=0+ ay Wasington u. 17.
A =a,+as ay =0z + Qg Gs=q+d; Telefon: 86-181

M=ty ap=aytay  as=(a+ay)/7 Telex: 022075, 022076
ay=ag+h(6) bg=b;+by
by="b15+2(6) +(x(6) + 2(6)) + (2(6) + 2(6)) +
+(2(6) +2(6)).
b, — by; hasonld felépitésiek, mint @;—o0,, csupdn a
h(i) mennyiségek helyetl az x(i) mennyis¢geket tartal-
mazzak.

m;=ab, O=i=18

Uy=mMy—Myg Uy =m—1n; Uy=m + mg
U,=m,+m, Uy=Mmy— Mg Us=My+ My my+
+mz;—mg Ug=1Uy—Uj u,=u,+1;

yO)=u,+u;—uy—mg+my+my,
y(D)=ny—u;—uy—my+my+m
Y(2)=Ug+1—ms+my+my

y(3) =g —uy—my+m; + my,

Y(4) =t + my— my — My — my3+ Myg

y(6)=1; + mg—my —my; — My + My

Y(5)= (my+ mg) +(my+ mg) + (my + my) +
+m,—y(0) —y(1) = y(2) —y(3) — y(d) — y(5) — y(6)-
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