Az Erlang-képlet aramkor szam szerinti elsé,
illetve masodik derivaltjanak gyakorlatl
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A cikk az Erlang B-képlet aramkoérszam szerinti elsé és masodik
derivaltjaval foglalkozik. Pozitiv, ill. negativ dramkérszamok mel-
lett ismerteti a nem (0,1) intervallumba es6 Aramkéri nyaldbokra
vohatkoz6 rekurzids képleteket Végiil a derivaltak gyors és a gyakor-
lat részére megfeleld pontossaggal valo kiszamitasara kozelité képle-
teket ismertet.

l Bevezetés

Ismeretes, hogy az Erlang-B keplet altalanos, tort,
illetve negatlv aramkorokre és ervenyes alakja az
alabbi:

Axe~A A¥ e~ A
A R 1
E()= I'(x+1, A) - M)
It"e" d¢
A
ahol:
x az aramkorszam,
A . az x dramkorszdm részére felajanlott

‘forgalom (erlangban),
F(ac-{- i, A) nem teljes I'-fiiggvény,
E(A) --a veszteségi tényezd.

Bizonyos szamltasokhoz célszerti felhaszndlni az Er-
lang-képlet aramkorszdm szerlntl elsd, illetve méso-
dik derivaltjat.

Ilyen szdmitas példdul a trunkhalézatok optlmahs
harant ‘aramkorszamanak differencidlis Rapp-moéd-
szerrel valo meghatdrozasa (13, 14) vagy az ERT-
modszer (9, 10, 11, 12, 13) A%, illetve n* értékeinek
érintémodszerrel valé meghatarozasa. Ezeknél a
moédszereknél az Erlang-képlet - derivaltjain kiviil
a talesorduld forgalom 4tlagértékének és szordasnégy-
zetének dramkorszam szerinti elsd, illetve masodik
derivaltjai is'szerepelnek, amiknek a szamitéasi nehéz-
ségét vissza lehet vezetni a veszteségi tényezd deri-
valtjainak szdmitdsi nehézségére. Ezeket a nehézsé-
geket szeretném ebben a cikkben feloldani.

A dérivaltak értékei

Az els6 derivaltat elgszor H. Akimaru hatarozta meg
(1, 2, 3) az alabbi képlet segitségével:

o, _ d
- W_Ex[lnA~ax In I (z+1, A)]. @

Beérkezett: 1983. X. 21. (#)
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1959-ben kapta meg a
Budapesti Miiszaki

Egygetem  Villamosmeér-
néki Kardnak hiradds-
technikai szakdn. 1969-
ben = tdvbeszélotechnikai
szakmérnoki  diplomdt
szerzett. Egyetemi doktori
cimet 1976-ban kapott a

1981-ig a kdizponlos osz-
tdlyon tdvbeszélf-kozpon-
tok és helykozi hdlézatok
méretezésével foglalkozott.
Jelenleg a szdmitdstech-
nikai csoport - dolgozdja.
Tdvbeszéls forgalomelmé-
let teriiletén elsésorban a
trunkhdlézatok optimdlis
méretezésével foglalkozik.
Ebben a témdban ijelen-
tek meg a Hiraddstechni-

,,K(')‘rzethdlo'zatok opti-  kdban kordbbi cikkei is,
mdlis tervezése” cimii és ezt az elméletet alkal-
disszertdcidjdért.  1959. mazta tibb helykdzi irunk
mdjus 11. 6ta a Postai  hdlézati lervében is.
Tervezé Intézet dolgozdja.

A képletben a _éa_ln T (z+1, A) a mésodfaja, nem
X

teljes y-fiiggvény. Segitségével a derivéaltat az alabbi
modon is felirhatjuk:

oE

Eg’—‘: E [ln A—y(x+1, A)]=—E, . 3)
A (3) képletbdl kivetkezik, hogy

v =yp@x+i, A)—In 4. “)

A (3)képlet derivalasaval megkapjuk az dAramkorszam
szerinti masodik derivaltat is (3):

O, g (w, ay/). )

a2 ox

A differencialis Rapp-moédszer alkalmazis4anal a
talesordulé forgalom atlaganak, illetve szérasnégy-
zetének aramkorszam szerinti elsé és masodik deri-

2;’; kifeje-
zés (14). Ha a (3), illetve az (5) képletet ki tudjuk
szamitani, azokbol a ¢/, illetve a %ﬂ kifejezést is

meg tudjuk hatarozni, aminek segitségével a differen-
cidlis Rapp-moédszerhez sziikséges valamennyi parci-
alis derivaltat el6 tudjuk allitani.

A cikk elsd részében azt szeretném bemutatni, hogy
elvileg a veszteségi tényezdhoz hasonléan a derival-
takat is elég a (0, 1) intervallumban meghatarozni,
majd rekurziés képletek segitségével barmely po-

zitiv vagy negativ z-re ki lehet szamitani azokat.

Ebben a részben bemutatom azt is, hogy a rekurzio
sordn hogyan valtozik a szamitas hibaja, tehat a gya-
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korlatban milyen szamtartomanyban célszert a re-
kurziéval szamolni.

A cikk masodik részében egy kozelit6 képletet mu-
tatok be, aminek segitségével a (0, 1) intervallumban
a gyakorlati szamitashoz kielégit6 pontossaggal meg
lehet kozeliteni a derivaltakat, és az irodalomban
[1, 2, 3] k6z6lt végtelen sorokhoz, illetve az integral-
kozelitésekhez képest egy-két nagysagrendnyi gép-
idét meg lehet takaritani, ami a képletek sokszor vald
kiszamitasa esetén az egész halézatoptimalizalasi
programban jelentés gépidényereséget jelent.

Rekurziés képletek

Kimutathato, hogy a (3), illetve az (5) képletben is-
mertetett derivaltak értékeit tetszdleges x esetére
— az Erlang-képlethez hasonléan — rekurzios kép-
letekkel a tort aramkorszamokkal felvett értékekbdl
is ki lehet szamitani.

Az els§ derivalt rekurziés képlete (1, 3, 6, 12)

Az elsd derivaltra az alabbi rekurzids képletet lehet
felirni:

aI':x—l

ox

aEx . Ex—l
ox AE_ +x

o—1 - ®)
E

x*

A képletet az alabbi alakban is fel lehet irni:

V= U—E) (Vaaty). ™

A masodik derivalt rekurzids képlete

A misodik derivalt rekurzios képlete az alabbi:

o8, OB,
oE oE, | ox ox E
Olx_o,0%x ) O X _E}).
Ox? 2 o | E, E._, + E._, (A-£)
azEx-—l
ox2 ®8)

A (6—8) képletek segitségével az x—1 adramkor-
szamnal kiszamitott értékekbdl hatdrozhatjuk meg
az x #aramkorhoz tartozd értékeket. A képletek
tobbszori alkalmazdsaval a O=x=1 tartomanyban
kiszamitott derivaltakbdl kiszamithatjuk az x=>1 tar-
tomdnyba es6 értékeket is.

A rekurzios képletek kiterjesztése a fiktiv
negativ dramkorszamok tartomanyara

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg, hogy a derivaltak-
ra felirt képleteket ki lehet-e terjeszteni a negativ
aramkorszamokra is.

Elészor azt nézziikk meg, hogy mikor kell a negativ
aramkorszamokat figyelembe venni.
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Ismeretes, hogy az ERT-mbddszerben az egyenérté-
kii aramkorszam csucsos forgalom esetén pozitiv,
véletlenszer{i forgalom esetén pedig nulla. G. Bret-
schneider bebizonyitotta (11), hogy simitott forgalom
esetén negativ egyenértékii aramkorszamot kell fi-
gyelembe venni. (Ha tehat a nagativ aramkorszam-
nak ajanljuk fel az egyenértékii forgalmat, akkor
adodik a vizsgalt egyenértékii forgalom.) A negativ
aramkorszamot soha sem kell realizalni. Kozbensd
valasztas esetén a tényleges aramkorszamhoz hozza
kell adni, s az eredd aramkorszamroél tovabbesor-
duld, illetve az azon lebonyol6dé forgalmat kell a
halézat tobbi részén figyelembe venni. Utolso va-
lasztdsu forgalom esetén pedig az egyenértékli — vé-
letlenszerd — forgalombol és a veszteségi tényezd-
b6l (m+4n*)-ot szamitunk ki (az Erlang-B képlet
segitségével), ahol ,,m’’ az utolsé valasztast aram-
korszam, ,,n*” az egyenértéki aramkorszam — ami
simitott forgalom esetén negativ. Az utolsé vilasz-
tasu dramkorszamot (m+n*)—n* mivelet elvégzése
utdn kapjuk meg, tehat simitott forgalom esetén
az Erlang-képlettel kapott aramkorszam és az egyen-
értékd aramkorszam abszolit értékének osszegeként.
A negativ aramkoérszam megvalositasanak igénye
tehat itt sem meriil fel, csak a simitott forgalomnak
az egyszeriien szamithato véletlenszerii forgalomba
val6 transzformaldsara szolgal.

A tovdbbiakban nézziik meg, hogy a (0, 1) inter-
vallumban kiszdmitott veszteségi tényezdbdl, illetve
annak derivaltjaibol a fiktiv negativ dramkoérsza-
mokhoz tartoz6 megfeleld értékeket milyen rekurzios
képletekkel lehet kiszamitani.

Irjuk fel a veszteségi tényez6 pozitiv irdnyu rekur-
zidjara vonatkozé képletet

_ AE, 0
*“x+AE_, " ©

A képletbdl kifejezhetjiik E,_,-et.

zE,
Ey = AG-Ey (10)

Lathat6, hogy x=0-nal (ahol E ,=1) a képlet ~8—

alakot vesz fel. Itt a kifejezés hatarértékére az alab-
biakat irhatjuk fel:

E., !

T TE(=A)AA’ (1

ahol

E(&)=— f t~1le di, (12)
&

az ugynevezett integralexponencialis fiiggvény (1, 3,
11, 15, 16). (Nem szabad dsszetéveszteni az ugyan-
csak E-vel jelolt veszteségi tényezével.) —E(—A)-t
A =0 esetén az alabbi sorral hatarozhatjuk meg

n—

_E(—A)=—C—lnAt S(—lyt 2
n—-1

(13)

ahol C az Euler-féle allando (C'=0,577 215 665).

n-n
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Ez a sor kis forgalmakndl gyorsan konvergal.

A=1E felajanlott forgalom esetén — E,;(— A) érté-
két 2.1078 relativ hiban belill szamithatjuk ki az
alabbi Csebisev-kozelitéssel:

A > a A7
—E{~A)m—r 3 (14)
> b, A*

Az q, és a b, dllandokat a Fiiggelékben adom meg.

Az Erlang-képlethez hasonléan a derivaltakra is
fel lehet irni csékkend iranyu rekurziot.

A (6) képletbdl az els6 derivaltra az alabbi csok-
kené irdnyu rekurziot irhatjuk fel:

oF, Ex_l(AEx_ﬁx oF, )
= O8x ).
ox x

Ex ox (15)

A (8) képletbél pedig a masodik derivaltra lehet fel-
irni a csokkend irdnyu rekurziot:

0
kurzios képlete —1 dramkorszamnal 5 alakot vesz

0
fel. Keressik meg a 0 alak hatarértékét a

I'Hospital-szaballyal! Irjuk fel tehat a (10) képlet
szaml4aldjanak és nevezbjének differencidlhdnyadosat :

1 x'Ex - Ex _ 0
Ay T s T e, (D

ox £

Ha a (17) képletbdl kifejezziik a %9 derivaltat,

és behelyettesitjiik a (15) egyenletbe, kideriil, hogy
az =0 helyen a zaréjelen beliili kifejezés O lesz,
tehat —1 dramkoér szamitdsdndl az dramkorszam

T i . . .0
szerinti els6 derivalt rekurziés képlete is 0 alakot

vesz fel. Ilyen esetben tehat az els6 derivaltat is koz-
vetleniil kell meghatarozni.

A —1 aramkorhoz tartozo elsé derivaltat az alabbi

9E, OE,_, képlettel lehet kozvetleniil felirni (1, 3)
2E,_ , |oE, OE,| ©ox ox oFE E 1 72 5 (=4
=1 V- _x_o. x| il St S f 24—
%z |82 ~ & \ E. E, o E(—4) {2 [(C““A) + 6]+ 2 }
E 18
EoEy - (16) 0 o
(1 —Ey) Irjuk fel az elsé derivalt (—)alakjéra is a I’ Hospital-
Az eléz6kben lattuk, hogy a veszteségi tényez§ re- szabdlyt:
°E_, 41 oF,
ExA{A'EX-”«l«x-aE"—{-l) E ox _A'E__1 ox §~E—0+ A'El 82E0
8E 4 _ Ex ox o E, E, E,) & E, @a?
L1 _ . - (19)
°ox X0 x 1

: -
A Kképletbdl fejezziik ki a 91—2" -et (figyelembe véve,

)
hogy E,=1, valamint a (17) képletet):
oE_,
PE, 2 ox 1 (20)
ox> A-E, \E, A-E_,|’
E,

Ha a P

lyettesitjiik a (16) képletbe, kideriil, hogy az z=0
helyen a szogletes zaréjelen beliili kifejezés O lesz,
tehat —1 4dramkor szamitdsanal az dramkoérszam

(20) képlet szerinti kifejezését behe-

szerinti masodik derivalt rekurziés képlete is I

alakot vesz fel. Ilyen esetben tehat a masodik deri-
véaltat is kozvetleniil kell meghatarozni.

A rekurzios képletek hatdsa a szadmftds hibdjara

Az elézGekben ismertetett rekurzios képletek hasz-
nalhatésiganak eldontése végett vizsgaljuk meg
a hiba véltozdsdt a rekurzié sordn, azaz azt, hogy
példaul az x-edik rekurzi6 hibajanak hatdsdra milyen
nagysagu lesz az (x+1)-ik, illetve az (x—1)-ik re-
kurziéban a hiba?
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Aramkorszam novelésével (pozitfv dramkoérszam
esetén) jelentkezd hiba

Itt azt vizsgaljuk meg, hogy az (x— 1)k rekurzio
hib4dja mekkora hibat okoz az x-ik rekurzibban?

Elészor az elsé derivalt kiszdmitdsara vonatkozé
(6) képletet vizsgaljuk meg! Tételezziik fel, hogy az

(x—1)-ik rekurzié utan e, ,, az x-ik rekurzié utdn

pedig e, hibaval kapjuk meg a ?Tf derivaltat, s

hasznaljuk fel azt a tételt, hogy az aramkorszam-
novelés rekurzibja nem noveli a veszteségi tényezd
szamitasi hibajat (11)!

Az (5) képlet alapjan felirhatjuk, hogy

aEx-l
ax +8x——1
e T @1)
8Ex+ .= E, E
ox x A-E,_,+x x:

Az egyenlet jobb oldalat osszuk két részre:

aEx——l
ox £
——x—1 2l
oF, _ B, E, ,
B THT A-Ex_1+aa'Ex+ A-E_y+x E.. 22
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Az egyenletbdl kivonva a (6) egyenletet, s az E,
helyére a (9) képlet szerinti rekurzios osszefiiggést
helyettesitve, majd E, ,-gyel egyszertsitve, e,re
az aldbbiakat kapjuk:
AE,

E, 4 (A'Ex—1+x)=

A-E _ +x
_ Ax
B (4 'Ex—1+x)2

=281 L

(23)

* 81

Vezessiik be az aldbbi k tényez6t:

Ax

=
T@E,_ R

9

A tovabbaikban azt kell bebizonyitani, hogy k értéke
minden pozitiv x és A értékre =1 marad.

Keressitk meg azt az X, A értékpart, amelyre k
értéke maximalis lesz! Ebb6l a célbdl végezziik el
—g% ésa % derivalast, s a derivaltakat tegyiik
egyenlévé O-vall

a

A g—g:ﬂ egyenletbdl kapjuk:

A (25) és (26) egyeni-t bonyolult differencidlegyen-
let-rendszert alkot, ami, .n E,_; nem linearisan fiigg
2-t6l és A-tdl, tovabha a nevezdében integralos ki-
fejezés all.

Az egyenletrendszert teljesen analitikus megoldas
helyett részben analitikus, r¢szben numerikus médon
oldottam meg.

x—1
oA
(1, 5, 13)! Ebben az esetben az egyenletet az alabbi
moédon irhatjuk tovabb:

Helyettesitsiik bea (26) egyenletbe a 0 értékét

—1
z=A [Ex_1+2A(£——1+EX§]

n \.EH} . 2D

)

Az egyenletet A-ra érint6modszerrel oldjuk meg!
Ebbél a célbdl rendezziik O-ra, s a bal oldalt jeldljik
y-nal:

y= A{Ex—l +[2(33— i) _2A(i _Ex—l)JEx——l} —Z. (28)
Vezessiik be a
t=x—A(l-E, ) (29)

kifejezést! Ebben az esetben E,_; kiemelése utan
a (28) képletet az aldbbi modon irhatjuk:

e ) 9E,,, . o5 y=A-E _,2—-1—x. (30)
o1t O=22(4 =5 =+ 1), (25) Derivaljuk y-t A szerint
ok . . . . 9
A a-:O egyenletb6l pedig az kovetkezik, hogy 5%= E, _J[i2t—1)+2A(t-E,_; — 1)], (31)
r=A (Ex_1+2A %ﬁi) (26) Ezutan mar kiszamithatjuk az érint6 modszerrel
A4 azt az A értéket, amihez adott x mellett a maximalis
k érték tartozik, majd a (24) képlet alapjan az x-hez
tartoz6 maximalis k értéket (k,) is kiszamithatjuk.
K Ha az x értékét valtoztatjuk, megkapjuk a k(x)
f figgvényt (I 1. 4bra). Lathato, hogy a figgveny
1
75 20 30 40 50 60 70 80 90 100 150 200 250 x
[HS38-1]
1. dbra
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x=0-t6] monoton né, és aszimptotikusan tart a

. A
lim _ = értékhez.
X—+oo
Mivel tehat a k értéke nem né 1 f6lé, az els6 deri-
valt rekurzios képletére igaz, hogy

l 8x‘ = 8x~1| . (32)

Kimondhatjuk tehat, hogy az elsé derivalt rekur-
zios képletét minden pozitiv x-nél felhasznalhatjuk
a derivalt kiszamitasara, mert a rekurzio soran a sza-
mitas hibaja nem né.

A masodik derivaltra vonatkozé (8) képlet szami-
tasi hibajara az aldbbiakat frhatjuk fel:

oE, ©E, ,
QE, OE, | &x  @r
= e i \E TEL )T

-y (T ren) 69

x—1

A képlet felirasanal felhasznaljuk a (31) képletet,
vagyis azt, hogy az elsé derivalt szamitasi hibaja nem
né a rekurzidoval, valamint azt a mar emlitett tételt
(11), hogy a rekurzié soran a veszteségi tényezd sza-
mitasi hibaja sem né.

A (33) egyenlet jobb oldalinak masodik tagjat
kettévalasztva:

8E, oE,_,
2E, e OE,| ox  ox
o2 "5 & \'E, T E,,
E o2 Ex—], E,
- (-E)—35+ Ex_l'(l—Ex)-é‘x_l- (34)

Az egyenletbdl kivonva a (8) egyenletet, s az
hanyadost, illetve az 1—E, értéket a (9) kép-

—1
letbé! kifejezve, az alabbi egyenléséget kapjuk :

E, T
Ex—l A 'Ex—l +x

Ex = Ex 1™

Azx

zm' walzk'&‘x_l .

(39)

A (34) képlet tehat teljesen azonos a (22) képlettel,
amib6l kovetkezik, hogy a masodik derivaltra is
igaz a (32) képlet.

Kimondhatjuk tehat, hogy a masodik derivalt
rekurzios. képletét is minden pozitiv aramkérszam
esetén felhaszndlhatjuk a derivalt kiszamitasara,
mert a szamitas hibaja nem né a rekurzié soran.

Az dramkorszam csokkentésével (negativ
aramkorszam esetén) jelentkezé hiba

Itt azt vizsgaljuk meg, hogy az x-ik rekurzi6 hibdja .

mekkora hibat okoz az (x— 1)-ik rekurziéban?

Elgszor a negativ aramkoérszamhoz tartozé vesz-
teségi tényezd kiszamitasdra alkalmas (10) képletet
vizsgaljuk meg.
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Jeloljiik az z-ik rekurzié szamitasi hibajat e,-szel,
az (x— 1)-ik rekurzidét pedig ¢, _,-gyel!

A (10) képlet alapjan felirhatjuk, hogy

ULy + &)
A(l _—Ex_— 8x) '

A képletbdl kivonva a (10) képletet, az alabbi ered-
ményt kapjuk (feltételezve, hogy |1—E,|>|e.|)

E, ,+ Ex 1= (36)

_ T _E, 4
1= A(l —Ex) Ex = Ex € . (37)
A tovdbbiakban azt bizonyitjuk be, hogyazE, ,>E,

egyenldtlenség minden x-re fennall.
A (2) képlet zardjeles kifejezése mésodik tagjaban
az x szerinti derivalast elvégezve kapjuk, hogy

oo

f re~t dt

G A
— 1 =
gz I+l D=ge o=

f (In tyre~* dt

A

STt A4) @8)
Mivel =0 esetén =0 és e=0, tovabba {= A ese-
tén In f=in A, irhatjuk, hogy

J‘(ln Hffe™ di=1n A ftxe_’ dt. (39)
A
Az egyenlétlenséget behelyettesitve a (2) egyenletbe,
A= 0-ra kapjuk, hogy
ok,

5 <0.

(40)

Ennek alapjan a (—oe, =) intervallumban irhatjuk,
hogy

Ex—l >Ex! (41)

vagyis a veszteségi tényezé fiiggvénye monoton csok-
ken mind a pozitiv, mind pedig a negativ aramkor-
szam-tartomanyban.

A (41) képletet a (37) képletbe helyettesitve ado-
dik, hogy
42

A veszteségi tényez6 aramkorcsokkentéses rekurzio-
janak hibaja tehat né. Néhany (—6, —8) aramkor-
szamon tul a hiba mar jelentsen naggya valhat.

Az elsg derivalt aramkor csokkentéses rekurzidja
szamitasi hibajanak meghatdrozasahoz induljunk ki
a (15) képlethsl!

Ey_1> Exr

oF,_, E, . [AE_ +z (3E,
: (43
TR [ E, I A

A képletben egyszertiség céljabdl nem vettem figye-
lembe a veszteségi tényezik szamitasi hibajat.

A (43) képletbdl kivonva a (19) képletet, azt kap-
juk, hogy
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E, 4 . A'Ex—-1+x Lo

Exg= - E. Exe 44)
Az egyenlet jobb oldalat atrendezve:
» _E,, AE, +zx ,
x1= .Ii;xl' xxl . (45)

Az AE, ,+x kifejezést a (9) egyenletbdl levezetve,
majd a (45) képletbe helyettesitve, kapjuk, hogy

’ A E e 2 ’

Ep 1= ( E 1) “ &g (46)

X

Lathato, hogy a kezdeti szakaszban (A= |z|) a
hiba rohamosan né. A kés6bbi rekurzi6 soran a no-
vekedés meértéke csokken, majd a hiba cstkkenni
kezd.

Nagy negativ aramkorszamndl az (1) képlet neve-
z6jében levd integral als6 hatara kozelében a
fiiggvény sokkal gyorsabban valtozik, mint az &*
fiiggvény, ezért e~4-t kiemelhetjiikk az integral elé:

XA
lim Ey(A)=—2F "~ _ le . 47
X —oo
e‘Af Fdt
A

EXkor az elsé derivalt rekurzios képletének hibaja
az alabbi lesz:

P a? .
lim [ ——x_l;ll_ll - . W E= 0. (48)

X+ —oo

A masodik derivalt dramkor csokkentéses rekur-
zioja szamitési hibdjanak meghatarozasahoz indul-
junk ki a (16) képletbél!

OBy, o _[FBe, oy (O,
Ox2 e e ox &
8F, ,,, OB,
e T% Tae % -
Ex Ex—l Ex(] _—Ex) ) (49)
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A képletben e, e, _, az elsé, &/, €5, pedig a ma-
sodik derivalt rekurziéval szamitott z-edik, illetve
(z— 1)-ik aramkorének szamitési hibaja. A képletben
egyszerliség kedvéért nem vettem figyelembe a vesz-
teségi tényez6 szadmitasi hibait.

A képletbél kivonva a (16) képletet, s figyelembe
véve a (46), illetve a (10) képletet, &._,-re a kovet-
kez6 dsszefiiggést kapjuk:

i’ A E & A
’” . 12 , '_x . . x—1 x—1 i
Sx—l - {ex + 2€x [Ex (2 z Ex ) + E _]]] x

X

. (%‘1)2 . (50)

X

A (49) képletben szereplé negativ eldjeleket a
maximalis hiba kiszdmitésa végett valtoztattam az
(50) képletben pozitivva. (Az ¢, ¢/, illetve ¢ mennyi-
ségek abszolut értékek.) Az egyszerliség végett az
(e0)?, illetve az e, tagokat elhanyagoltam.

Lathat6, hogy az els6 derivalt szdmitési hibajanal

1. tabldazat
z B, B, B, B, B, B

-0.10 1.00880793 — 0.09150872 0.00114127 1.00879494 —0.09166024 0.00033945
—-0.20 1.01796436 —0.09162107 0.00112357 1.01796451 —0.09172461 0.00044794
—0.30 1.02713185 —0.09173104 0.00121078 1.02713855 —0.09174982 0.00005643
—0.40 1.03631021 —0.09183864 0.00109486 1.03631317 —0.09173589 —0.00033509
—0.50 1.04549921 —0.09194385 0.00097932 1.04548443 —0.09168281 —0.00072660

—0.60 1.05469861 —0.09204689 0.00107508 1.05464842 —0.09159057 —0.00111811

—-0.70 1.06390820 —0.09214754 0.00096218 1.06330124 —0.09145919 —0.00150962
—0.80 1.07312775 —0.09224598 0.00084967 1.07293895 —0.09128865 —0.00190113
—0.90 1.08235704 —0.09234242 0.00095399 1.08205766 —0.09107896 —0.00229264
—1.00 1.09159585 —0.09243662 0.00095325 1.09115344 —0.09083012 —0.00268415
—2.10 1.19379368 —0.09334258 0.00073498 1.18857416 — 0.08550891 — 0.00699077
-2.20 1.20313133 —0.09341394 0.00075832 1.19708944 — 0.08479026 —0.00738229
—2.30 1.21247603 —0.09348350 0.00078390 1.20553091 — 0.08403245 —0.00777380
—2.40 1.22182760 —0.09355141 0.00068955 1.21389463 —0.08323550 —0.00816531

—2.50 1.23118587 —0.09361758 0.00059556 1.22217670 — 0.08239939 —0.00855682
—2.60 1.24055069 —0.09368229 0.00075000 1.23037320 —0.08152414 —0.00894833
—2.70 1.24992188 —0.09374521 0.00053364 1.23848022 —0.08060973 — 0.00933984
—2.80 1.25929930 —0.09330673 0.00069346 1.24649384 —0.07965617 —0.00973135
—2.90 1.26868277 —0.09386661 0.00073055 1.25441015 —0.07866346 —0.01012286
—3.00 1.27807215 —0.09392489 0.00064208 1.26222523 —0.07763159 —0.01051437
—6.10 1.57131433 —0.095067438 0.00009658 1.43292242 —0.02622492 —0.02265122
—6.20 1.58082175 —0.09508543 0.00018797 1.43543101 — 0.02394023 —0.02304273
—6.30 1.59033091 —0.09510235 —0.00003650 1.43770916 —0.02161638 —0.02343424
—6.40 1.59984171 —0.09511833 0.00021725 1.43975298 —0.01925338 —0.02382575
—6.50 1.60935404 —0.09513313 0.00015323 1.44155854 —0.01685123 —0.02421726
—6.60 1.61886731 —0.09514701 0.00025132 1.44312192 —0.01440993 —0.02460877
—6.70 1.62838290 —0.09515973 0.00018873 1.44443922 —0.01192947 —0.02500029

- 6.80 1.63739923 —0.09517153 0.000126338 1.44550651 — 0.00940987 —0.02539180

—6.90 1.64741669 —0.09518235 0.00006427 1.44631988 —0.00685111 —0.02578331

—17.00 1.65693517 —0.09519209 0.00000238 1.44687543 —0.00425321 —0.02617482
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Ex-—l

. . A (

mar megismert —

€T X
lékos tagok is megnivelik a masodik derivalt szami-
tasi hibajat.

Az 1. tablazatban A =10E forgalom és x=—0,1—
—(—1, 0), —2,1—-(—3,0), illetve —6,1—-(—7,0)
aramkorszam mellett lathatok a veszteségi tényezo,
valamint a veszteségi tényez6 elsé és masodik deri-
valtjanak a Simpson-modszerrel azonos pontossagu,
de sokkal gyorsabb Romberg-médszerrel (17) sza-
mitott ,,pontos” és rekurziés képlettel szamitott ko-
zelit6 (a tdblazatban ,,k” indexszel jelolt) értékei.

2
) szorzon kiviil jelent6s jaru-

Lathatd, hogy a veszteségi tényez6t és annak az
els6 derivaltjat az els6 aramkorszam tartomanyban
jol megkozeliti a rekurzidos képlet. Az elsé derivaltra
a masodik tartomdnyban a pontos és a rekurzios
képlettel szamitott értékek kozott mar jelentSs az
eltérés, mig a harmadik tartomanyban rekurzibs
képlettel haszndlhatatlan eredményt kapunk. A
veszteségi tényez6 kozelitd értéke a harmadik tarto-
manyban szintén jelent6sen eltér a pontos értéktél.
Az is lathatd, hogy a masodik derivalt szdmitésara a
rekurziés képlet mindhiarom aramkorszam tarto-
manyban hasznélhatatlan.

Gyakorlatban a simitott forgalom legtobbszor a
harant dramkorokon lebonyolodo, mas harant aram-
korokre, illetve az utolsé valasztasti aramkorokre
racsorduld forgalmakbol adoédik. Mivel ezen aram-
korokre altalaban mds hardnt aramkorokrél jelentds
csucsos forgalom csordul rd, az eredd csucsossagi
tényez6, ha 1-nél kisebb is, de 1 kozelében lesz. Ebb6l
viszont az koévetkezik, hogy az ered6 egyenértékii
dramkorszam ritkan haladja meg a —2 értéket, tehat
a veszteségi tényez6t és az els6 derivaltjat a meg-
felel6 rekurzids képlettel lehet szdmitani, s csak el-
vétve kell a hosszadalmas Romberg-modszert alkal-
mazni. A masodik derivaltat pedig célszerii az elsé
derivaltak kiilonbségi hinyadosab6l meghatarozni.

A derivaltak kozelité meghatarozéasa

A derivaltakban szereplé integralokat zart alakban
nem lehet megoldani, csak valamilyen (Simpson-,
Romberg- stb.) integral kozelité modszerrel. Ezek
viszont meglehetésen lasstiak. Ha tobbszor (példaul
trunkhalézat tervezd programban 102 —108 nagysag-
rendben) kell a derivaltakat kiszdmitani, az egész
program futdsideje megvaldsithatatlan nagy értékre
adodhat. Célszerti ezért a derivaltak meghatarozasara
kozelité modszert alkalmazni.

A O=z=1 tartomianyban Y. Rapp a veszteségi
tényezére az aldbbi kozelit6 képletet vezette le (11):

E,=Cy+Cix+Cp2? (51)
ahol: Co=1, (52)
CA+2
“=—Grapra (43)
C,= ! (54)
A+ AA+AP+A]T
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A kozelité képlet a gyakorlati szamitasokhoz ki-
elégité pontossagii. A képlet derivalasaval a veszte-
ségi tényezd aramkorszam szerinti derivaltjara is
jo kozelit6 képletet lehet kapni.

A kozelit6 képlet masodik derivaltja azonban mar
nem alkalmas a veszteségi tényezé aramkorszam
szerinti masodik derivaltjanak kozelitésére. A koze-
lit6 képlettel szamitott masodik derivalt egy allando
szam, ami nem felel meg a fiiggvénynek.

A méasodik derivalt kozelité fiiggvényének meg-
hatarozdsdhoz a Rapp-féle masodfokt parabolat
egészitsiik ki egy harmadfoku taggal!

E,=C,+Cix+Coyx?+ Cya®. (65)

A tovabbiakban a C tényezéket az alabbi kezdeti fel-
tételek segitségével lehet megoldani:

E,=C,=1, (56)
Ey=Cot Cy+Cot Cmires  (57)
1+A
E¢=C,, (58)
B, =C,+2C,+3C,, (59)
Ey =2C,, (60)
Ey =2C,+6C;, (61)
)
E= Aﬁgﬁ : E1=Ij10_:11 E, (62)
Ey =2 (—f—:—%)+%a ~E)Ey =
(B .
—2E] (E;—EO)+E1(1 _E)EJ.  (63)

Az egyenletrendszerben E, a veszteségi tényez6 az
2=0 helyen, E; a veszteségi tényez6 az x=1 helyen.
Hasonloképpen lehet értelmezni az E;, E; elsd,
illetve az Ey, E{’ masodik derivaltakat is.

A (62) képletet a (6), a (63) képletet pedig a (8)
rekurzios képlet alapjan lehet felirni.

Az egyenletrendszert megoldva, C,-re az alabbi
masodfoku egyenletet kapjuk:

a-C3+bC,+¢c=0, (64)
ahol
A2
a:m, (65)
B 44 A(1—A4) A2
b=lt+araetaray taray 9
3 2 24 A2
c A (67)

TTrA @+ AR (rAF QT+ A

C,-re a masodfoku egyenlet megoldoképletének csak
a pozitiv diszkriminidnsat kell figyelembe venni,
tehat

—b+ Vb2 —4ac

Cy= 2a

(68)
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2. tdblazat

X E(X) B(X) B(X) E(X) E(X) E/(X)
0.05 0.99523716 0.99505745 —0.09150116 —0.09149558 0.00123714 0.00122978
0.10 0.99066383 0.99048422 —0.09143894 —0.09143375 0.00126774 0.00124325
0.15 0.98609364 0.98591409 —0.09137616 —0.09137125 0.00130858 0.00125671
0.20 0.98152659 0.98134710 —0.09131273 —0.09130808 0.00126137 0.00127018
0.25 0.97696273 0.97678329 —0.09124875 ~0.09124424 0.00132273 0.00128364
0.30 0.97240209 0.97222269 —0,09118412 —0.09117972 0.00130640 0.00129711
0.35 0.96784469 0.96766533 —0.09111889 —0.09111453 0.00132962 0.00131057
0.40 0.96329058 0.96311125 —0.09105302 —0.09104866 0.00131477 0.00132404
0.45 0.95873977 0.95856048 —0.09098655 —0.09098212 0.00135827 0.00133750
0.50 0.95419230 0.95401305 —0.09091942 —0.09091491 0.00136389 0.00135097
0.55 0.94964820 0.94946900 —0.09085163 —0.09084703 0.00136066 0.00136444
0.60 0.94510751 0.94492836 —0.09078321 —0.09077847 0.00137707 0.00137790
0.65 0.94057026 0.94039116 —0.09071412 —0.09070924 0.00138463 0.00139137
0.70 0.93603648 0.93585744 —0.09064438 —0.09063933 0.00141155 0.00140483
0.75 0.93150020 0.93132724 —0.09057397 —0.09056875 0.00142962 0.00141830
0.80 0.92697946 0.92680058 —0.09050286 —0.09049750 0.00142970 0.00143176
0.85 0.92245630 0.92227750 —0.09043106 —0.09042558 0.00142129 0.00144523
0.90 0.91793674 0.91775803 —0.09035857 ~0.09035298 0.00145960 0.00145869
0.95 0.91339154 0.91324221 —0.09026854 —0.09027971 0.00145893 0.00147216

(Mivel a kbzelit6 képletben a gyakorlatban a masod-  Készonefnyilvdnitds

fokt tag az eredményt csak kis mértékben befolya-
solja, szamitogépen gyorsabb és pontosabb ered-
ményt kapunk az érinté modszer alkalmazisaval.)

C; ismeretében Cy-t, majd C,-b6l és Cy-b6l Cg érté-
két az alabbi képletekkel szamithatjuk ki:

A 3
A 3 _4 ] (60
C, ArAE 1+4 C1[2+(1+A)2J. (69)

1
C3=——1—+—;1———C1—C2. 70)

Az (55) képlet derivalasaval jo kozelité képleteket
irhatunk fel a veszteségi tényez6 derivaltjaira is:

Ep=C,+2C,x+3C2, (71)
Ey =2C,+6C,z, (72)

ahol: E; az aramkoérszam szerinti elsé derivalt,
E;’ pedig a méasodik derivalt kozelit§ értéke.

A kozelité képletek pontossagdnak bemutatiasara
A=10E forgalom mellett, x=0,05—0.95 dramkor-
szam tartomanyban kiszamoltam az Erlang-képletet
és a derivaltjait a pontosnak tekintheté (integrdl
kozelitéssel meghatdrozott), valamint a kozelitd
szamitds alapjan. A szdmitas eredményét a 2. tabla-
zatban tiintettem fel.

A tablazat fejlécén lathato a veszteségi tényezé (F)
és annak kozelit értéke (E,), a veszleségi tényezd
elsé derivaltja (E’) és annak kozelits értéke (Ey),
valamint a veszteségi tényezé masodik derivaltja
(E”) és annak kozelit6 értéke (Ef).

A szamitast elvégeztem 10E-n4l kisebb, illetve na-
gyobb forgalom mellett is. A szdmitds eredménye az
1. tablazathoz hasonlé lett. A tablazatbol lathato,
hogy pozitiv d&ramkérszam esetén a pontos és a ko-
zelitd szamitas eredménye gyakorlatilag azonos.

Az el§z6 fejezet végén megemlitettem, hogy pozi-
tiv irdnya rekurzié sordn a szamitds hibaja csokken.
Ha a kozelit6 szamitas és a pontos szamitds kozotti
kiilonbséget szamitasi hibanak fogjuk fel, a pozitiv
rekurzié sordn az is csokken.
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Eztton szeretném megkoszonni Baumgartner Rezsé-
nek és Toth Ilondnak, hogy a cikk l1étrejottéhez jelen-
tésen hozzajarultak a vele kapcsolatos szamitogépes
programok megirdsaval és lefuttatasaval.
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Fiiggelék

A (14) képlet egyutthatoinak értéke:

ao= 0,267 773 734 3; bo=3,958 496 922 8
a1 =8,634 760 892 5; b1=21,099 653 082 7
az =18,059 016 973 0; b2 =25,632 956 148 6
asz= 8,573 328 740; b3=9,5673 322 345 4
ay= 1 b4 =1
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