
Diszkrétidejű hálózatok 
átviteli karakterisztikájának Bode-diagramja 
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Folytonos idejű hálózatokra az átviteli karakteriszlika Bode-diag-
ramjának törtvonalas közelítése könnyen megrajzolható. A cikkben 
eljárást adunk, mellyel diszkrét idejű hálózatra az átviteli karakte­
risztika Bode-diagramjának törtvonalas közelítése megszerkeszthető. 
Az eljárást példával illusztráljuk. (H) 

1. Bevezetés 

A folytonosidejű, koncentrá l t paraméterű hálózatok 
átvitel i függvénye az s komplex frekvencia racionális 
függvénye, átvitel i karakter iszt ikája az co körfrek­
vencia (vagy s = ]co) racionális függvénye. Az ilyen 
hálózatok Bode-diagramja, azaz átviteli karakterisz­
t iká jának logaritmikus ampl i túdó- és fázisgörbéje 
könnyen felvázolható, ha ismerjük az átviteli függ­
vény pólusait és zérusait. Az ezek ál tal meghatáro­
zott törésponti frekvenciáktól távol ugyanis az egyes 
gyöktényezőkhöz tar tozó görbék aszimptotája meg­
ha tá rozo t t meredekségű egyenes. 

A diszkrétidejű, koncentrá l t paraméterű hálóza­
tok Bode-diagramjára ez nem érvényes. Ezek á t ­
vitel i függvénye a z = esT függvénye, ahol T a minta­
vételi ciklusidő, így az átviteli karakterisztika émT 

racionális, t ehá t az co körfrekvencia transzcendens 
függvénye. 

A közismert bilineáris transzformációt | z = ~^~W: 
z - l \ ' 1 ~ W 

i l l . w = — — | alkalmazva azonban a diszkrét há-
z+1 

lózatok átviteli függvénye az új w vál tozóban 
racionális marad, sőt az átviteli karakterisztika is 
racionális a v = \m w vál tozóban. Az így ér telmezet t 
v t ranszformált frekvenciát tekintve független vál to­
zónak, a Bode-ábrázolásmód diszkrét hálózatokra 
szinte vál tozat lanul a lkalmazható , vagyis a logarit­
mikus ampli túdó- és fázisgörbe egyszerűen felvázol­
ha tó , az átviteli függvény egyes pólusainak és zérusai­
nak hatása a görbére könnyen követhető . Az eljárás 
már E. I . Jury könyvében [3] megtalálható és Csáki 
F . is említi [4]. Más művek [ 1 , 2] azonban nem is­
mertetik a módszert , ezért a következőkben [3]-nál 
részletesebben foglalkozunk vele. 

2. Kivi alapok 

Tekintsük adottnak egy diszkrét idejű hálózat á tvi ­
teli függvényének: 

W = Wz(z) = K^~r(l - z - i ) * ( l + z-1)" • 
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7 7 ( i - 5 i . z - i ) / 7 ( i + & l i z - i + ^ - 2 ) 
i=i ( 1 ) 

ni m V ' 
77 (1 77 (1 + a^+atf-*) 
/= i í=i 

normál alakját , ahol r, mv m2, nv n2, h, k természetes 
számok. A másodfokú tényezőknek komplex gyökei 
vannak, aminek feltétele: 

i l l . (2) 

Stabil hálózat átvitel i karakter iszt ikája ebből z = 
=e'mT helyettesítéssel adódik. A hálózat stabil i tásá­
nak feltételei: 

minden ]</,!< 1, továbbá (3) 

(4) 

A W z / (e ' m T ) átviteli karakterisztika 2n/T szerint perio­
dikus, az |W 2 ( e i t ü T ) | ampl i túdókarakter isz t ika az co 
páros, az arc W z (e i < o T ) fáziskarakterisztika az m 
párat lan függvénye, ezért elegendő a 0 < c o < j t / T 
intervallum vizsgálata. Célunk a 

k = kz(m) = 20}g\Wz(é'"T)\ dB (5) 
és a 

<p = <pz(m) = arc Wz{e)mT) (6) 

függvények diagramjának felvázolása. A megszokott 
Bode-technika alkalmazása nem célszerű, mert a 
gyöktényezők ábrái nem közelíthetők jól egyenesek­
kel. 

Vezessük be azonban az ismert 

z = 
í + w 
1—w' 

i l l . w= 
z+1 (7) 

bilineáris transzformációval az új w = u + ]v vál tozót! 
Speciálisan z = eiaT esetén (1 . ábra) 

Beérkezett : 1983. X I . 3. 
» = t g ^ = tg7r/T (8) 
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H 910-1 
1. ábra. Az új v változó és a frekvencia, ül. a körfrek­
vencia kapcsolata 

Kellően kis frekvencián v^caT/2=jifT, vagyis a 
v „ t ranszformál t frekvencia" arányos az m körfrek­
venciával. Ez a közelítés w r < 0 , 7 7 , i l l . /7 '<0,12 
alatt 5%-nál kisebb hibával érvényes. Az információt 
hordozó 0 < co < TZ/T vagy 0 < / < 1 /2T intervallumnak 
a 0 < y < o o t a r t o m á n y felel meg. Ebben a t a r t omány­
ban a transzformáció szigorúan monoton. A bilineáris 
transzformáció az körlemezt a Rery-cO bal 
félsíkba viszi á t . 

Az új vál tozó bevezetésével az átviteli függvény: 

1 1-w 
(9) 

Az (1) a lapján némi rendezéssel az alábbi alakhoz 
ju tunk : 

. . — . . . . ur 

ahol: 

(í + w)1 

m i í w \ ma ( w w2 \ 

Z=A- + / i + m 1 + 2m 2—7^ —2/?2 

ff„ = W(z) | t 

77( i - s , . ) / 7 ( i+ö l í +6 2 , . ) 
. ^ 2<*+/l> — l = = 1 

ZT(i- tó 77 a+«!<+«*) 

V ? = 
l + â . + a.;, . 
l~au+a2i ' 

l / ( l + a 2 i )2-aL-

v; 2 = 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Az átvitel i függvény (10) alakjának első- és másod­
fokú gyöktényezőihez a közismert Bode-alapábrák 
rendelhetők. Ezek összegzésével adódik a 

A=ft,(i>) = 201g|W„(ji>)| dB (16) 

(p = (Pv(") = arc WrvQv) (17) 

logaritmikus ampli túdó és fázisgörbe. A v tengelyen 
logaritmikus léptéket felvéve a Bode-diagram a szo­
kásos módon rajzolható. Mivel a Bode-diagramra CD, 
111'. (ÚT függvényben van szükség, célszerű mindjárt 
egy coT = 2 arctg v, i l l . / = 1/nT arctg v skálázást is 
bejelölni, amelyen a keresett frekvenciák, i l l . körfrek­
venciák T ismeretében leolvashatók. Megfontolandó, 
hogy a boltokban kapha tó lin-log-papir mintájára 
előre nyomtatott papírokon ez a ket tős skálázás házi­
nyomdában elkészíthető. 

ÍJ. A gyöktényezők ábrái 

Emlékeztetőül tekintsük á t röviden a (10) alakban 
szereplő tényezők Bode-diagramjait. 

3.1. Az állandó 

A Kw ál landó amplitúdógörbéje az abszcisszával pár­
huzamos egyenes, fázisgörbéje Kw > 0 esetén a 0°-os 
tengely, Kw < 0 esetén a + 180°-os vagy a — 180°-os 
egyenes. 

3.2. Valós zérus, ill. pólus 

Egy valós z( zérushoz ta r tozó 

W ; = l - f , v, = \z,\ (18) 

gyöktényező logaritmikus amplitúdógörbéjének 
aszimptotái a vt t ranszformált frekvenciától balra 
a 0 dB tengely, et től jobbra egy +20 dB/dekád me-
redekségű egyenes, amelyek a vt helyen metsződnek. 
A logaritmikus fázisgörbe ké t aszimptotája a 0°-os 
tengely és zl < 0 esetén a + 90°-os egyenes és z( >0 
esetén a — 90°-os egyenes; a fázisszög értéke a zt 

helyen ± 4 5 ° . Mindkét függvény monoton. 
A valós pólushoz ta r tozó 

1- w 

Pi 

»i = ]Pi\ (19) 

ábrái az előzőnek az abszcisszára vonatkozó tükör­
képei. 

Értelemszerű a többszörös zérusok, i l l . pólusok 
ábrája. 

3.3. Késleltetés 

A z~r késleltetésnek megfelelő tényező az ampli túdó­
görbét nem befolyásolja. A fázisábrája viszont r elő­
jelétől függően — r.l80°-hoz ta r t nagy v értékek ese­
tén, míg kis v ér tékekre 0°. A v = 1 helyen a fázisszög 
értéke pedig — r-90°. 

A = ^ + wy tényezőhöz l előjelétől függően 

többszörös pólus vagy zérus tartozik, amelyhez a 
többszörös pólusnak, i l l . zérusnak megfelelő ábrák 
rendelhetők. 
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3.4. Konjugált komplex zéruspár, ül. póluspár 

A konjugált komplex zéruspárhoz ta r tozó másodfokú 
gyöktényező: 

I C H i . (20) W. = l + 2 £ — + — 

A logaritmikus ampli túdógörbe aszimptotái a 0 dB 
tengely, i l l . egy 40 dB/dekád meredekségű egyenes, 
amelyek a V, t ranszformált frekvenciánál metsződ­
nek. A függvénynek 0 e s e t é n minimuma 
van, 1//2<C , '<1 esetén monoton. A logaritmikus 
fázisgörbe aszimptotái a 0°-os tengely és Cí>0 ese­
tén a + 180°-os egyenes, i l l . f, < 0 esetén a — 180°-os 
egyenes, a függvény monoton. 

A konjugált komplex póluspárhoz ta r tozó 2a ábra. Az amplitúdókarakterisztika Bode-diagramja 

W , = - (21) 

másodfokú gyöktényező ábrái az előzők tükörképei 
az abszcisszára. 

4. Példák 

1. példa 

I t t a módszer illusztrálására vizsgáljunk meg először 
egy z-ben másodfokú átviteli függvényt! 

Tekintsük adottnak a 

W = Wz{z) = Kz l + a 1 z - 1 + a 2 z - 2 

átviteli függvényt. Ennek transzformált ja : 

(1 + w) 2 

W = Ww(w) = Kw 

. iv w 

(22) 

(23) 

ahol K„, £ és V értékét (12, 14, 15) összefüggésekkel 
ha tározhat juk meg. További számítások nélkül is 
lá tha tó , hogy ennek a W(w) függvénynek máshol 
van szélsőértéke, mint a nevezőben szereplő másod­
fokú tagnak. A szélsőérték helye: 

2 2 g ' - l - V » 
" r a a x V 2 ( 2 £ 2 - l ) ~ l 

(24) 

azaz, ha W2(z) átviteli függvényt tekint jük építő­
elemnek, a Bode-diagram ránézésre nem vázolható 
fel. A fenti szélsőértékhelyet bonyolultabb példáknál 
nem mindig érdemes felhasználni, mint ezt a követ­
kező példánkban látni fogjuk, mégis szükségesnek 
tar tot tuk ennek megemlítését, mivel a (22) függvény­
hez tar tozó átviteli karakterisztika önmagában is 
érdekes lehet. 

2. példa 

Ábrázoljuk végül az alábbi diszkrét átviteli függ­
vényhez tar tozó átviteli karakterisztika Bode-diag-
ramjá t ! 

2 3 5 10 20 30 v 

ÍH910-2I 

2b ábra. A fáziskarakterisztika Bode-diagramja 

A nevezőben levő másodfokú gyöktényezőnek kon­
jugál t komplex gyökei vannak, és a rendszer stabil, 
mert együt tha tó i eleget tesznek a (4) feltételeknek. 

Határozzuk meg a transzformáláshoz szükséges 
konstansokat! (11 — 15) összefüggések: 

l + fl! + a 2 

: 1,875-5,46 dB 

V 2 = 

s L + l 

1 + a i + fls=0,28; V = 0,53 
l - a l + a2 

1 — a, 
( l + a 2 ) 2 -a? 

= 0,13 

így a konstansok beírása u t án a transzformált átviteli 
függvény az a lábbi : 

W„(w) = 
1,875 | l - | - j ( l 4 - w ) (1 -m) 2 

l + 2 . 0 , 1 3 w + — 

Az átviteli karakterisztika Bode-diagramja a 2. áb ­
rán lá tha tó . A 2a ábra az ampli túdó- , a 2b ábra a 
fáziskarakteriszt ikát mutatja. A szaggatott vonal 
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mindkét karakter i sz t ikában a számí to t t pontokból 
adódó görbe. A szélsőérték helye akár a (24) formu­
lából, akár a Bode-diagramnál megszokott formulá­
ból 0,52-re adódik. Ez az érték coT = 0,96-nak felel 
meg, a szélsőérték nagysága 19,6 dB. 

5. Köszönetnyilvánítás 

Megköszönöm dr. Fodor György professzornak a t éma 
kidolgozásában nyú j to t t ha tha tós segítségét, vala­

mint dr. Zombory László docensnek a téma felveté­
sét. 

I R O D A L O M 

[1] A. Aiüoniou: Digital Filters: Analysis and Design. 
McGraw-Hill Book Co. New York 1979. 

[21 B. A. Gabel, R. A. Roberts: Signals and Linear 
Systems. John Wiley & Sons, Inc. Toronto 1980. 

[3| É. I . Jury: Sampled-Data Gontrol Systems John 
Wiley & sons Inc. 1958. 

[4] Csáki F. : Korszerű szabályozáselmélet.. Akadémiai 
Kiadó, Budapest, 1970. 


