A hirkozlés korlatai és az informacioelmélet
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OSSZEFOGLALAS

A cikk felhivja a figyeimet a hirkézlést érinté ,,alapvetd korlatok”
aktualitasara, az utolsé egy-két év szakirodalmi kozlései alapjan.
Részletesebben két, az informacidelmélettel szorosan dsszefiiggd kor-
latproblémaval foglalkozik: (I) Az egy bit atviteléhez minimadlisan
sziltkséges energiaval termikus zajban; (II) Az iizenetforras altal
igényeltnél kisebb bitsebesség hatasat kifejezd ,,ratatorzitas fiigg-
vénnyel””, Utébbinak a megfeleld modellhez kapcesolédd kvantitativ
kifejezését egy igen egyszerti gondolatmenettel vezeti be (felhasznalva
az alapfogallmaknak szerzé korabbi munksiban kifejtett szemléle-
tét). (+)

1. Bevezetés

Korunk tudomanyos és technikai fejlédése nyoman
mind gyakrabban és kézelebbrol kell szembenézniink
az informaci6 szallitésa, tarolasa és feldolgozésa teri-
letén kiillonbozé korlatokkal. (A technikai fejlédés
tette gyakorlati problémava pl. a sebességnek a rela-
tivitaselmélet altal feltart korlatjat is.)

Vannak alapveté korlatok (,,fundamental limits™),
amelyek a vilagnak a fizikai elméletekben és az
anyagokra vonatkozé ismereteinkben tikrozédé tu-
lajdonsagaira vezethet6k vissza. (Ilyenek pl. az in-
formacios folyamatokkal jaré energia disszipacid, a
keletkezd ho elvezetésének a nehézségei, az informa-
ciét a statisztikus ingadozasi jelenségekkel szemben
megérizni képes fesziiltségnagysag stb.) Mas esetek-
ben tapasztalati korlditok meriilnek fel (pl. az egy
tranzisztorra szdmitott osszek6t6huzal hosszusag
névekedésének a tendencidja az IC-ben az integralt-
sag fokanak névekedésével, vagy a tervezési és ellen-
6rzési nehézségek rohamos névekedése a nagybonyo-
lultsaga eszkdzok komplexitasaval). Az efféle korla-
toknak még nincs atfogd elmélete. (L. [1].)

Az alapveté hatdrok ,,atlépéseinek’ az Gtja: Gijabb
eszkozok és eljardsok kidolgozésa, olyanoké, ame-
lyekre més, szamunkra kedvezébb hatarok érvénye-
sek. (PL. egy bit detektaldsahoz mikrohullaimu radié-
atvitelnél — az ott lényeges szerepet jatszé hattér-
sugarzas folytan — majd 6t teljes nagysagrenddel
nagyobb energia sziikkséges, mint fénysavu atvitelhez
— 1 foton/bit idealis detektorban — L [2].)

Azéta hirt szerezhettiink 2,5 bit/detektalt foton
ardnyrél. (L. [3].)

A hirkozlést érinté korlatok iranti nemzetkozi
érdeklidés hazai reflexidi koziil [4]-re (targyunk szem-
pontjabél killonosen Budinszky Jozsef és Csurgay
Arpad irasaira), tovabb4 [5]-re utalunk.

A hirkézlés korlatai szempontjabol kiilonleges
diszciplina az informacidelmélet. Ennek ugyanis ép-
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pen egyes (pl. a kodoldsban dontd szerepet betolts)
korlatok tanulmanyozésa adja a 6 tartalmat. Emlé-
keztetdiil: az egymastdl statisztikusan figgetlen z,
uzeneteket (i=1, 2, ..., N), O0=P(z)=1 valészinii-
ségekkel (XP(x,)=1) kibocsaté iizenetforras entrépia-
ja:

H(x)=2P(x) log,

1
5 shannon/iizenet 1
) fizenet) (1)
az lizenetek kédoldsahoz sziikséges binaris kddszavak
atlagos sz6hosszdnak a minimuma (1. pl. [6]. Azaz:

() min (bit/iizenet) = H(x). @)

((2r-ben az informéciéelmélet 1. alaptétele jut ki-
fejezésre.) Tovabba: ha zajos (megbizhatatlan) csa-
torndn, melyen barmely x; adott és ennek haté-
sara y, vett iizenetpar feltételes valdsziniisége
0<P(z,/y;)<1, szemben az idedlis csatornara érvé-
nyes
s P P
0, ha ixj i=1,2, ..., N
Osszefiiggéssel megbizhaté iizenetatvitelt akarunk
elérni (tobbletjeldloket alkalmazva, ezzel a jelolok
kihasznalasi hatdsfokat lerontva), a csatorna (C’)
szimbé6lumkapacitésa adja meg a jel6l6k kihasznala-
si hatdsfokdnak a maximumat:
H(X/Y) shannon
Ao | b= ®
max
((3)-ban az informéciéelmélet masodik alaptétele jut
kifejezésre.) Memoériamentes forrast feltételezve

1
H(X)=H_,(X), ha P(a:i)=1—\f , tehat konstans min-

C=1~-
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1
den i-re. Abban az esetben, ha P(yj) :N:konst s
akkor a ,,veszteség”:
1 shannon
H(X]Y)=2P(x,[y;) log, By (m’{‘) .

Ezt H,,(X)-szel osztva az egy bitre jut6 veszteséget
kapjuk. Ha P(y;) konst., akkor még a P(y;) értékek-
kel atlagolni kell. Binaris szimmetrikus csatornan
(BSC) p nagysagu bithiba valoszintiséggel, a 0 és 1

1 ks
szimb6lumok P(0)=P(I)= 5 valdszintségével:

H(X/Y)=H(p; 1—p)=

(shannon/bit) (4)

1

=p logy 5+ (1=p) logy5—
és H,(X)=1. (L. pl. [7].) Fentieknek megfeleléen
(stacionarius rendszerben) 1 shannonnyi informaéci6-
nak 1 bit a reprezentaci6ja, ha azt kédolaskor a leg-
gazdasagosabban alkalmaztuk és megbizhatéan ke-
zeltiik. ((4) utolsé egyenl6ségjelétsl jobbra az an.
bin4ris entrépia fiiggvény 4ll.)

Az informéaciéelméleti kutatasok tovabbi korlato-
kat kvantifikdlnak. Koziilik mutatunk be egyet a
2. pontban — egyszerisit feltételek kikotése mellett
([8] forrast felhasznalva). Majd a 3. pontban ([1]
forrasra tamaszkodva) bemutatjuk, hogy az infor-
mécioelméleti korlatok és mas (fizikai) alapvetd kor-
latok kombin4lasaval tovabbi korlat ismerhetd fel.

2. A ,ratatorzitas” als6é hatara:
ratatorzitasi filggvény

A (2)-ben megadottnal révidebb 4tlagos szOhossz is
alkalmazhaté. Ennek 4ra az iizenetatvitel bizonyta-
lansaga. Ezzel a problémaval foglalkozunk e pontban.
Tekintsiik az 1. dbrat.

Az X iizenetforras 0 és 1 bindris szimb6lumokat
(biteket) bocsat ki véletlenszeriien, P(0)=P(1)=1/2
valoszintiségekkel. Tehat H(X)=H,, (X)=

bit

(ﬁzenet) )

Vizsgaljuk a K darab bitbél 4116 {z;}}, blokkokat
(K tetszés szerinti egész szdm lehet, beleértve a
K oo hataratmenetet is).

A koédoléval a bit/iizenet aranyt az R ,,rata” sze-

rint 1-r81 R<l-re redukaljuk. Vagyis az RK<K
darab Dbitbsl 4ll6 {y)RK sorozatot rendeljik az
eredeti {z;}K, bitsorozathoz.

(A zajmentes és memoériamentes csatornanak mind
a bemenetén, mind a kimenetén ugyanaz az RK tagu
y, sorozat van jelen — a jelkésési id6tol itt eltekint-
ve —, szimbdlumkapacit4sa: C’=shannon/bit.)

A dekddoléval az {y]}j‘iﬁ sorozatbél elsallitjuk az

x forras 4ltal eredetileg kibocsatott {x}X,;
(0 \K
{riaat.

Ezt — (2) értelmében — csak valamilyen D hibaval
lehet megtenni. Kiilonb6zé (0; 1) variaciokra (s eset-
leg ismétléseikre is) D kiilonbozhet. Atlagos értékét

D-sal jeloljiik és ,,ratatorzitasnak’ nevezziik.
(R=H(z) esetén, megfelel kodolas mellett nem lép

fel a ratatorzitas, tehat D =0.)
D-te (s ezzel D-re) kiilonb6z6 kritériumok adhaték,
A legelterjedtebb a (Dg-val jelolt) Hamming-torzitas:
0, ha

1, ha

sorozat egy becslését,

=z
Dy= o ®)

X, AT,

(x, az eredeti, z, a becsléssel elgallitott sorozatok
r-edik bitjei.)

(5)-b61 megallapithaté, hogy — BSC-re — Dy
nem m4s, mint a p bithibaarany (bithiba-valészin-
ség).

Dy nem lehet kisebb, mint egy R-t6] fiiggd alsé
korlat, amelyet d(R)-rel jelolink és ,ratatorzitas
fiiggvény’’-nek neveziink. Azaz:

Dy=d(R)=Pp (6)

Az egyenldség altalaban csak bonyolult kédolassal,
K —oo mellett érhet§ el.

[d(R))in = A(R)| r= b1y =0

(Ha R eléri az 1 bit/shannont — mint arra mar ra-
mutattunk — nem 1ép fel ratatorzitas.)

[dR)nax = A(0) = Proax =1/2.

(Ha aforras P(0)=P(1)=1/2 valésziniiséggel bocsat
ki O, ill. 1 szimb6lumokat, de egyetlen bitet sem vi-
szimk 4t — azaz R=0 —, hanem pl. csupa nullat
,»dekédolunk”, a biteknek atlagosan a felét helyesen
kapjuk meg, tehat p,,=1/2.) '

Végiil: d(R) R monoton, nem novekvé fiiggvénye.
(Mivel inverze, az R(d) egy eléirt d(P)=p;,-nak mo-
noton, nem csokkené fiiggvénye.)

N

K RK K
{X.L} {yj}j-‘l ixij :
,:1 ~ - . - t=1.
X ¢ kodold zQj deko- rendel-
forrés - R <1 p—=—1és memoriamentes [—=— dolé " |tetés
HIX)=1 rata csatorna (BSC)

1. dbra. Modell a ratatorzitds értelmezéséhez
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‘ d(R)_(BH)mm pmin
0,50
0,22
01
0,04 ‘ : . e —
0 - R
0,24 05 0,76. 1

2. dbra. A ratatorzitas fiiggvény jellege (7) alapjan

(6)-ot és d(R) megemlitett tulajdonsigait (az in-
formacidelmélet alaptételeinek ismeretében) ,,evi-
dencidknak” tekintjiik. (Azonban bizonyitasuk is

megtalalhaté, mégpedig altalanos D rétatorzitasra,
[8]-ban.)

d(R)-re kvantitativ klfeJezest nyerhetiink pl. a
kovetkezs gondolatmenettel:

Az 1. 4bran feltiintetett zajmentes csatorna és az
R mértékii bitredukciot megvaldsito kodold egyiitte-
sen egy zajos csatornanak tekinthetd, p_;, =0 bit-
hibaarannyal (ha R<1). A teljes rendszer maximalis
hatasfoka: C”’= R, hiszen az X forras minden kibocsa-
tott bitjének az atvitelére (atlagosan) R bit all ren-
delkezésre. Ezzel, valamint (3) és (4) felhaszndlasa-

val:
R=1 log ! +(1 =P log, 1
Pria 2pmin min ? l_pmin
Ebb6l pedig:
1
Prin 108y ——+ (1= Ppin) l0gy 4 ——=1-R (1)
min min

(7)-bé6l adott R-hez p,;,, adott p,,;,-hoz R szamithato.
A (7) alapjan kiszamitott d(R) fiiggvény menetét a
2. dbran lathatjuk.

(7) bal oldalan az 4n. bindris entrépiafiiggvény all.
A szamitdsokat megkonnyiti, hogy e fiiggvényre az
irodalomban tablazatok talalhatok. (L. pl. [9]. 83.
old.)

(6)-bdl pedig tudjuk, hogy

d(R) = Pmin

Példaul R=1/2-hez (50%-o0s bitkompresszio), s ezzel a
binaris entrépia fiiggvény 0,5-6s értékéhez (az emli-
tett tablazatbol linedris interpolacioval)

(DH)min: d(R) = Pmin :0’1 1

(11%-o0s impulzus hibaarany).

Ehhez még meg kell taldlni a megfelels kodolasi
. eljarast. Viszont eredményiink koézvetleniil is haszno-
sithato, ha adva van mar a koédolasi —dekddolasi
eljaras, s azt kell megitélniink, hogy az mennyire
jar kozel az optimalishoz. Egy célszerlinek tiiné el-
jaras lehet pl. a kovetkez6:

minden K db bitb6l RK-t valtoztatas nélkiil biten-
ként 4tvisziink, a tovabbi (1—R)K bitet pedig
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_nulldkkal helyettesitjik a dekodolds soran (50%-os

talalati esély!). Igy K bitbél étlagosan-;—‘ (1-R)K

lesz hibas. A hibaarany, azaz esetiinkben az atlagos
Hamming-torzitas:

Dy=

Ez R=1/2-del Dy=p :Z—} értéket (25%-os hibaarany)

ad.

Tehat a minimumnal (ami egyben az optimum is,
ha a koltségek és a késleltetési id6k kiilonbségétol el-
tekintiink) t6bb, mint kétszer nagyobb!

3. Bitenkénti minimdlis energia termikus zajban

A zajos csatorna C’ szimbolumkapacitasat (3)-mal
definialtuk.

C’-t a v, 4tlagos bitsebességgel szorozva a C csator-
nakapacitast kapjuk:

®)

C=v,C" ( shannon )

masodperc

(C azt mutatja meg, hogy az idéegység alatt maxi-
mum hany bitet lehet megbizhatéan 4tvinni a csator-
nan, a hibdk ellen védé megfelelé kodolast alkal-
mazva.)

C-t nemcsak digitlis, hanem analdg hirkozl6 csa-
tornan is értelmezhetjiik, s a csatorna két alapveto
analdg jellemzdjével, a B (Hz) savszélességgel és a
Pj/Pz (teljesitményekkel kifejezett) jel/zaj viszo-
nyaval:

C=Blog, (1+Pj/Pz) ()]

(Az informaciéelmélet e fontos Osszefiiggésének vi-
szonylag egyszerd bevezetését 1. pl. [7]-ben.)

(9)-b6l kiolvashatéo az a figyelemremélté tény,
hogy Pj/Pz<1 mellett, tehat zajban elmeriilt jellel
is lehetséges a kommunikdcié — a sdavszélességtol
fiiggb, viszonylag kicsiny bitsebességgel.

A hirko6zlé csatorndn atvitt minden bithez (mini-
malisan) sziikséges energia, (9) felhasznalasaval:

Pj(VA/fs) _ pj
C(bit/s) _ B log, (1+Pj/Pz)

E,= (Ws) (10)
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‘ Emin/kT |

100

10 -

0/ 1 10

8. dbra. Egy bit atviteléhez sziikséges minimalis energia illusztrilasa (12) alapjan

Legyen a zaj dont§ osszetevije (amely mellett a
tobbi Osszetev$ elhanyagolhatd) a termikus zaj. Is-
meretes, hogy ennek a termikus zajforrashoz illesz-
tett terhelésen leadott atlagteljesitménye:

P,=P, (term., ill)= BKT (11)

ahol: k a Boltzmann-4llandé (1,38-10-22 W s/°K),
T a termikus zajforrds hémérséklete °K-ban.
(11)-et (10)-ben felhasznalva:
E,= P
9~ Blog, (1+Pj/BkT)

(12)

Vélasszuk energiaegységnek kT-t, idGegységnek
1/B-t, s ezzel teljesitményegységnek BkT-t. A kT
egységekben kifejezett E_;, és a BkT egységekben
kifejezett Pj kozti dsszefiiggést (12) alapjan 4brazol-
hatjuk, 1. a 3. abrat (amelyet [1]-bé8l vettiink 4t).

E, értékei a kiilonb6z§ Pj értékek mellett megadjak
az egy bit atviteléhez sziikséges minimalis energiat.

Ami (12)-bél (ill. a 3. 4brdbdl) szamunkra itt fi-
gyelemremélté: a kT egységekben kifejezett E, (Pj
csokkenésével) egy véges alsé hatarhoz, (E,),;,~hoz
tart.

Vizsgaljuk meg a Pj<BkT relaci6 kovetkezményét.
Hasznaljuk fel, hogy

)min

log, y=~1£g—/"—y~ =1,4log/. y

log/.2 —
és
log/. (1+2)~2, ha z<l.
Fentiekkel, (12)-b6l
Pj kT

— 1 —— e o 13
(Fo)in p,,};,fiﬂo TAB BT 14T (19

88

A Pj/BkT -0 hatdratmenet fizikailag nem valé-
sithaté meg (mar csak az energia kvantalt volta foly-
tan sem). Igy (13) egyenl6ségb6l egy egyenlétlen-
ségre jutunk:

(Eo)uin > kT (14

Tehat, ha a termikus zajon kell ,,4ttérni”, az egy bit
atviteléhez minimdlisan sziikséges energia kT (Ws)
felett van,

(14) a hirkozléssel Osszefiiggd tovabbi alapvetd
hatart fejez ki, amelyet az informécidelmélet és a
termikus zaj teljesitményére vonatkozo fizikai isme-
retek dsszekapcsoldsival deritettek fel.
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