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Ö S S Z E F O G L A L Á S 
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s e b e s s é g , a s t a b i l i t á s é s a n e v e z ő é r z é k e n y s é g k é r d é s e i r ő l is s z ő esik 
(#) 

1. A módszer lényege 

1.1. Bevezetés 

Sok publikáció foglalkozik lineáris fázisú és mini 
mál fázisú transzverzális mintavételes szűrők ter
vezésével (pl. [1], [2], [3]). Az előírások teljesítéséhez 
á l ta lában nagy fokszám szükséges és ez egyrészt 
a számítógépes eljárások numerikus pontosságával 
kapcsolatban jelenthet problémát , másrészt tole
ranciaérzékenység szempontjából kedvezőtlen. 

Rekurzív szűrőknél más a helyzet. A tervezés 
visszavezethető analóg referenciaszűrő tervezésére 
[1]. Adot t ampl i túdókarakter isz t ika előírás teljesí
téséhez sokkal kisebb fokszám szükséges, mint transz
verzális szűrőknél. A nevező együt tha tó inak abszo
lú t ér téke azonban á l ta lában nagy, a gyökök a z-síkon 
közel vannak az egységsugarú körhöz. Az analóg 
késleltetőláncok elsősorban közvetlen kanonikus 
elrendezésű megvalósításokra alkalmasak. Ilyen
kor az együt tha tó toleranciái közvetlenül befolyá
solják a szűrőkarakteriszt ika névlegestől való elté
rését. Ha az együ t tha tók abszolút ér téke nagy, az 
érzékenység is nagy. A nevezővel kapcsolatban ez 
könnyen instabili táshoz, oszcillációhoz is vezethet. 

A fentiek alapján felmerülhet az a gondolat, hogy 
érdemes olyan transzverzális-rekurzív megoldásokat 
keresni, melyek nevezőérzékenységi tulajdonságai 
kedvezőbbek, min t a szokásos rekurzív szűrőké, de 
kevesebb elemi késlel tetőt (kisebb fokszámot) igé
nyelnek, mint a t i sz tán transzverzális szűrők. Az ilyen 
i r á n y ú próbálkozásaink alapja most a súlyfügvény. 

Megjegyzés: a tovább iakban egyszerűség kedvéér t 
az A, M, N, E(n), S(n) és F(n) függvények z-1 vál
tozójá t nem jelezzük. 

1.2. Alaptulajdonságok 

Tételezzük fel, hogy egy A = M/N rekurzív transz
fer függvény megvalósí tása a cél, ahol M-nek és 
iV-nek nincsenek közös gyökei. A szűrő végtelen 
impulzusválaszú, vagyis a súlyfüggvény végtelen 
számú együt tha tóva l rendelkezik. Ha a súlyfügg
v é n y t -n fokszámnál csonkoljuk, a véges sor az adott 
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fokszám mellett négyzetes értelemben optimális 
közelítése az eredeti f rekvenciakarakter iszt ikának 
(Fourier-sor). 

A tovább iakban csak a nevezővel kapcsolatos 
kérdésekkel foglalkozunk, azt vizsgáljuk, hogy az 
l/N függvényt hogyan lehet egyenértékűen helyet
tesíteni. Az M számlálót vagy külön kaszkád transz
verzális szűrővel valósí that juk meg, vagy meg kell 
szorozzuk az 1/AT-nel egyenértékű kifejezés számláló
jáva l (lásd S(n)-et a (4) egyenletben). Utóbb i eset
ben az A =M/N egyenértékű megvalósítása egyetlen 
szűrővel is lehetséges. 

Az í/N-re vonatkozó súlyfüggvény A-(0) = 1 vá
lasztással : 

— =\ + Zk{m)z-
-tV m=l 

(1) 

Ha ( l)-et m = n u t á n csonkoljuk és bevezet jük az 
E(n) hibafüggvényt , az egyenlőség megmarad: 

1 
-=i+2;k(m)z-

E(n) 
N 

Átrendezés u t á n : 

l - E ( n ) 

Végül : 

N 

1_ 
N'' 

• 1+ 2k(m)z-m = S(n) 
m=l 

i + 2k(m)z~~" 
m=l 
1-E(n) 

S(n) 
F(n) 

(2) 

(3) 

(4) 

Beérkezett : 1983. V.18. 

Vá l toz ta tva n ér tékét összetartozó S(n) számlálók 
és F(n) nevezők végtelen számú párjai t kapjuk, me
lyek egyenértékűek 1/D-vel. A végtelen számú lehe
tőség közül k é t ha tárese t jól ismert, ezek az (1) egyen
letben is szerepelnek: az n = 0-hoz ta r tozó az egyen
let bal oldalán, míg az n = =o-nek megfelelő eset az 
egyenlet jobb oldalán. F(n) gyökei mind S(n), mind 
N gyökeit t a r t a lmazzák . A súlyfüggvény megha tá ro -
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zása sokféleképpen lehetséges (pl. hosszú osztás 
vagy [4] módszere). 

Ha a véges transzverzális közelítés fokszámát egy-
gyel növeljük, akkor csak egy újabb együ t tha tó t 
kell bevonjunk a közelítésbe, vagyis 

S(n + 1 ) = S(n) + k(n + l)zr<-n+» (5) 

N fokszámát o-val jelölve iJ(rz)-nek csak a — (n + 1 ) . . . 
(n + o) fokszámtar tományban vannak véges együt t 
hatói . Ez a függvény vagy az n-ed fokig végzet t 
osztás maradékakén t ha tá rozha tó meg, vagy az 
alábbi összefüggés segítségével: 

F(n)=l-E(n)=N-S(n) (6) 

Ha S(n) minimál fázisú, akkor 1/F(n) stabil és 
viszont. (4) alapján be lá tha tó , hogy a —E(n) függ
v é n y t hurokerősí tésként is értelmezhetjük. 

Eddigi megfontolásaink ké t lehetőséget vetnek 
fel. Az egyik: E(n) h a t á sá t n-et megfelelően nagyra 
válasz tva tegyük elhanyagolhatóvá. Ekkor az l/N 
függvényt kellő pontossággal közel í thet jük a tisz
t á n t ranszverzál is S(n) függvénnyel. A gyakorlati 
esetekben azonban az ehhez szükséges n ér tékek 
túlságosan nagyok. A másik lehetőség az, hogy az 
F ( n ) = l — E(rí) függvényt nem közelítjük 1-gyel, 
hanem a teljes S(n)/F(n) függvény megvalósí tását 
tűzzük k i célul. Az S(n)/F(n) alak a közvetlen kano
nikus elrendezés szempontjából igen előnyös, mert 
72 a o esetén az első n késleltetőt csak előrecsatolásra, 
a további o késleltetőt csak visszacsatolásra kell fel
használjuk (1 . ábra) , n ér tékének megválasztásánál 
természetesen ügyelni kell arra, hogy 1/F(n) stabil 
legyen. 

z 
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1. ábra. Egyenértékű kanonikus elrendezés 

2. A módszer jellemzői 

A (4) és (6) egyenletek az egyenértékű megoldások 
teljes rendszerének meghatározására alkalmas vég
képleteknek tekinthetők. Nem szóltunk eddig azon
ban semmit arról, vajon n tényleges ér tékét milyen 
szempontok szerint kell megválasszuk. Az alábbi 
minőségi vizsgálat feltételezi N gyökeinek ismere
té t . A folytonos referenciaszűrő gyökeiből a minta
vételes rendszer gyökeit például [5] módszerének 
a lkalmazásával kaphatjuk. 

2.1. A konvergenciasebesség vizsgálata 

í r juk á t 1/N-et résztör tekre bontott alakba 

_1_ 
N'' 

Mi) 
-d(i)z r + -

m 
l-d(i)z-

(7) 

ahol d(i)=r(i) exp [j<p(0] és d(z') N konjugált komplex 
pólusai a z-síkon, míg A(i)= \A(i)\ exp{j9?[A(z')]} 
és A(z') ezek komplex együt thatói . A többszörös gyök
párok és a valós gyökök esetével az egyszerűség ked
véér t most nem foglalkozunk. 

H a á t rendezzük az z'-edik póluspárra felírható hat
ványsorokat , akkor az alábbi e redményt kapjuk: 

(8) 

(8) a lapján az z'-edik gyökpár hozzájárulása a — m k i 
tevőjű együ t tha tóhoz : 

Hm, i) = 2|A(í)|[r(0r cos {q>[A{i)]+mv(i)} (9) 

A k(m, i) függvény burkolója valamely kiválasztot t 
z index mellett a gyök sugarától függ elsősorban: 

B U R K O L Ó \k(m, z ' ) ]~[r(z)f (10) 

Az n feletti ki tevőjű tagok elhanyagolásának hatása 
is becsülhető felülről: 

HIBA(z') 
2|A(z)| = 2 Hm, i)z 

z=exp(ya)T0) 

[r(z)]"+i 2 wor=v^ T 
7 = n + l í ~ r \ l ) 

(11) 

Az m indexhez tar tozó k(m, i) részegyüt thatók össze
ge k(m)-et adja. m növelésével valamennyi rész
együ t tha tó nullához ta r t (r(z') stabilitási okokból 
egynél kisebb). A konvergencia sebessége az ér in te t t 
pólus sugarától függ. Minthogy a leglassúbb konver
gencia a legnagyobb sugarú gyököknél jelentkezik, 
az összeg T T Z : » 1 együ t tha tó i gyakorlatilag megegyez
nek a leglassúbb konvergenciával rendelkező gyö
kökhöz tar tozó részegyüt tha tókkal . 

Vegyünk egy számpéldát . Ha az z'-edik gyökre elő
írjuk, hogy az n = 30-hoz tar tozó együt tha tó jának 
burkolóértéke 1%-a legyen az n=0-hoz tar tozónak, 
akkor r(z') legfeljebb 0,862 lehet és HIBA(z')/2| A(z')| =s 
=s8%. 

A hibafüggvény az a lábbi a l akú : 

E(n)=ZHn,p)z-P-» (12) 

A (6) egyenlet szerint a h(n, p) együt tha tók megha
tá rozha tók úgy , hogy N-et megszorozzuk <S(zz)-nek a 
— (n — o + l ) . . . — n k i t evő ta r tományban „ablakol t" 
részével és kiválasztjuk ebből a — ( n + 1 ) . . . — (n + o) 
ki tevőkhöz ta r tozó , így nullától különböző eredő 
együ t tha tóka t . E(n)-re m á s a lakú kifejezést is szár
maztathatunk, ha észrevesszük, hogy a (7) össze-
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függés minden tagja egy-egy mér tan i sorral egyen
értékű. Megfelelő átrendezés u t á n : 

k(m) 

E(n) = z-n-íN2 
k(n + \,i)-[r(i)fk{ri)z-i 

[ r ( í ) ] 2 - 2 r ( i ) cos <p(i)z~1 +1 
(13) 

Az F(n) nevező függvény frekvenciatar tománybeli 
relat ív érzékenysége a h(n, p) együ t tha tók ra : 

QF(n) _ 
Ah(n,p) — 

-h(n, p)z-"-P 
F(n) 

(14) 
z = e x p O ) T c ) 

n növelésével |A(n + l ) | és \k(rí)\ nullához tartanak, 
így (13) alapján h(n, p) szintén, ami l i m F ( n ) = l 

n~-*-o° 

figyelembevételével 

l im l ^ p ) | = 0 (15) 

eredményre vezet. 

2.2. Néhány megjegyzés 

Az analóg referenciaszűrő pólusainak jósági ténye
zője lehető kicsi legyen annak érdekében, hogy a 
z-sík pólusai a transzformáció u t á n messze kerül
jenek az egységsugarú körtől [5]. Hasonló okokból az 
órajelfrekvencia is lehető kicsi legyen, mert az óra
jelfrekvencia növelésének ha tására a szingularitá-
sok az egységsugarú körhöz közelebbi helyekre transz
formálódnak. Minél kisebb a z-síkon a pólusok su
gara, annál nagyobb a konvergenciasebesség, ezért 
n szükséges értéke kisebb lesz. 

A z _ 1 - s íkon a pólusok távolsága lehető nagy legyen, 
hogy az együt tha tók abszolút ér téke kicsi legyen. 

A 2.1. alfejezet összefüggései a kval i ta t ív tájéko
zódást segítik. Gyakorlati számolásra az 1.2. alfeje
zet képletei jobban használhatók, mert egyszerűb
bek. 

A kis érzékenységű F(n) mia t t nagy á ra t kell f i 
zessünk: a késleltetőelemek száma nagy lesz (n + o 
az eredeti o helyett) és az S(rí) számláló véges együt t 
ha tó érzékenységű, magas fokszámú az eredeti kons
tans helyett. Az S(n)/F(ri) t ö r t természetesen re
dundáns és egyszerűsítéssel 1 / N alakra hozható . 

3. Gyakorlati példa 

0...3 kHz-es áteresztő t a r t ományú és 4,6 kHz-en 
kezdődő záró ta r tományú aluláteresztőt tervezünk 
32 kHz-es órajelfrekvenciával. Cauer referencia
szűrőt választva [6] a lapján: C 04256; (9 = 42. Az 
á teresz tő tar tománybel i ingadozás 0,28 dB, a záró
csillapítás 33,5 dB. 

A z - ta r tományban az alábbi transzfer függvényt 
kapjuk: 

N ~ l-í^z-^+O^mz^ 
1 - 2 Z - Í + Z - 2 

l - l , 4 9 0 z - 1 + 0 , 8 3 7 z r í 

A pólusok sugara a z-síkon: 0,728 és 0,915; a konver
genciasebességet az u tóbbi határozza meg döntően. 
1/N-re vonatkozóan a k(m) függvényt a 2. ábra 
mutatja. 

-5 

1 0 2 0 3 0 . . . . 
. i « • y V * m 

lH888-ij 

2. ábra. A példa nevezőjéhez rendelhető súlyfüggvény 

n minden értékéhez o számú h(n, p) együ t tha tó 
tartozik. Néhány kiválasz to t t esetet az alábbi táb lá
zat tartalmaz. Az első oszlopban S stabil, / instabil 
függvényre utal. n=36 felett minden eset stabil. 

n h (n, 1) h (n, 2) A (n, 3) h («, 4) 

s 0 2,875 - 3,432 1,950 - 0,444 
I 6 - 0,532 - 0 , 7 6 5 1,801 - 0,839 

s 21 0,000 0,456 - 0 , 6 3 0 0,240 

s 27 - 0,269 0,346 - 0 , 1 0 6 - 0,014 
I 30 - 0 , 2 5 6 0,699 - 0 , 6 1 2 0,182 
8 31 - 0,038 0,267 -0 ,317 0,114 
S 36 0,035 0,193 0,219 - 0,077 

n = 27 megfelelően kis érzékenységű stabil meg
oldás. Ez azt jelenti, hogy 31 késleltetővel az l / N 
vagy az A = M/N transzfer függvénnyel egyenértékű 
karakter iszt ikájú szűrő készíthető. 

Néhány szót érdemes szólni azokról a kr i tér iumok
ról, melyek alapján a stabil i tás vagy az instabil i tás 
eldönthető vol t (ezek elégséges, de nem szükséges fel
tételek). 

Instabil biztosan a rendszer, ha z~1=l vagy z _ 1 = 
= — 1 helyettesí tésre n adott ér téke mellett £ ( n ) a = l . 

Stabil a rendszer, ha n adott ér téke mellett bármely 
frekvencián z=exp (ja)Tc) helyettesítés u t án |i?(n)|«; 
< 1 . 

Stabil a rendszer, ha n adott ér téke mellett 
Z\h(n,p)\^l. 
p 
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