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Barmely z- tartomanybeli rekurziv atviteli karakterisztikahoz végte-
len szimi egyenériékd fiiggvény rendelbetd, ezek kanonikus meg-
valdsitasban specidlis topolégiai elrendezésfiek. A konvergencia-
?eb)esség, a stabilitds és a nevezdéérzékenység kérdéseirdl is szo esik
W

1. A modszer lényege

1.1. Bevezetés

Sok publikacié foglalkozik linearis fazisi és mini-
mal fazist transzverzalis mintavételes szilirék ter-
vezésével (pl. [1], [2], [3]). Az elbirasok teljesitéséhez
Altalaban nagy fokszam sziikséges és ez egyrészt
a szamitdgépes eljarasok numerikus pontossagaval
kapcsolatban jelenthet problémat, masrészt tole-
ranciaérzékenység szempontjabdl kedvezitlen.

Rekurziv sziir6knél mas a helyzet. A tervezés
visszavezethet6 analdég referenciasziliré tervezésére
[1]. Adott amplitadékarakterisztika eldiras teljesi-
téséhez sokkal kisebb fokszam sziikséges, mint transz-
verzalis sziir6knél. A nevezd egyiitthatéinak abszo-
lut értéke azonban altalaban nagy, a gyokok a z-sikon
kozel vannak az egységsugari korhoz. Az analég
késleltet6lancok elsG6sorban kozvetlen kanonikus
elrendezési megvaldsitasokra alkalmasak. Ilyen-
kor az egyiitthat6é toleranciai kozvetleniil befolya-
soljak a sziirkarakterisztika névlegestdl vald elté-
rését. Ha az egyiitthatok abszolut értéke nagy, az
érzékenység is nagy. A nevezdvel kapcsolatban ez
kénnyen instabilitdshoz, oszcillacibhoz is vezethet.

A fentiek alapjan felmeriilhet az a gondolat, hogy
érdemes olyan transzverzalis-rekurziv megoldasokat
keresni, melyek  nevezdérzékenységi tulajdonsagai
kedvezdbbek, mint a szokasos rekurziv sziir6ké, de
kevesebb elemi késleltetét (kisebb fokszamot) igé-
nyelnek, mint a tisztan transzverzalis szilirék. Azilyen
iranyt probalkozasaink alapja most a sulyfiigvény.

Megjegyzés: a tovabbiakban egyszeriiség kedvéért
az A, M, N, E(n), S(n) és F(n) fuggvények z~* val-
tozdjat nem jelezziik.

1.2. Alaptulajdonsdgok

Tételezziik fel, hogy egy A=M/N rekurziv transz-
fer fiiggvény megvalédsitasa a cél, ahol M-nek és
N-nek nincsenek kozos gyokei. A szilir§ végtelen
impulzusvalaszi, vagyis a sulyfiiggvény végtelen
szamn egyiitthatéval rendelkezik. Ha a sulyfiigg-
vényt -n fokszamnal csonkoljuk, a véges sor az adott
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fokszdm mellett négyzetes értelemben optimalis
kozelitése az eredeti frekvenciakarakterisztikinak
(Fourier-sor).

A tovabbiakban csak a nevezdével kapcsolatos
kérdésekkel foglalkozunk, azt vizsgaljuk, hogy az
1/N fiiggvényt hogyan lehet egyenértékiien helyet-
tesiteni. Az M szamlalot vagy kiilén kaszkad transz-
verzalis sziirGvel valésithatjuk meg, vagy meg kell
szorozzuk az 1/N-nel egyenértékii kifejezés szamlalo-
javal (1asd S(n)-et a (4) egyenletben). Utobbi eset-
ben az A =M /N egyenértékli megvalositasa egyetlen
sziir6vel is lehetséges.

Az i/N-re vonatkozé sulyfiiggvény k(0)=1 va-
lasztassal:

=1+ 3 kmye ®
N m=1

Ha (1)-et m=n utan csonkoljuk és bevezetjiikk az
E(n) hibafiiggvényt, az egyenléség megmarad:

L 3 by B @
Atrendezés utan:
L:I_ffﬁll: 1+ 3 k(m)z—"=S(n) 3)
m=1
Végul:
]—17‘ _ i +"ié'lk(m)z—m _ sm) "
—E(n) F(n)

Valtoztatva n értékét dsszetartozéd S(n) szamlalok
és F(n) nevezdk végtelen szamu parjait kapjuk, me-
lyek egyenértékiiek 1/D-vel. A végtelen szamnu lehe-
t6ség koziil két hatareset jol ismert, ezek az (1) egyen-
letben is szerepelnek: az n=0-hoz tartozé az egyen-
let bal oldaldn, mig az n=co-nek megfeleld eset az
egyenlet jobb oldalan. F(n) gybokei mind S(n), mind
N gyokeit tartalmazzak. A stlyfiiggvény meghatéro-
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zasa sokféleképpen lehetséges (pl. hossza osztas
vagy [4] mbdszere).

Ha a véges transzverzdlis kozelités fokszamat egy-
gyel noveljiik, akkor csak egy 1jabb egyiitthatét
kell bevonjunk a kozelitésbe, vagyis

S(n+1)=S(n)+k(n+ 1)z-C+D ®)

N fokszamat o-val jelolve E(rn)-nek csak a —(n+1)...
(n+o) fokszamtartomanyban vannak véges egyiitt-
hatéi. Ez a fiiggvény vagy az n-ed fokig végzett
osztds maradékaként hatdrozhaté meg, vagy az
alabbi Osszefiiggés segitségével:

F(n)=1—E(n)=N-S(n) (6)

Ha S(n) minimal fazisd, akkor 1/F(n) stabil és
viszont. (4) alapjan belathaté, hogy a —E(n) fiigg-
vényt hurokergsitésként is értelmezhetjiik.

Eddigi megfontolasaink két lehetéséget vetnek
fel. Az egyik: E(n) hatasat n-et megfeleléen nagyra
valasztva tegyiik elhanyagolhatéva. Ekkor az 1/N
fiiggvényt kell6 pontossdggal kozelithetjik a tisz-
tan transzverzalis S(n) fiiggvénnyel. A gyakorlati
esetekben azonban az ehhez sziikséges n értékek
tilsdgosan nagyok. A madsik lehetéség az, hogy az
F(n)=1-E(n) fuggvényt nem kozelitjik 1-gyel,
hanem a teljes S(n)/F(n) fiiggvény megvalositasat
tlizziik ki célul. Az S(n)/F(n) alak a kozvetlen kano-
nikus elrendezés szempontjabol igen elényds, mert
n=o esetén az els6 n késleltetdt csak el6recsatolasra,
a tovabbi o késleltetdt csak visszacsatolasra kell fel-
hasznaljuk (1. dbra). n értékének megvalasztasanal
természetesen iigyelni kell arra, hogy 1/F(n) stabil
legyen.
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1. dbra. Egyenértékii kanonikus elrendezés

2. A modszer. jellemzdi

A (4) és (6) egyenletek az egyenértékd megoldasok
teljes rendszerének meghatdrozasiara alkalmas vég-
képleteknek tekinthetdk. Nem széltunk eddig azon-
ban semmit arrol, vajon n tényleges értékét milyen
szempontok szerint kell megvalasszuk. Az aldbbi
mindségi vizsgalat feltételezi N gyokeinek ismere-
tét. A folytonos referenciasziiré gyokeib6l a minta-
vételes rendszer gyokeit példaul [5] mddszerének
alkalmazasaval kaphatjuk.
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2.1. A konvergenciasebesség vizsgdlata
frjuk 4t 1/N-et résztértekre bontott alakba:

1 A(i) AQ) )
N“,-Z (l—d(i)z‘l 1—dQ()z?

()

ahol d(i) =r(i) exp [jg(i)] és d(i) N konjugilt komplex
polusai a z-sikon, mig A(i)=|A(i)| exp {jp[A(D)]}
és A(7) ezek komplex egytitthatéi. A tobbszoros gyok-
parok és a valés gyokok esetével az egyszeriiség ked-
véért most nem foglalkozunk.

Ha atrendezziik az i-edik pdlusparra felirhaté hat-
vanysorokat, akkor az aldbbi eredményt kapjuk:

A(D) AQ) st
T=de  Toage 20!

S cos {fAD +mpOl"  (8)

(8) alapjan az i-edik gyokpar hozzajarulasa a —m ki-
tevdji egyiitthatohoz:

k(m, 1)=2|A@)|[r(D]" cos {p[AD]+me(D)} (9

A k(m, i) fiiggvény burkoléja valamely kivalasztott
i index mellett a gy6k sugaratol fiigg elsésorban:

BURKOLO [k(m, )]~ [r(})]" (10)

Az n feletti kitev4jd tagok elhanyagolasanak hatdsa
is becsiilhet§ feliilrl:
HIBA@G) = .
e k(m, i)z=™
21A(D)] m=2n+1 ) e TS

S o [
= 2 TOr=7"r55

(11)

Az m indexhez tartozé k(m, 1) részegyiitthaték ossze-
ge k(m)-et adja. m novelésével valamennyi rész-
egyiitthaté nulldhoz tart (r(i) stabilitdsi okokbdl
egynél kisebb). A konvergencia sebessége az érintett
pélus sugaratdl fiigg. Minthogy a leglassibb konver-
gencia a legnagyobb sugard gyokoknél jelentkezik,
az Osszeg m>>1 egyiitthatoéi gyakorlatilag megegyez-
nek a leglassibb konvergencidaval rendelkez§ gyo-
kokhoz tartozé részegyiitthatékkal.

Vegyiink egy szampéldat. Ha az i-edik gyokre els-
irjuk, hogy az n=30-hoz tartozé egyiitthatéjanak
burkoléértéke 1%-a legyen az n=0-hoz tartozénak,
akkor r(7) legfeljebb 0,862 lehet és HIBA(i)/2|A({)| =<

=8%.

A hibafiiggvény az aldbbi alaku:

[4
E(n)= 3 k(n, p)zr~" (12)
p=1
A (6) egyenlet szerint a h(n, p) egyiitthaték megha-
tarozhaték ugy, hogy N-et megszorozzuk S(i1)-nek a
—(n—o0+1)...—n kitevétartomanyban ,,ablakolt”
részével és kivalasztjuk ebbél a —(n+1)...—(n+o0)
kitevékhoz tartozé, igy nullatél kiilonboz6 eredd
egyiitthatokat. E(n)-re mas alaka kifejezést is szar-
maztathatunk, ha észrevessziik, hogy a (7) Ossze-
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fiiggés minden tagja egy-egy mértani sorral egyen-
értékid. Megfelel§ atrendezés utan:
k(n+1, ))—[r()Pk(n)z*
=z-n1
Em=2""N 2 5P —30( cos 711 1

Az F(n) nevez$ fiiggvény frekvenciatartomanybeli
relativ érzékenysége a h(n, p) egyiitthatékra:

(13)

SE(m —Ah(n, p)z—"F

Wn, p) — F(n) (14)

z=exp (joTc)

n névelésével |k(n+1)] és |k(n)] nulldhoz tartanak,
igy (13) alapjan h(n, p) szintén, ami lim F(n)=1
n->oo

figyelembevételével

lim [ S{,|=0
n—oo

(15)

eredményre vezet.

2.2. Néhdny megjeqyzés

Az analég referenciasziir6 poélusainak josagi ténye-
z6je lehetd kicsi legyen annak érdekében, hogy a
z-sik poOlusai a transzformacié utan messze keriil-
jenek az egységsugara kortél [5]. Hasonld okokboél az
orajelfrekvencia is lehetd kicsi legyen, mert az éra-
jelfrekvencia névelésének hatasara a szingularita-
sok az egységsugard korhoz kozelebbi helyekre transz-
formalédnak. Minél kisebb a z-sikon a pélusok su-
gara, annil nagyobb a konvergenciasebesség, ezért
n sziikséges értéke kisebb lesz.

A z—1-sikon a p6lusok tavolsaga lehet§ nagy legyen,
hogy az egyiitthaték abszolit értéke kicsi legyen.

A 2.1, alfejezet dsszefiiggései a kvalitativ tajéko-
z6dast segitik. Gyakorlati szamolasra az 1.2. alfeje-
zet képletei jobban hasznalhaték, mert egyszer(ib-
bek.

A kis érzékenységli F(n) miatt nagy arat kell fi-
zessiink: a késleltet6elemek szdma nagy lesz (n4-o
az eredeti o helyett) és az S(n) szdmlalé véges egyiitt-
haté érzékenységii, magas fokszdmi az eredeti kons-
tans helyett. Az S(n)/F(n) tért természetesen re-
dundans és egyszer(isitéssel 1/N alakra hozhaté.

3. Gyakorlati példa

0...3 kHz-es ateresztStartomanyu és 4,6 kHz-en
kezd8d6 zarétartomanyd alulatereszt6t terveziink
32 kHz-es orajelfrekvencidval. Cauer referencia-
szlir6t valasztva [6] alapjan: C 04256; @=42. Az
4teresztdtartomdnybeli ingadozas 0,28 dB, a zaro-
csillapitas 33,5 dB. '

A z-tartomanyban az alidbbi transzfer fiiggvényt
kapjuk:

M 1-1,153z714 22 1271172
N~ 1-1,385214-0,530z"2 * 1--1,490z-140,837z-2

A poélusok sugara a z-sikon: 0,728 és 0,915; a konver-
genciasebességet az utébbi hatarozza meg doént6en.
1/N-re vonatkozéan a k(m) figgvényt a 2. abra
mutatja.
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2. dbra. A példa nevezdjéhez rendelhet$ silyfiiggvény

n minden értékéhez o szdmi h(n, p) egyiitthatd
tartozik. Néhany kivalasztott esetet az alabbi tabla-
zat tartalmaz. Az elsé oszlopban S stabil, I instabil
fiiggvényre utal. n=36 felett minden eset stabil.

n k@, 1 h @, 2 hk (n, 3) h(n, 4
S 0 2,875 —3,432 1,950 — 0,444
I 6 —-0,532 —-0,765 1,801 -0,839
S 21 0,000 0,456 — 0,630 0,240
S 27 — 0,269 0,346 —-0,106 —0,014
I 30 — 0,266 0,699 —0,612 0,182
S 31 — 0,038 0,267 —0,317 0,114
S 36 0,035 0,193 0,219 —-0,077

n=27 megfelelfen kis érzékenységli stabil meg-
oldas. Ez azt jelenti, hogy 31 késleltetével az 1/N
vagy az A=M/N transzfer fiiggvénnyel egyenértékii
karakterisztikaji szilir6é készithets.

Néhany sz6t érdemes szélni azokrél a kritériumok-
rol, melyek alapjin a stabilitds vagy az instabilitas
eldénthet6 volt (ezek elégséges, de nem sziikséges fel-
tételek).

Instabil biztosan a rendszer, ha z71=1 vagy z~1=
= —1 helyettesitésre n adott értéke mellett E(n)=1.

Stabil a rendszer, ha n adott értéke mellett barmely
frekvencidn z=exp (jwT,) helyettesités utan | E(n)|<
<1,

Stabil a rendszer, ha n adott értéke mellett

S|h(n, p)]<1.

P

IRODALOM

[1] Sallai Gy.: A digitdlis szlir6k tervezésének alap-
elvei.  Hiradastechnika, 1976.  szeptember,
XXVI1/9, 257—268. i

[2] Sallai Gy.: Direkt modszerek véges meméridju
digitalis szlir6k tervezéséhez. Hiradastechnika,
1978. oktéber, XXIX/10, 289—296.

[3] Hanzé L., Hinzenkamp L.: Véges szamd pontban
eléirt FIR szfirli tervezése. Hirad4astechnika, 1980.
november XXXI/11, 409—414.

[4] L. B. Jenkins: A useful recursive form for obtain-
ing inverse z-transform. Proc. IEEE, Vol. 55,
pp. 574—575, Apr. 1967.

[5] Gy. Simon: Design constraints of analog sampling
filters. Proc. SSCT 1982, Short contributions,
pp. 149—153, Prague, July 1982.

[6] R. Saal: Handbuch zum Filterentwurf. AEG-Tele-
funken, 1979.

[7] Gy. Simon: A double approximation approach to
minimum phase transversal filters and its appli-
cation to a new structure of recursive filter reali-
zation. Proc. ECCTD ’83, 1983 (megjelenés alatt).

71



