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Intézet 

A gyakorlatban előforduló peremérték feladatok m ű 
szaki célokat szolgáló közelítő megoldására a nume
rikus módszerek a lkalmazhatók. A módszerek ered
ményességét számítástechnikai megvalósításuk révén 
lehet értékelni. A dolgozatban a végeselemek módsze
rét alkalmazzuk piezoelektromos anyagok peremérték 
feladatainak numerikus közelítő megoldására. 

A végeselemek módszere 

A végeselemek módszere matematikailag a variációs 
funkcionál extrémizálására alkalmazott Ritz-módszer 
továbbfejlesztése [1]. A Ritz-módszer a megoldást a 
teljes vizsgált t a r tományon értelmezett és az előírt 
peremfeltételeket kielégítő próbafüggvények súlyo
zott összegeként keresi. A módszer legnagyobb há t r á 
nya gyakorlati szempontból az, hogy csak nagyon ke
vés, geometriailag szabályos peremfeltétel kielégí
tésére alkalmas. Ezt a h á t r á n y t küszöböli k i a véges
elemek módszere, amely a megoldást a vizsgált tar
tomány rész tar tományain — ún. végeselemein — 
értelmezett próbafüggvények súlyozott összegeként 
állítja elő. Mindkét módszer alapvető sajátossága, 
hogy alkalmazásához egy adott t a r tományra érvényes 
integrális összefüggés szükséges. Ezen integrális össze
függés előállítására számos módszer áll rendelkezésre 
[2]. A végeselemek módszerének piezoelektromos 
anyagokra való alkalmazásakor — a későbbiekben 
részletezett módon — az energia funkcionál közvetlen 
felírását használ tuk. Valamely peremérték feladat 
végeselemek módszerével tör ténő megoldásának alap
feltételét J. T. Oden fogalmazta meg igen szellemesen 
és célratörően a következő módon [1] : „all that is 
needed is somé means to translate a relation that 
holds at a point (in the solution domain) into one that 
must hold over a finite region". A vil lamosságtanban 
a pontonként , i l l . rész tar tományonként ér telmezett 
alapösszefüggések a Maxwell egyenletek differenciális 
i l l . integrális alakjai. (A problémák tényleges meg
oldására használ t összefüggések az ismert parciális 
differenciálegyenletek, i l l . integrálegyenletek [3], 
[4].) 

A próbafüggvények megválasztása 

A végeselemek módszerében alkalmazott próba
függvények véges t a r t ományon alkalmazott inter

polációs függvények. Ezek, feladatuknál fogva, a tar
t o m á n y peremén meghatá rozot t számú pontban előírt 
értékből meghatározzák a t a r t o m á n y belsejében fel
vett ér tékeket . Kiválasztásuk meghatározza a vizs
gál t problémához a végeselemre érvényes alapössze
függést, melyet elemkarakter iszt ikának nevezünk. 
A végeselemek módszerénél alkalmazott próbafügg
vényeket még interpolációs és alakfüggvényeknek is 
szokták nevezni. Az utóbbi elnevezést az i t t nem is
mertetett, de a számítástechnikai megoldásban alkal
mazott izoparametrikus leképezési elv indokolja. 

Számításainkhoz a négyzet alakú végeselem négy 
sarokpont jának értékével adott interpolációs függ
vényét alkalmaztuk [2] : 

\+xtx \+yty 

(1) 

(2) 

ahol: 

$ ( e ) az interpolációs függvény, 
Nj az r'-edik sarokponthoz tar tozó alakfüggvény, 
x 1,2 ,3 ,4" - 1 , - 1 , 1, 1, 
.Vx,2,3, i 1> 1' 1> — ! • 

Amint (2)-ből lá tha tó , az egyes sarokpontokhoz 
tar tozó alakfüggvények az adott sarokpontokban 1, 
a többi sarokpontban zérus értéket vesznek fel. 
Mivel az alakfüggvények a végeselem élei mentén csak 
az adott él végpontjaitól függenek, a résztar tomá-
nyonként i közelítés folytonos. 

Az energia funkcionál közvetlen előállítása 

Piezoelektromos anyagokra a következő alapössze
függés érvényes 

T = C< E >.S-éE, 

D = é - S + i<s>E, 
(3) 

ahol: 

Előadásként elhangzott a K K V M F V I I . tudományos 
ülésszakán 

T a mechanikai feszültség komponensei, 
S a mechanikai deformáció komponensei, 
E az elektromos mezőintenzitás komponensei, 
D az elektromos indukció komponensei. 

K é t dimenzióban az anyagállandók 5 x 5 dimen
ziójú mát r ix alakban írhatók. 
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Kváziszta t ikus esetben az (l)-ben adott alakfügg
vény t há rom szabadsági fokra alkalmazzuk: az x és y 
i rányú elmozdulásra, amelyekből a deformáció kom
ponensei számíthatók, valamint a skalár potenciálra, 
amelyből az elektromos mezőintenzitás számítható . 

A végeselemben tárol t energia a következő 

áx dy. (4) 

Az energia (4)-ben adott kifejezésébe S és E (1) 
által meghatározot t közelítését helyettesí tve az ener
gia funkcionált kapjuk, amelynek a végeselem sarok
pontokban felvett értékei szerinti parciális deriváltjai 
az e lemkarakter iszt ikát adják. Az elemkarakterisz
t ikák rendszeregyenletté szervezését az ismert alap
módszerrel [2] végeztük. 

A számítástechnikai megvalósítás főbb jellemzői 

A numerikus eljárás három szakaszból áll. Az első 
szakasz az adatbevitel, amelyben a koordiná tákon 
kívül a háló topológia tulajdonságai, az ebből adódó 
rendszermátr ix ki töl töt tség, végül a peremértékek 
előírása szerepel. A második szakasz az elemkarak
ter iszt ikák előállítását és a rendszermátr ix ki töl tését 
végzi. A harmadik szakasz a rendszeregyenlet adott 

feladatra való megoldását hajtja végre. A három 
szakasz megfelel a végeselem módszer alkalmazására 
készült programok célszerű szervezésének. A program 
tényleges kipróbálása ABC 80 mikroszámítógépen 
tö r tén t , így a három szakaszra bontás t a rendelkezés
re álló belső tér kapaci tása is szükségessé tette. 

Összefoglalás 

A végeselemek módszerét alkalmaztuk piezoelektro
mos anyagra előírt peremérték feladat megoldására. 
Az e lemkarakter isz t ikát az (1) és (2) szerinti inter
polációs függvényre vonatkozó energia funkcionál 
extremizálásából nyer tük . A numerikus számításokat 
ABC 80 számítógépen végeztük. 
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