A hirkozlo csatorna kapacitasa

1. Bevezetés

A hirkozl6 csatorna teljesitéképessége jellemezhet6
analég paraméterekkel. ElsGsorban a teljesitmény
(S) és a zajteljesitmény (N) hanyadosdval a zajté-
nyezével (S/N), valamint a (B) savszélességgel (ill.
a csillapitdsnak és a csoportfutdsi idének — ha azok
a B savban nem konstansok — frekvenciafiiggésével).
Digitalis csatornak -teljesitéképességét els6sorban a
jelsebességgel (elemei jelek szdma/sec=v,, Baud),
vagy a bitsebességgel (bindris elemi jelek szama /sec =
v, bit/s) és a hibaardannyal, ill. (ha az stabil) az azzal
megegyez6 hibavaldszintiséggel (p=hibas jelek/6sz-
szes jel) szokas jellemezni.

A C. E. Shannon alapveté munkajaval [1] meg-
alapozott és az elmalt jo6 harminc évben kiegészi-
tett informacidelmélet a csatornakapacitasnak (C)
nevezett, shannon/sec (sh/s) egységben kifejezheté
egzakt mértéket dolgozott ki a szakma a hirkézls
csatorna teljesitéképességének jellemzésére. Ez és
a vele Osszefiiggh tovabbi fogalmak mar régen bele-
keriltek a CCITT Ajanlasaiba (1. pl. 2 Vol. III-2,
Rec. G. 702, 2007 s Vol. VIII. LIST OF DEF. 53.04),
és megjelentek a hiradastechnikai szakszétarakban
(. pl. [4] és [5]).

Els6sorban az alabbi fogalmakrél van sz6 (a de-
finiciokat [3]-bol idézziik):

Informdcio

Kozlemény, iizenet, hir, mennyiségileg kifejezhets
formaban.

Az informacié mennyiségének egysége a shannon
(sh). Az az informacio, amelyet két, teljes esemény-
rendszert alkotd, egymast kizard, azonos val6szini-
ségli esemény egyikének bekovetkezése ad.

Informdciosebesség

Az idbéegység alatt athaladé informdcié mennyisége

(sh/s).
Csatornakapacitds

A csatornan idSegység alatt maximadlisan 4atviheté
informécié mennyisége (sh/s).

Az informéciémennyiség, az informaciosebesség, a
csatornakapacitas (és a veliik dsszefiigg6 paraméte-
rek) szamszerfien megadhaté mennyiségi jellemzék.
Az lzenetforras és az iizenetdtvivé csatorna statisz-
tikus jellemz4ibél (az egyes iizenetek kibocsatasanak,

Hiraddstechnika XXXIII. évfolyam 1982. 5. szdm

DR. KERPAN ISTVAN
KKVMF

és jo vagy hibas vételének a wvaldszintiségeib6l)
szarmaztathatok. Gyakorlati jelentéségitk — lega-
labbis a hirkézlés szempontjabél abban van, hogy
kifejezik az iizenetek kodoldasahoz és kddolasi esz-
kézokkel valé védelméhez, megbizhaté 4tviteléhez
minimdlisan sziikséges jelolék (pl., szamjegyek ill.
az azokat reprezentald villamos impulzusok szamat.)

Az informacidelméletnek a koédolassal valé szoros
kapcsolatara mindig ramutattak (1. pl. [2] 161. old.).
Amire mi itt kisérletet tesziink: az a targyalt fogal-
mak felépitésében kiemelt és kiovetkezetes érvénye-
sitése annak, hogy az informaciémennyiséget az
iizenetek kédolasdhoz minimaélisan sziikséges atlagos
binaris jelolészamként, a zajos csatornan fellépd
veszteséget pedig a megbizhatd atvitelhez sziikséges
bindris tobblet-jel6l6k atlagos szdmdnak minimuma-
ként értelmezziik (ez az értelmezés a matematikai
kdvetelményeket korrekten teljesiti, ha — mint azt
a tovabbiakban feltételezziitk — a rendszer statisz-
tikus jellemz6i stacionariusak, azaz idében stabilak,
és ez a stabilitas a rendszer elGéletétd] fiiggetleniil
érvényesiil, azaz a rendszernek nincs memorigja).

Ebben a (célunknak megfeleléen erdsen lesziiki-
tett) megkézelitésben az egy darab, a kodolas soran
a leggazdasigosabban kihasznalt, megbizhatoan ke-
zelt binaris elemi jelnek (magyaran, egy ,,hasznos
bitnek’”) egy shannon informdcié a megfelelGje.

Ez a megkézelités adalékul szolgalhat az inform4-
cidelméleti fogalmak objektiv tartalma értelmezésé-
hez is. Célunk azonban most nem tébb, mint elémozdi-
tani a targyalt fogalmak tudatos haszndlatanak ter-
jedését.

2. Forrasjellemzgk

Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy iizenetforras (jele: X)
izeneteinek (xy, x5, ..., Ty) szamat (N), és az iize-
netek stabil relativ gyakorisagait azaz P(x,), P(x,),
..., P(xy) eléfordulasi valoszintiségeit és feladatunk
egy gazdasagos bindris k6d megszerkesztése (azaz
x, iizenetek mindegyikéhez a 0 és az 1 szimbélumok
bol 4ll6 n, bithosszlsagn varidcidk hozzarendelése).

Kérdés: mennyi az (n;, n,, ..., ny) hossziisgn
kodszavak (valoszintliségeikkel sulyozott) atlaganak
elérendé (vagy legalabb megkozelitendd) n,,, alsé
hatara?

Nézziink két példat.
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1. példa:
P(x)=025 x,: 00

P(ry)=0,25 x,:01
P(x3)=0,25 x43:10
P(xy)=0,25 x,: 11

(Az egyszeriiség kedvéért a forras i-edik lizenetét és
annak bindrisan kédolt alakjat egyarant x-vel je-
l6ljiik.)

E példaban N=4; P(xi)z%zkonst.=0,25

n,=konst.=log, N=2.

Mivel minden sz6 egyforma hosszt (zart kod),
nines sziikség a szdelvalaszto jelekre (pillanat-kod).
Két szot  valaszthatnank rovidebbre (pl. z,=0,
x,=1), de akkor mindegyik sz utan szoelvilaszto
jelre lenne sziikség.

n=0,25.2.4=2 [bit/iizenet].

2. példa:
P(x,)=0,5 z: 0
P(xy,)=0,25 x,: 10
P(x3)=0,125  x4: 110
P(z)=0,125 x,: 111

Ez is pillanatkéd (szévég van, ha 0 vagy a 3. l-es
érkezik).

n,=0,540,25-2+0,125.3.2=1,75 [bit/iizenet].

Tanulsag: az a célszerd, ha
n;=log ! [bitj
‘ ? P(x)) .

(Ez csak abban a kedvezd esetben érheté el, ha n,
egész szamnak adddik.)
S ezzel

_ 1 1 .
i = P(2,)-log, F@_l)—+P(x2)10g2m+ sos

.. +P(xy) logz—PTzlc-A—lsz ZN'l P(X) logz—P(_IX_jz

i=

sh
=H(X) [ lizenet } )

H(X) a forrds entrépidja, amit a kibocsatott {ize-

M

netek 4tlagos informacié tartalméanak is neveznek.

Ez adja meg n,,-ot, azaz a minimdlis dtlagos bindris
szohossziisdgot.
N>y, bitet hasznalunk fel, akkor e kodolt forras
relativ entrépiaja, azaz a jelol6k kihasznalasi hatas-
foka:
HX) HX)
Hr = = — = .
o= TIx n Hmax'(X)

(Az E:Hmax(X) helyettesités azt fejezi ki, hogy fi

L

)

kédolni.)
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A maximalis hatasfok 1 (100%).
A hatasfok-csokkenés (ha II/X/<h):

HX) _y T, ®

R = 1 —_——_— =
Hmax(X) n

R neve: terjengbsség (redundancia).

3. Digitalis csatorna kapacitasa

Abbél indulunk ki, hogy az X {izenetforras x, iize-
neteit digitalisan, mégpedig a leggazdasigosabban
kodolt binaris alakban, n=n,,;,=H(X) atlagos szo6-
hosszusaggal, egy zajos csatorndn vissziik at. Vala-
mely z, addsanak (i=1, 2, ..., N) eredményeként az
Y rendeltetési helyre (nyeld) valamely y, jeld (j=1,

2, ..., M) kbdszo érkezik (1. 1. dbra).
- Zojos csotorna

1. dbra. Zajos csatornat tartalmazé rendszer modellje

Jelentse a jo vételt i=j, a hibds vételt pedig az
i#].

Azt az eseményt, hogy egy mar kivalasztott
adasanak eredményeként éppen egy kivalasztott
yt veszink, (y;/z;) jeli ,feltételes eseménynek”
fogjuk nevezni.

A vizsgalt rendszer szempontjabél az abban elhe-
lyezett zajos csatornat statisztikus értelemben kielé-
gitéen jellemzik az (y,/z,) ,.feltételes eseményeknek”
a kell6en nagyszamu kisérletbél megallapitott, sta-
bilitast mutaté

P(y;/x)=

z, és y, egyiittes eléforduldsinak a szdma
- x, eléfordulasanak a szama

_ P(xlyj)
- P(x)

4

feltételes valésziniiségek. A teljes rendszert pedig a

P(y,/x) és a P(x;) valésziniiségek. Ezek ismeretében

kiszdmithatok az y; vett kodszavak P(y;) valoszi-
N

nfiségei (P(ry)=P(y/x) P@); Ply)= 2 Pxy).
S kiszamithatok az (z,/y;) események P(z,/y;)
valdszindségei is

P (xlyj))
le = .

Az (z,/y)) ,.feltételes eseményt” — fentiekkel ossz-
hangban jelentse a kovetkez§: y, ismeretében meg-
tudjuk (pl. egy megbizhat6 ellenérzé rendszer utjan),
hogy melyik x, adasa valtotta ki?
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Zajmentes csatornin

I, ha i=j,
wip=Pam={> )
Zajos csatornan (barmely i-re és j-re)
O=P(z,/y)=1.

Ugynevezett  bin4ris szimmetrikus - csatornan
(BSC), ami gyakran j61 hasznalhaté modell:

P(1/0)=P(0/1)=p;
P(0/0)=P(1/1)=1—p.

(a p bithiba-valésziniiség pl. tavir6 dramkoérokon
rendszerint 10—* nagysagrendi).
Ismeretes, hogy zajos csatornan is lehetséges a

megbizhaté (elhanyagolhatéan kicsiny tévesztési

valésziniiségli) tizenetatvitel. Ehhez tobblet-jelolék
alkalmazasaval a hibak ellen véd6 (hibafelismer6 vagy
hibajavitd) kodot kell alkalmazni. (Egy trivialis pél-
da: minden iizenetet tébbszor adunk, s ha nem mind-
egyiket egyformdn vessziik, akkor ismétlést kériink.
Ez azonban nagyon gazdasigtalan eljaras.)

Kérdés: az adott rendszer zajos csatorndjan a meg-
bizhaté atvitelhez {izenetenként atlagosan sziikséges
binaris tobbletjelol6k szdmanak mekkora az alsé
hatdra, amely alsé hatdrnak a jele H (x/y), a neve
veszteség lesz?

A veszteség megallapitdsara a zajos lizemi csator-
nat a 2. abran feltiintetett, megbizhat6 iizenetat-
vitelt megvaldsité rendszerben helyezziik el.

Miikddése: x; lUzenet addsa és a zajos lizemi csa-
tornan valé atvitele nyoman vesszilk yrts yrt az
arra szolgilé megbizhat6é csatorndn visszajelentjiik
a vevéoldalrél az adodoldalra; adooldalon, y; és z,
ismeretében, a lehetd leggazdasagosabban kédoljuk
az (x,/y;) ».feltételes iizeneteket™, és atvissziik azokat
a megbizhat6é korrigdlé csatornan. A vevében y;
és (x;/y;) ismeretében el6allithaté z,.

Az (z,/y;) feltételes iizenet x; kozlését jelenti egy
olyan cimzettel, amelyik y-t mar ismeri. Az (X/Y)
jelii forréas (x;/y;) lizenetei a mar értelmezett P(z,/y))
feltételes valdszintiségekkel fordulnak elG.

A veszteség mértékének egy korrigaldo csatornan
lizenetenként atlagosan atviendd binaris jelolgk sza-
mat tekintjik. Ezt — bdrmely kivalasztott y,
mellett — az entrépia (1) Osszefiiggésének az érte-
lemszer(i alkalmazasaval a

igNl’ P(xi/y])'10g2 P(xll/y]) [ s :'

iizenet

®)

adja meg.

Az (5) kifejezés az egyes y; vett lizenetekre méas és
mas értéki lehet. Az Gsszes yre vett (a P(y;) valo-
szintiségekkel stilyozott) atlaga adja a kerese{t vesz-
teségeket:

H(X/[Y)=

My . 1 shannon
=]g; igl P(y])P(xt/yj) 10g2 P(x,/yj) [

lizenet

| ®
BSC-re, abban az (optimalis) esetben, amikor

(y,=0, y,=1 jeldléssel) P(y;)=P(y,)=0,5, (6) alkal-
mazasaval: '
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H(X/X)psc=(1—p)log, 1-p

: 1 [sh
+p log, [B—t] @
(p=10-* mellett H(X/Y)ggc=1,4-10-3.)

A veszteség nagyobb, mint a meghibasodott bitek
hanyada. Hiszen a hibak ellen védd rendszer nemcsak
a hibas biteket kell, hogy kicserélje, hanem a hiba-
helyeket is fel kell fedezze.

Ha pl. kb. minden tizezredik bit lesz hibas, eljar-
hatunk Ggy, hogy a korrigalé csatornan a jo bitek
sorozatanak hosszat vissziik at, azaz a zajos lizemi
csatornan Atvitt, kb. 10* darab bitenként egy tiz —
vagy tizenegyjegyii binaris szamot. Ez kb. 10-3
nagysagili veszteséget jelent. A j6 bitsorozatok hosz-
szanak ingadozidsa a veszteséget ndveli. Megjegyez-
zilk még: a kodolasi munka feladata és jelentdsége
az, hogy H(X/Y)-hoz minél kozelebb esé tobbletje-
1616 4ran, de a 2. dbrdn szerepl$ visszajelzé és korri-
gal6d csatornak nélkiil csupan a kod hatékonysagara
tamaszkodva oldja meg a — megkozelit§leg-megbiz-
haté atvitelt a megbizhatatlan, zajos csatorndn.

P T T | .
N add ; csatornak | vevd I
) i ! |
i
! Zojmentes i
[ visszajelzo ?
| csatorna ‘] i
{. l
| Zajos |
I Gzem: i
I csatorna |
! 16rold, |

I Zajmentes dsszeha- | |Xi

| korrigalo sonlito t
} csatorng logika 1
{ i !
‘ ! ]
___________ 3 IS |
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2. dbra. Megbizhaté iizenetatvivl rendszer modellje a zajos
csatorna vesztesége megallapitasdhoz

A csatornan iizenetenként (gazdasagos forrasko-
dolast feltételezve) atlag n=n,,=Hp,(X) db bittel
ugyanannyi sh-t kivanunk atvinni. Ehhez H(X/Y)
sh/iiz nagysagi veszteség (minimalis tobbletjells

“igény) tartozik. Az egy atvitt bitre jutd veszteség:

V—M[Sh] @®)

TTHX) |bit]”

Shannononként akkor sziikséges (miniméalisan)
V darab tobbletjelols, ha a tobbletjeloloket a zaj-
mentes korrigalé csatornan viszik 4t. Ha azokat is a
zajos iizemi csatornan kell atvinniink, akkor a vesz-
teségnek is lesz vesztesége, és igy tovabb.

Jelsljiik a zajos iizemi csatornan (shannononként)
atviendd tobbletjelolék szamat W-vel. Ekkor, fen-
tiek értelmében:

W=V4+V2ii... )

A zajos csatornan egy sh (egy maximalisan kihasz-
nalt bit) atviteléhez (V <1/2 kikotésével)

1
W=t VeV o= (10)

1-V
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darab bindris jelol6t kell (a megbizhatd atvitelhez,
minimalisan) felhasznalni.

Ezzel a jelolék (informacidatvitelre vald) kihasz-
naldsanak maximalis hatisfoka a zajos csatornan,
amit C’-vel jel6liink és a csaforna szimboélumkapacita-
sdnak neveziink, a (10) kifejezés reciproka. Felhasz-
nalva még (8)-at:

,_ 1 HEX/Y) [sh
o=V il an

1-V

Csatornakapacitdsnak nevezziik (és C-vel jeldljiik)
a csatornin elérhet6 maximalis informacio sebessé-
get, ami megegyezik az idéegység alatt megbizhato-
an atvihet6 hasznos bitek szdmaval.

C értéke C’~bél és a csatorna v, bitsebességébdl ado-
dik:

1 H(X/Y)
C— oy P [511]
T S (12)
(T-vel a binaris jelol6k atlagos idétartamat jeloltiik,
s felhasznaltuk, hogy v,=1/T).

Olyan csatorndk esetében, melyekre p<10-4, a
bitsebesség és a csatornakapacitds kozott legfeljebb
ezredrésznyi kiilonbség van. Az e kiilénbség alapjat
képez6 veszteség a hibdk ellen véds kodolds gazda-
sagos voltanak a megitéléséhez sziikséges. Ha p a
0,5-hoz, akkor C’ és vele C is a 0-hoz, C csékkenése
v,-hez képest a 100%-hoz tart! [Ez (7) és (11), ill. (12)
alapjan, H,,(X)=1 figyelembevételével konnyen
ellendrizhetd]. A felhasznaldt elsGsorban a csatorna-
kapacitds érdekelheti.

4. Analdg csatorna kapacitasa

A forrds entrdpidja és a zajos csatorna kapacitdsa
analog jellel hasznalt rendszerre is értelmezhet6.

Analog esetben a forras x; iizenete helyébe az az
esemény lép, hogy a jelnek ez i-edik mintavételi id6-
pontban felvett x; értéke az (x; x+dx), vagy —
durvabb pillanatérték lépcsékkel — az (z; x+ 4x)
intervallumba esik. (dzx ill. Az az alkalmazott kvan-~
talasi lépcsok.)

A P(x,) eseményvalodsziniiségek helyett most az
f@dr=P@x<x,=x+dr)=P@E<zx;<z+Ax)=
=f(x,)- Az
valészinfiséggel dolgozhatunk. (i=0, +1, £...% ).

Ezzel az entropia (1) kifejezése igy frhaté fel:

oo

| 1
H(X)= f [/(w) log, W] dra

(13)

= —oco

had 1
=, 2 @) Az log, @)z
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Ha az analdg jel normail eloszlast valtojel, akkor

1 . 2‘72
olV2n

f@)=

(14)
és

1 a, V% x?
log, @& =log, e -l——2—a?‘log2 e. (19

(Shannon kimutatta, hogy a2 nagysign, kotott
effektiv érték négyzettel, de a pillanatértéket nagy-
sagara vald tovabbi megkdtés nélkiil (13) normal
eloszlast jellel ad maximumot.) (14) és (15)-6t (13)-
ban felhasznalva nyerjiik :

o

H(X)=log, "xVE" f f(x) dx+lng;2—e fof(x) da.

d

T

A jobb oldal els6 integralja barmely val6szinfiségi
sirliség-fiiggvénnyel 1l-et ad, a masodik integral
pedig a négyzetes virhatd értékkel ztel egyenld.
Valtojelrsl 1évén szo a varhatéd érték (X) nulla, s igy
1 -
——ng ® =log, e .
A logaritmusok 6sézege az argumentumok szorzata
logaritmusaként irhaték. Mindezekkel:

a szérasnégyzet: oZ=12-—-X2=T2

_ V2m-e-a%, | sh :
H(X)=log, dx minta | an

Jelentse ezek utan x az adott hasznos jelet, z a
csatornan hozza keveredd zajt,

y=x+2

pedig a hasznos jel és a zaj keverékébdl allo vett je-
let. A (17) alkalmas H(Z) és H(Y) el6allitasdara is, ha
gy helyett] Zggp-vel ill. y';'jf?x';‘ s+ Zzy-tel dolgozunk
(hasznos jelet és zajt egymastol statisztikusan fiig-
getlennek feltételezve). ;

A csatorna zaj nélkil mintinként atlag H(Y)
optimalisan kihasznalt bitnek (shannonnak) meg-
felelg iizenetet lenne képes atvinni.

A zaj miatt felléps veszteség mértékét most is a
2. abran bemutatott rendszerrel hatirozzuk meg:
a vett jelet visszajelentjiik, az adoban dsszevetjiik az
adott jellel, a kiilonbségi jelet (tehat a zajt) a korri-
galo csatornan kozoljilk a cimzettel, amelyik a vett
jel és a zaj kiillonbségét képezve elbillitja az adott
jelet.

A korrigalé csatornidn tehat most magit a zajt
kell 4tvinni, ami mintdnként H(Z) shannon &tvite-
lével egyenértékii. Mintanként tehat H(Z) nagysagh
a veszteség.

A szimbélum-kapacitas (11) alkalmazisaval:

H(Z)

C’=1—m—)~.

A H(Y) darab atvitt bitre (tehat egy mintara)
juto szimbolum-kapacitas:

C’H(Y)=H(Y)— H(Z).
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H(Y) és H(Z)t (17) alkalmazasaval kifejezve, at-
alakitas és egyszeriisités utan:

2
C'H(Y)=1/2 log, (1 e
Zeyr

) : (18)

2 S
Teff — 2 azaza jel/zaj viszony!

Zgy N
Az id6é szerinti mintavételi tételb6él ismert: egy
. . 1
B [Hz] savszélességli analég jelet a beldle Tm:@

id6kozonként vett mintak sorozata, azaz masodper-
cenként 1/T,=2B darab minta teljesen meghataroz.
Ezért a csatorna-kapacitast (18)-bél 2B-vel vald
szorzassal nyerjik.

S\[sh
C:Blog2(1+—-N—) [:_eEJ

(B az atvitt jelnek a csatornaéval megegyezd sav-
szélessége. Egy 3100 Hz széles tavbeszélé csatorna
kapacitasa 40 dB jel/zaj mellett mintegy 40 000
sh/sec. Ez tobb mint 10 000 db decimalis szamjegy —
kozel 10 gépelt oldalnyil — megbizhaté atvitelének
lehetdsége masodpercenként.)

A (19)-cel'adott csatorna kapacitas (igen nagy tech-
nikai nehézséget tamaszté) teljes kihasznalasanak a
moédjaval nem foglalkozunk. Az 6sszefiiggés altala-

(19)

nos jelentésége egyrészt annak a megmutatasa, hogy
a csatorna kapacitas aranyos a savszélességgel és
aranyos a jel/zaj viszony logaritmusaval. (Ha pl
ugyanazt a teljesitGképességet fele savszélességgel
kell elérniink, a jel/zaj viszonyt legalabb a négyszere-
sére kell emelniink.) Masrészt a (19) osszefiiggés
redlisan megitélhet6vé teszi, hogy egy adott hirkdz-
lési eljarassal mennyire hasznaljuk ki a csatorna adta
lehetgségeket. (Pl. szamadatoknak tavbeszélgetés
utjan vald kozlése — masodpercenként 3-4 db deci-
malis szamjegy beolvasasat feltételezve — a csatorna
kapacitas egy ezrelékét sem aknazzuk ki. Viszont ha
ugyanezen a csatornan masodpercenként 2400 db
16 allapotti — pl. fazismodulalt — impulzust visziink
at, akkor a csatorna-kapacitds mintegy 25%-at ki-
hasznaljuk.)
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