
HÍRADÁSTECHNIKA 

Hullámdigitális szűrők struktúrája, 
zaja és érzékenysége 

OSVÁTH LÁSZLÖ 
B M E Híradástechnikai 

Elektronika Intézet 

A digitális szűrők vonatkozásában megfigyelhető az 
a jelenség, hogy a napjainkban e t émában írt cikkek, 
tanulmányok egyre nagyobb hányada foglalkozik az 
eszköz felépítésének, s t ruktúrá jának kérdéseivel. 
Üjabb és újabb szűrőst ruktúrák szintézis-eljárásairól 
olvashatunk, melyek alapelvükben a legkülönbözőb
bek, de a céljuk egy: olyan felépítésű szűrő létre
hozása, amely megközelíti az ideálisan pontos műkö
désű eszköz tulajdonságait . A digitális szűrőnek 
ugyanis előnyös tulajdonságai mellett néhány há t rá 
nyos sajátsága is van, és ezek közül a legjelentéke
nyebbek abból a tényből fakadnak, amely a szűrőt 
digitálissá teszi, abból, hogy a feldolgozandó és a fel
dolgozott jeleket a szűrőben véges szóhosszúságú, 
véges pontosságú számok jelenítik meg. Ezek a sa
játságok elválaszthatat lanok a digitális szűrőtől, 
megszüntetésük nem, csak mérséklésük lehetséges. 
Ha tá suk csökkentésének leghatékonyabb eszköze a 
szűrő szóhosszúságának növelése, ez azonban költ
séges és növeli a feldolgozási időt is. A másik lehe
tőség: olyan szűrős t ruktúrá t — olyan számítási 
algoritmust — kell használni, amely kevéssé érzékeny 
a kiindulási adatok ponta t lanságára , illetve azt csak 
kis mér tékben növelve tükrözi a számítás eredmé
nyében. 

E felismerés jegyében született meg a kezdetben 
egyeduralkodó kaszkád és párhuzamos s t ruktúrá jú 
szűrőktől teljesen eltérő felépítésű eszközök egyik 
legrégibb képviselője, a hullámdigitális szűrő (wave 
digital filter). Cikkünkben, amely a Híradástechnika 
folyóiratban megjelenő sorozat 4. tagja, ezzel az esz
közcsaláddal foglalkozunk. Sorozatról lévén szó, fel
tételezzük az [1 , 2, 3] cikkek ismeretét . Fontossága 
miatt az ott leír taknál kissé részletesebben érintjük 
a referens szűrős approximációs módszer néhány 
kérdését. Bemutatjuk a hullámdigitális s t ruk tú
rák Fet tweistól származó szintéziseljárását [4, 5], 
amelyet néhány példával i l lusztrálunk. E z u t á n egy
szerű hullámdigitális hálózatokban megvizsgáljuk a 
véges szóhosszúság ha tásá t , különös tekintettel a 
kerekítési zajokra. Az általánosan alkalmazott zaj-
modell [3, 6] segítségével bemutatjuk, hogy a hul

lámdigitális szűrők alaptagjaira zajtényezők értel
mezhetők. E zajtényezők lehetőséget teremtenek 
bizonyos s t ruk túrák kimeneti zajjellemzőinek meg
határozására . Eredményünk segítségével optimális 
zajú hálózatok tervezhetők. Az alkalmazott mód
szer könnyen ál ta lánosí tható. Az általánosítás során 
bizonyítást nyert, hogy bizonyos egységek (soros 
adapterok) alkalmazása kerülendő [7]. 

1. Szíírötervezüs referens módszerrel 

1.1. Az approximáció referens módszere 

A lineáris hálózatok szintézisének első lépése a 
megengedett transzfer függvények meghatározása. 
Ez most számunkra szükségtelen, mert az alábbiak
ban egy transzformáció segítségével kapcsolatot épí
t ü n k k i a megvalósítható analóg és digitális háló
zatok transzfer függvényei közöt t , más szóval, a di
gitális szűrők szintézisének első két lépését, a megen
gedett függvények meghatározását és az approxi
mációs feladat megoldását az analóg szűrők körében 
végzett hasonló lépésekre vezetjük vissza. Hangsú
lyozzuk, hogy ez a módszer nem az egyetlen [3, 8], és 
sok esetben nem is a legcélravezetőbb; akkor azon
ban, amikor fő feladatunk hullámdigitális szűrő 
szintézise, az approximációt így célszerű, sőt, így 
kell megoldanunk. 

Tekintsük az (1) transzformációt [6| 

1-
1 (1) 

Beérkezett: 1980. X I . 14. 

Ez az összefüggés az úgynevezet t bilineáris leképzés. 
Tulajdonságait vizsgálva megál lapí tható, hogy kör
ta r tó , a z-sík egységkörét az s-sík képzetes tengelyé
be, a z-sík egységkörén belülre eső területet az s-sík 
bal félsíkjára képezi le (1. ábra). 

Ha G(s) egy analóg szűrő átviteli függvénye, és 
mint ilyen, az s-sík jobb felsíkján és képzetes tenge
lyén pólusokkal nem rendelkezik, akkor argumen
t u m á b a (l)-et helyettesítve a z-től függő K(z) függ
vényt kapjuk. K{z) minden pólusa a z-sík egység
körén belülre kerül, így ez egy stabil, megvalósítha
tó átviteli jellemző. Ezen felül már csak az fontos 
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1 Re z 

1. ábra. A bilineáris transzformáció 

számunkra , milyen lesz az egymásnak megfelelő 
analóg és digitális szűrő ampl i túdó, fázis és futási 
idő karakter iszt ikáinak kapcsolata. A digitális szűrő 
z-síkjának és p komplex frekvenciasíkjának össze
függését (2) adja meg [5]: 

(2) 

Könnyen ellenőrizhető, hogy ekkor a p~ és az s-sík 
képzetes tengelyei közöt t a bilineáris transzformáció 
az alábbi megfeleltetést hozza létre: 

p=](a, s=jü, Q = t{ 
coT 

így í rható, hogy 

K(e*"T) = G(jü)\ 

(3) 

(4) 

Lá tha tó , hogy a transzformáció az analóg szűrő amp
litúdó és fáziskarakterisztikáját periodikusan a di
gitális szűrő co tengelye fölé képezi le. Ezt a 2. ábra 
szemlélteti egy másodfokú, Csebisev t ípusú szűrő 
ampli túdó-karakter iszt ikáján. 

Nem ilyen egyszerű a futási idő karakter isz t ikák 
összefüggése. Az analóg és digitális szűrő fáziska
rakteriszt ikáira érvényes, hogy 

(pK((ű) = (pa(Q) 
i?=tg 

toT ' 

Mindkét oldalt co szerint deriválva, a jobb oldalon 
alkalmazva a láncszabályt : 

Az eredmény első tényezője éppen az analóg szűrő 
futási idő függvénye. A második tényezőben a diffe
renciálást elvégezve kapjuk: 

o=tg (5) 

ír/T 

[H757-2J 

2. ábra. Az amplitúdókarakteriszt ikák kapcsolata 

Eredményeinket előnyösen használhat juk fel digitális 
szűrő transzfer függvényének meghatározására , ha a 
követelmények a szűrő f rekvenciatar tománybel i v i 
selkedésére vonatkoznak. A követe lményeket ugyanis 
a (3) összefüggéssel, esetleg (5) bevonásával az ana
lóg szűrő Q t a r tományába t ranszformáljuk; az s-sí-
kon meghatározzuk a követelményeket kielégítő ana
lóg referens szűrő transzfer függvényét, majd az (1) 
bilineáris transzformáció segítségével a keresett z-
- transzformáltat . 

Az analóg referens szűrő a digitális szűrő tervezé
sénél á l ta lában nem játszik közvetlen szerepet. En
nek az az oka, hogy a digitális szűrő realizálása már 
nem támaszkodik a referens szűrő felépítésére. H u l 
lámdigitális felépítésű szűrőknél viszont éppen az a 
cél, hogy a kia lakí to t t s t ruk túra ne csak a referens 
szűrő átviteli jellemzőit, hanem annak felépítését is 
tükrözze. E törekvés azzal indokolható, hogy ekkor 
a származta to t t digitális szűrő kerekítési zaja és ér
zékenysége lényegesen jobb, mint a hagyományos 
megvalósítási formák esetében [13, 14]. 

1.2. A referens szűrő elemei és felépítései 

Referens hálózatainkban alapelemeknek tekint jük 
az ellenállást, kapaci tás t , indukt iv i tás t , a gi rá tor t 
és egy különleges négypólust, amelynek egy vál tozata 
cirkulátorból és kapacitásból épül fel [7], egy másik, 
reciprok vál tozata pedig a „uni t element" (egység
elem) nevet viseli [4, 9]. Jelen dolgozatban a nonre-
ciprok vál tozat tal kerülünk csak kapcsolatba, s az 
egyszerű hivatkozás érdekében a tovább iakban RT 
elemnek nevezzük. Ez az eszköz számos érdekes tulaj
donsággal rendelkezik, de számunkra ezek közül 
csak az lényeges, hogy kimenetére Zt{s) impedanciá t 
kapcsolva bemeneti impedanciája 

Zbt(s) = R 
Zt{s) + sR 
sZt(s) + R (6) 

ahol R a négypólusra jellemző állandó. Könnyen lát
ha tó , hogy s = ± 1 esetén 

Z b t ( l ) = 2í, Z b e ( - (7) 

Egyszerűen k imuta tha tó , hogy tetszőleges Zbe(s) im
pedanciából, amelyre a (7) egyenlőségek teljesülnek 
valamely R érték mellett, kiemelhető egy 7 ? = Z b e ( l ) 
jellemezte RT elem. (6) megfordítása ugyanis 

Zt(s)=Zb,(í) 
sZbe(l)~Zbe(s) 
S Z b e ( s ) - Z b e ( l ) (8) 

éppen az s=í helyen értelmezett Richárd-transzfor
máció [10], amely a tet t feltételek mellett az eredeti
nél kisebb fokszámú, pozitív reális impedanciá t 
eredményez. Azonnal lá tható , ha Z b c (s) reak táns 
impedancia, akkor realizálható RT elemek lánckap
csolásával. Mivel a reak táns kétpólusok impedanciája 
s-nek pára t lan függvénye, a (7) egyenletek teljesül
nek. A kétpólusból kiemelhető egy R T elem, a vissza
maradó impedancia pedig az eredetinél alacsonyabb 
fokszámú, reaktáns impedancia lesz. így az RT ele
mek kiemelése mindaddig fo ly ta tha tó , amíg a ma
radék-impedancia azonosan zérus nem lesz. 
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A különböző felépítésű referens szűrők közöt t 
számunkra különösen fontosak a létrahálózatok. 
Fontosságuk abban rejlik, hogy csupán ké t topoló
giai a laps t ruk túrá t tartalmaznak: hosszági és kereszt
ági impedanciák lánckapcsolásával épülnek fel. 
Kapcsolásukat a 3. ábra mutatja. 

A másik, számunkra fontos s t ruk túra a szimmet
rikus négypólusok osztálya. A villamosan szimmet
rikus reciprok négypólusokat ké t impedancia, a híd-
paraméterek teljesen jellemzik [10]. Ezek tulajdon
képpen a négypólus hidkapcsolású ekvivalensében 
szereplő impedanciák. A hálózat be- és kimeneté t 
ugyanakkora ellenállás zárja le, és a két oldalról 
lá tot t bemeneti ellenállások, reflexiós tényezők, 
transzfer jellemzők is megegyeznek egymással. A 
hidkapcsolású ekvivalens (X-tag) a 4. ábrán l á tha tó . 

2. Iluüáindigitális szűrők szintézise 

2.1. Hullámdigitális létrahálózatok 

A hullámdigitális szűrők szintézisének alapgondo
lata tulajdonképpen igen egyszerű. Első lépése a re
ferens szűrő realizálása, a bemenetre kapcsolt generá
tor és a terhelő ellenállás figyelembevételével. A 
nyert hálózatot egyszerű felépítésű és „szabványos" 
elemekre bontjuk szét. Ezek mindegyikére felírjuk 
az elemet leíró egyenleteket (Ohm-törvém' , Kirchoff-
- törvények), majd azokat alkalmas paraméterek, az 
ún. normalizáló ellenállások bevezetésével á ta lakí t 
juk feszültségreflexiós paraméterekkel kifejezett 
alakba. Ugyanígy felírjuk azokat az egyenleteket is, 
amelyek az egyes elemek összekapcsolódását fejezik 
k i . A kapott egyenletrendszer teljes mélységében 
jellemzi a referens szűrőt, beleértve a választot t rea
lizáció topológiáját is. Ezu t án az egyenletrendszert 
alávetjük a bilineáris transzformációnak. Ekkor a 
transzformált egyenletek rendszere egy olyan digi
tális szűrőt ír le, amelynek átvitel i jellemzőit a refe
rens szűrő megfelelő jellemzőivel a bilineáris transz
formáció kapcsolja össze. A hullámdigitális szűrő 
szintézisének utolsó lépése a végső egyenletek, illetve 
azok egyes csoportjainak alkalmas realizálása. 

Az elmondottak pontosabb megvilágítása érdeké
ben tekintsük az 5. ábrán vázolt létrakapcsolású re
ferens szűrőt. 

[07573] 

3. ábra. Létrakapcsolású referens hálózat 

R9 l 

Mcj> 
[H757-S] 

5. ábra. Analóg referens szűrő 

A hálózat egy lehetséges, és céljainknak leginkább 
megfelelő elemekre bontásá t a 6. ábra mutatja. 
A G, L , T jelű kétpólusokat leíró egyenletek: 

UG=U0 + RgIG 

UL=sLIL (9a) 

UT = R,F 

Az S jelű há romkapus elem egyenletei: 

- I I 

(9*) 

ul+us

2 + us

3=0. 

Az / jelű ké tkapu egyenletei pedig: 

U{=U>2. 

(9c) 

Első látásra ez utóbbi elem feleslegesnek tűnik . L á t 
ni fogjuk azonban, hogy bevezetése rugalmassá 
teszi a hullámdigitális szűrő elemkészletét. 
Végezetül az elemek összekapcsolási egyenletei: 

I G - - -If 

uL=ui 
IL=-

Í7 f=ü i U'2=UT 

-IT 
(9d) 

Ezu t án a hálózatot teljes mélységben jellemző egyen
leteinket átír juk az egyes kapuk beeső és visszavert 
feszültséghullámai segítségével. A 6. ábra mérőirá
nyaival pl . az S jelű elem 1. kapujának beeső és ref
lektál t feszültséghulláma: 

Af=Uf + Rflf; Bf = U* - Rflf. 

I t t Rf pozitív állandó, a kapu normalizáló ellenál
lása. 

A feszültséghullámok egyenleteinek felírása előtt 
döntenünk kell az egyes kapuk normalizáló ellenállá
sainak értékéről. Legfontosabb szabály errenézve 
az, hogy az egymáshoz kapcsolódó kapuk normalizáló 

1— - ---O 9 

Q— -O » -

f uj} f u T p (D 
. o o 

I I I ' 
iH757-6j 

4. ábra. Szimmetrikus referens hálózat híd-ekvivalense 6. ábra. A referens szűrő felbontása elemekre 
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ellenállásait azonos értékűnek kell választanunk, így 
az összekapcsolási egyenletnek egyszerűnek, és fő
képpen egyszerűen realizálhatónak adódnak. További 
szabály, hogy kétpólusok normalizáló ellenállását a 
kétpólust jellemző paraméternek (ellenállás, induk
tivi tás , stb.) megfelelően, a há romkapus elemek 
(pl. az 5 jelű) 3. kapujának normalizáló ellenállását 
pedig másik ké t kapujának normalizáló ellenállásá
val összefüggésben választjuk meg. Lát juk majd, 
hogy ezek a szabályok a keletkező egyenletek lénye
ges egyszerűsödését, s így a realizálás kényelmét 
eredményezik. 

A 6. ábra egyes kapuinál a célszerű normalizáló 
ellenállások: 

Ra = Rf=Rg RL = Ri=L 
Ri1=Rs = R s + R s r t = r ^ B / 

A kétpólusok egyenletei a feszültséghullámokkal 

B L = ~ r r s

A L (10«) 

BT = 0 (AT = 2Ut). 

Az S há romkapus elemet leíró egyénietek: 

B f = ( l - a ) A f - o c A | - a A | 

B f = - ( l - a ) A ? + o A f - ( l - a ) A (10ft) 

Bi=-Af-Ai 

ahol «. = Ri/R§: 
Az I ké tkapu egyenletei pedig: 

B[ = yA[ + (l-y)A'2 

(10c) 
Bi = (í + y)A{ -yA<2 

ahol y=(RÍ-RÍ)/(Ri+Ri) 
Végül az összekapcsolási egyenletek: 

B° = Af B'=AI B'=AI BT = A' 
(10d) 

A = Bf AL = B§ A{ = Bi AT = B<2. 
Most valamennyi egyenletünkön elvégezzük a bilineá-
ris transzformációt. Változni csak az indukt ivi tás 
egyenlete fog, de hála az alkalmas normalizáló ellen
állás választásnak, nagyon egyszerű lesz: 

BL=-z~íAL, (11) 

E z u t á n már csak az egyes egyenletcsoportok realizá
lása van há t ra . Ezt a 7. ábra mutatja. 

Természetesen az egész eljárásnak csak akkor van 
értelme, ha a realizálni k íván t átviteli jellemző k i 
fejezhető a hálózatban valahol fellépő feszültség
hullámok hányadosaként . Létrakapcsolású hálózatok
nál mindig a referens szűrő átvitel i tényezőjének 
bilineáris t ranszformált já t kívánjuk realizálni a szár
maztatott digitális szűrővel, s ez a 7. ábrán lá tha tó 
AT és BG feszültséghullámok hányadosaként — egy 
szorzóállandótól eltekintve — valóban előáll. Ez 
annak köszönhető, hogy a referens szűrő leírására 
éppen a feszültséghullámokat vá lasz to t tuk . 

444 

=*=R 9 l !R 9 *L) 7T=(R.,-R9 -L)/(R t +R9 +L) 

'M757-? 

7. ábra. Hullámdigitális szűrő 

Magyarázatot igényel, miér t volt olyan lényeges 
az, hogy S 3. kapujának normalizáló ellenállásául az 

Ri=Rf+R! 

értéket választot tuk. Ennek részben az az oka, hogy 
így az S hálózatelemet realizáló ún. soros adaptort 
csak egy paraméter , a jellemzi, s így az adaptor 
igen egyszerű szerkezetű. Másrészt viszont egy ilyen 
adaptor a 3. kapujánál bármivel lezárható , nem jön 
létre olyan hurok, amely legalább egy késleltetőele-
met nem tartalmazna. Ez annak köszönhető, hogy a 
(106) egyenletben B§ explicit módon Af- tól nem 
függ. 

Létrakapcsolású hálózatokban lezárásként végül 
is csak generátor, ellenállás, indukt iv i tás és kapaci
tás szerepelhet, többkapus elemként pedig csak a 
soros és párhuzamos kapcsolás (adaptor), illetve az 
átkötés (a 6. ábra hálózatában az / jelű elem) jöhet 
szóba. Az előbbiek fontosabb tulajdonságai t az 1. 
táblázat, míg az utóbbiakét a 2. táblázat tartal
mazza. 

Ha a normalizáló ellenállások választásánál a 
táb láza tokban fel tüntetet t szabályokhoz alkalmaz
kodunk, egy tervezési feladat során természetesen 

1. táblázat 

Az analóg 
kétpólus 

Norma
lizálás 

Reflexás 
egyenlet Realizálás 

Jelképi 
ábrázolás 

Induktivitás 
I —c 

^ 1 -
R= L B=-Z _ 1A 

A _ Z"1 
B 

-1 

A 

Kapacitás 
I - > 

R=1/C B =Z1 A ZT1 
B_ 

A 

3 _ J ~ 

Ellenállás 

u | r^R, 
R = R, 

A = 2U 

B =0 

A -m— 

B - H B \ 

Generátor 
, R 9 o - I 

R--R 9 

A=2U-U0 

B = U 0 

— » - B 

— A 

— - B 

• • A 

[ff757-TT| 
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Az analóg 
hálózat 

Jellemző 
egyenletek 

Kenyszerfel -
tétel 

Poraméter 
Reflexiós mátrix Elvi kapcsolási rajz 

2.táblázat. 

Jelképes 
ábrázolás 

Soros kapcsolás 

I , —1> I ; — > 

U , | R , " 2 R 3 | U 3 

I , = 1* 
= R , + R 2 

R i 
-1-06 o C -1 -ot| 

-1 -1 0 

Párhuzamos 
kapcsolás 

R 3 = R , x R 2 

U , R, R. . | u 2 R 3 j u 3 

U, = U 2 =U3 

Rí 

-1-/3 1-/5 1 

/3 1-/3 0 / 

Illesztő adaptor 

I , —1> o—I? 
o o 

Ui | R , , R 2 | u 2 

U, =U2 

/ j - ^ R2 "Rí 

TT 1- r 

1-r - T 

H757-T2 

felesleges a (10a, ft, c, d) t ípusú bonyolult egyenlet
rendszer felírása, a létrakapc.solású hullámdigitális 
szűrő a referens szűrő kapcsolásából közvetlenül 
megrajzolható. Egyetlen szabadsági fok van, s ez az 
á tkötés (illesztő adaptor) elhelyezése. Ennek eldön
tése u t án már a normalizáló ellenállások értéke is 
egyértelműen ha tározható meg. Pé ldaként bemu
tatjuk a 8. ábrán l á tha tó nem triviális referens szűrő 
hullámdigitális megfelelőjének tervezési lépéseit (9a, 
b, c, d ábra). 

2.2. Rácskapcsolású hullámdigitális szűrők 

Ha a referens szűrő szimmetrikus, akkor létezik 
hídkapcsolású ekvivalense (X-tag) [10]. A hídkap-
csolásból szá rmaz ta to t t digitális szűrőt Fettweis 
nyomán rácskapcsolásúnak (lattice) nevezzük [11]. 
A származta tás ugyanazzal a módszerrel tör ténik , 
amelyet az előző szakaszban alkalmaztunk. A hálózat 
célszerű felbontását a 10. ábra mutatja. Most, mivel 
ezt az irodalomból [10] készen kapjuk, az X-tag im
pedanciaparaméteres leírásából indulunk k i . A 10. 
ábra mérőirányaival a négypólust jellemző egyen
letek : 

t/f =I(Z I +Zn)/Í + l(ZH-Zl)Ii 

l/|=i(ZII-ZI)/f + I(ZI+ZH)/f. 

A beeső és visszavert feszültséghullámokat bevezet
ve, normalizáló ellenállásnak mindkét kapuná l R-el 
választva, majd az egyenleteket á t rendezve : 

Bf=l(Sn + Sx)Af +1 (Sn - Si)AZ 

Uoj 

1 1.236 
A I - - — T T O 1 — 

4 

4=3,236 

1.236 

3,236 1 Ut 

[H757-8S 

8. ábra. Létrakapcsolású, szimmetrikus referens szűrő 

ahol 

Sr Sn — Zg~R 
Zn + R 

A bilineáris transzformációt elvégezve a digitális 
szűrőt jellemző egyenleteket nyerjük. Ha rendelke
zésre állanak az S\ és Sn reflexiós tényezők bilineá
ris t ranszformált jai t megvalósító digitális szűrők 
az X-tag hullámdigitális megfelelője a 11. ábra sze
rinti kapcsolásban realizálható. 

Az SY és <S„-höz tar tozó digitális szűrők a 2.1. 
szakaszban foglaltak szerint a Z, és Z„ impedanciák 
valamely kanonikus realizációjából könnyen előál
l í thatók. További előnyös megvalósításokra ad lehe
tőséget az 1.2. szakaszban emlí te t t R T elem. Az ot
tani megállapítások értelmében reak táns impedanciák 
RT elemek lánckapcsolásával is realizálhatók. Hogy az 
RT elem hullámdigitális megfelelőjét meghatározzuk, 
érdemes megvizsgálni, milyen összefüggés van az RT 
elem bemeneti ( Z b e ) és lezáró (Zt) impedanciájának 
az / ? = Z b e (1) ér tékű normalizáló ellenállásra vett 
reflexiós tényezői közöt t . 

A bemeneti impedancia reflexiós tényezője: 

-R 
be Zbe + R 

(6) behelyettesítésével: 
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c , 

rh 
+ 
2 

0,761 

rh 
2 

rh 
2 

. I I 

i i 
2 
H 

rh 
2 

' II • * - II ' — 

— 2 U t 

-1 

« . =0.447 /92=0.121 « 3 = 0 5 /34=0121 <*5=0.447 

d., [H757^9l 

S. ábra. Létrakapcsolású hulláindigitális szűrő terve
zésének lépései 

u°i0 u<í 5^MUUJ]I* 
|H757-TÖ] 

10. d£>ra. Hldkapcsolású referens szűrő felbontása ele
mekre 

A f — 

1M757-1M] 

21. áöra. Rácskapcsolású hullámdigitális szűrő felépí
tése 

S. 
1 -5- Z < - f í _ l - s 

A hullámdigitális szűrő Sbe és St bilineáris transz
formált]'ait realizálja. Ezek közöt t az összefüggést 

az 
1 - * . 
- =zr1 

l + s 
szorzótényező hozza létre. Ez egyetlen késlel tető-
elemmel megvalósítható, a megvalósítás módjá t a 
12b. ábra mutatja. 

A kaszkádba kapcsolt RT elemek R paraméte re 
á l ta lában különböző. Ennek megfelelően az egyes 
RT elemek közé a hullámdigitális hálózatba illesztő 
adaptorok kerülnek (2. táblázat). 

A 8. ábrán bemutatott szimmetrikus referens 
szűrő hullámdigitális megfelelőjét a 13. ábra mutatja. 
Ebben a realizációban a harmadfokú h íd impedanciá t 
RT elemek és illesztő adaptorok realizálják. 

R 

= B 3 * 
=»z be 

a, 

12. ábra. R T elem és hullámdigitális megfelelője 

-ff 

TT, =- 0.684 

tf2 =0.692 

1*3 = 0.201 

i - t 

-ff 
_ L 

1\ =-0.214 

0 2 

[H757-13] 

Iá. ábra. Rácskapcsolású hullámdigitális szűrő 

3. A véges szóhosszúság hatása RT elemes hálózatban 

3.1. Illesztő adaptorok zajának jellemzői 

' A digitális szűrőben a jeleket megjelenítő kód
szavak hossza kö tö t t , ezért minden szorzást egy szó
hosszcsökkentő — újrakvantáló — eljárás követ , 
így a szorzások eredménye á l ta lában pontatlan, s 
ez a szűrő kimeneti jelének torzulását okozza. A be
menő jel kvan tá l t voltából eredően is hasonló jellegű 
hiba jelenik meg a szűrő kimenetén. Kézenfekvő, 
hogy ezeket a h ibáka t az ideális jelhez adódó, addi
tív zajnak fogjuk fel. Digitális szűrők zaj analízisénél 
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feladatunk az, hogy a hálózat s t ruk túrá jának és 
szorzóparamétereinek ismeretében kijelentéseket te
gyünk a kimeneti kerekítési zaj (roundoff nőise) 
valamely jellemzőjére. Jelen cikkben fixpontos arit-
metikájú, kerekítéses szóhosszrövidítést alkalmazó 
digitális szűrőket vizsgálunk [2]. Annak érdekében, 
hogy a jelenségeket analitikusan kezelni tudjuk, a 
szorzások eredményének új rakvantá lásakor keletkező 
addi t ív hibajelek sorozatáról a következőket té te 
lezzük fel: 

— a hibajelek ergodikus, korrelát lan sorozatot al
kotnak, 

— a hibák amplitúdó-eloszlása egyenletes, 
— az egyes szorzók keltette hibák függetlenek. 

Feltevéseink következménye, hogy ha a hiba maxi
mális értéke h0, akkor a zaj szórásnégyzete (átlag
teljesítménye): 

„ 1 
'3 

Feltevéseink mellett igazolható az irodalomban ál
talánosan alkalmazott, következő tétel [12]: 

ha egy digitális szűrőben valamely szorzó kimene
tétől a szűrő kimenetéig értelmezett átviteli függ
vény K^z"1), akkor a szűrő kimenetén az ezen 
szorzó keltette zaj szórásnégyzete: 

Ki(z-1)Ki{z)z-1dz (12) 

és i t t az integrálást a z-sík egységkörén kell elvégezni. 
Ha a Kjiz-1) átviteli függvény stabil, be lá tható , 

hogy az egységkör bizonyos környezetében 

7 = ~ 
(13) 

érvényes, ahol k_j = kj minden j-re . Komplex függ-
vénytani megfontolásokból adódik, hogy (12) kifejez
hető a (13) sorfejtés szabad tag jáva l : 

,Fn(z-'i ,F , ( r F 0 (Z"'l 

' 4 -

B,,j 

2 4 < «-H-' 

(14) 

A k0 á l landót a Kfe-1) zaj átviteli függvény zajté
nyezőjének nevezzük. Figyelembe véve az egyes 
szorzók keltette zajok függetlenségét, a hálózat k i 
meneti kerekítési zajának szórásnégyzete az egyes 
szorzóktól származó Pi mennyiségek összege lesz. 

Bár ez a zaj modell az egyetlen, amely analitiku
san kezelhető, és az irodalomban ál talánosan elter
jedt, meg kell jegyeznünk, hogy kiindulási feltételei 
csak kor lá tozot t érvényűek. A modell segítségével 
kapott eredmények akkor közelítik jól a valóságot, ha 
a szűrő elegendően bonyolult. Mégis, a modell jelen
tősége abban áll, hogy alkalmazásával lehetőség 
nyílik arra, hogy a különböző realizáló s t ruk tú rák zaj
viszonyairól á t tek in tő képet kapjunk, amely — legyen 
bár pontatlan — értékes segítséget nyú j tha t a struk
tú ra kiválasztásának feladatában. 

A továbbiakban megmutatjuk, hogy bizonyos 
hullámdigitális hálózatok esetén ez a zaj modell igen 
egyszerű eredményeket szolgáltat, amelyek felhasz-

=*2,í i - A'>i 
H757-U 

14. ábra. R T elemes hullámdigitális kétpólus 

nálásával a szóban forgó s t ruk túrák zajra optimali
zálhatók. Az alkalmazott módszer kiterjeszthető ál
ta lánosabb felépítésű hullámdigitális hálózatokra is 
[7], most azonban ezzel nem foglalkozunk. 

Tekintsünk egy RT elemekből és illesztő adapte
rokból felépített s t ruk tú rá t , amely legyen egy reak-
táns referens impedancia hullámdigitális megfelelője 
(14. ábra). Az í-edik illesztő adaptor szorzójának k i 
menetétől a /-edik adaptor 2. kapujának kimenetéig 
számítot t átviteli függvényt K^y(z _ 1 )-el jelöljük. 
Ha az í-edik illesztő adaptor szorzójának kimenetén 
a hibasorozat z-transzformáltja / i / z - 1 ) , az ábra je
löléseivel : 

A , y = Fj-Az-^B^ + K ^ i z - ^ h ^ ) . (15) 

A 2. t áb láza t segítségével, figyelembe véve, hogy a 
/-edik adaptor szorzója is termel zajt: 

BXj = yjA^j + (1 -yj)A%{ + / i / z - 1 ) 
(16) 

(15)-t behelyettesí tve, majd B1j-t eliminálva kap
j u k : 

B*>>= 1 -yjF^iz-i) + 1 - y ^ r * ) ^ ) + 

Könnyen lá tha tó , hogy a bevezetett jelölésekkel: 

(18) 
) 1-YjFj^z-r 

A /-edik adaptor saját zajátviteli függvénye: 

_ l + F ^ z - 1 ) 

X j ^ - l - Y j F , . ^ ) -

Vezessük be Ty(z _ 1)-et, amelyet a /-edik adaptor 
tranzit zaj átviteli függvényének nevezünk I 

(19) 

1 + y , 
1 • l-yjFj^z-1) 

Szembetűnő, hogy (17) szerint: 

K / j / z - i ) = r / z - i ) X Í J _ 1 ( z - i ) . 

(20) 

(21) 

Először az Fj{z~x) függvények tulajdonságai t 
vizsgáljuk meg. A (18) összefüggés ekvivalens alakja: 

^ ( - ^ ( O - C - y / ) ) ( 2 2 ) 
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Ez az ekvivalencia fizikailag egyszerűen interpretál
h a t ó : a j-edik adaptort hullámdigitális girátorokkal 
fogjuk közre, és hogy az eredő transzfer függvény ne 
változzék, a szorzó előjelét megvál tozta t juk (15. 
ábra) . 

1 
F - i - i ( Z " ' ) 

i 
F M ( Z 

í ' í - í 'í 
1 

4+ 
2 

i 

+f 
2 

-fi 

4 » 
-1 1 i 

H757-15! 

15. ábra. Ekvivalens hálózatok 

Reak táns referens impedancia esetén F0(z~1) = z-1. 
í g y : 

Fx(z^)=z 

T e h á t : 

Ha viszont 

z z ~ Y l F^z)' 

F J z - ^ F ^ l . 

F{r*)F{z) = \, 

akkor ez /-(-l-re is teljesül, hiszen 

i + Á ' l-y^Fjiz-i)-

1 Fj^)(í~yJ+1Fj(z)) 

z F{z-i)(Fj(z)-yj+1) • 

Egyszerűsítve az adódik, hogy 

(23) 

Ezér t r eak táns referens impedanciák esetén (23) 
minden /-re teljesül. 

A Kfjiz-1) zaj átviteli függvényt A-t ípusnak ne
vezzük, ha az egységkör valamely környezetében 

Fjiz-^KiJz-^K^z)^ Z akz-K (24) 

A z=>z _ 1 cserével adódik, hogy ekkor 

F / z ) X , / Z - i ) X , / z ) = 2 (25) 

Könnyen igazolható, hogy a (23) összefüggés tel
jesülése esetén bármely illesztő adaptor K, ^z"1) 
belső zajátviteli függvénye A-típusú. A (18) és (19) 
kifejezéseket (24)-be helyettesí tve ugyanis 

F^)Kit {zr*)Kti íz)=z-iKjt ^ ) 

amely lá tha tóan (24) alakú sorba fejthető. 
További gondola tmenetünk szempontjából alapve

tő fontosságú tény, hogy ezekben a hullámdigitális 
s t r uk tú rákban a zaj átviteli függvények (24), (25) 
szerinti tulajdonsága „öröklődik" . Igaz a következő 

kijelentés: ha Ktfz~v) A-t ípusú, akkor Kt• - + 1 ( z _ l ) 
is A- t ípusú. (18) es (20) a lkalmazásával : 

F^iz^T^iz^z-iT^iz-^F^z-i) (26) 

(21) és (26) alapján pedig: 

FJ+1(z-i)Ku+1(z-i)KiJ+1(z) = 

^Tj^z^Fjiz-^K^z-^/z) 

amely feltételünk mellett (24) alakú sorba fejthető. 
Az A- t ípusú zaj átviteli függvények zajtényezője 

egyszerűen számítható. Ha Kt fz~x~) A- t ípusú, és 
zajtényezője kt .; T^izr1) tranzit zajtényezője 
pedig tj+í, akkof K^j^z'1) zajtényezője 

A (20) képlet behelyettesítésével ellenőrizhető, hogy 

T / + 1 ( z - i ) T y + 1 ( z ) = c ; + 1 T y + 1 ( 2 - i ) F / z - i ) + tJ+1 + 

+ cJ+1Tj+l(z)Fj(z) (28) 
ahol 

(29) 

A (21) kifejezés és (28) segítségével í r h a t ó : 

KIJ+1(z-i)Ku+1(z) = 

= c^T^z-^Ffr^W^z-^K^z) + 
+ tJ+1KiJ(z^)KiJ(z) + 

+ cj+iTj+i( 
z)FJ{z)KÍJ(z-^)Ku{z) (30) 

(30) első sora feltételeink szerint (24), harmadik 
sora pedig (25) alakú sorba fejthető, hozzájárulásuk 
az eredő zajtényezőhöz zérus. Az eredő zajtényező 
egészét a második sor szolgáltatja, úgy, ahogyan azt 
a (27) összefüggés állítja. 

H á t r a van még a belső zaj átviteli függvények zaj
tényezőjének meghatározása. A (18) és (20) egyenle
tek behelyettesítésével ellenőrizhető, hogy 

+ - / c , i T, ( Z )F í _ 1 ( z ) (31) 

ahol 

1 -7 , 
-=l+t, 

kj j éppen a keresett belső zajtényező, hiszen (31) 
első és harmadik tagjának sorfejtése szabad tagot 
nem tartalmaz. 

Az elmondottakat összegezve megál lapí that juk, 
hogy egy N darab illesztő adaptort t a r t a lmazó RT 
elemes hullámdigitális kétpólusban, amely reaktáns 
referens impedanciából származot t , az ?-edik illesztő 
adaptor szorzójára vonatkozó zaj tényező: 

* / , * = ( ! + ' / ) 77 tr 
(32) 

A kétpólus kimenetén fellépő zaj szórásnégyzete 
pedig: 
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I N N 
(33) 

A tt tranzit zajtényezők pozitív ér tékűek. Pe t ehá t 
akkor minimális, ha valamennyi tt ér ték a lehető 
legkisebb. E mennyiségek a s t ruk tú ra megszabta 
határokon belül valóban minimalizálhatók. A (22) 
ekvivalenciatulajdonság lehetőséget ad arra, hogy 
az illesztő adaptor yj paraméterei akár pozitív, akár 
negat ív ér téket felvegyenek. A (29) összefüggés sze
r in t kö tö t t \yt\ esetén tt minimális, ha y(- előjele ne
gatív, így kijelenthető, hogy zaj szempontjából azok 
az RT elemes s t ruk tú rák optimálisak, amelyekben 
valamennyi illesztő adaptor negatív paraméterű . 
Optimális s t ruk túra zajára felső becslés is adha tó . 
Ez esetben ugyanis ^ = 1 minden f-re, és az eredő 
zaj szórásnégyzete: 

(34) 

Gyakorlati esetekben a (24) becslés igen t ág h a t á r t 
ad. 

3.2. RT elemes struktúrák érzékenysége 

Digitális szűrőkben a kalkulációt végző á ramkörök 
véges szóhosszúságának hatása nem merül k i a kere
kítési zajok megjelenésében. Maguk a szorzóállan
dók sem ideálisan pontosak, hanem szintén kerekí
tet t értékek lehetnek. A megvalósí tot t szűrő átvitel i 
karakter iszt ikái ezért nem ideálisak, at tól lényegesen 
el térhetnek. Az eltérés nemcsak a szorzóállandók 
pontosságától, hanem a s t ruk tú ra tulajdonságaitól 
is függhet. 

A digitális szűrőt leíró hálózatjellemző érzékeny
ségfüggvényeit hasonlóképpen értelmezik, mint ana
lóg hálózatok esetén [10]. Általános esetben ezek 
vizsgálata bonyolult. Hullámdigitális s t ruk tú rákná l 
belá tható , hogy a digitális szűrő mintegy „örökl i" 
a referens szűrő érzékenységi tulajdonságait [13], ez 
azonban r i tkán jelenti a vizsgálatok jelentős egy
szerűsödését. Azokban az esetekben, amikor ezeket 
a vizsgálatokat elvégezték, úgy ta lá l ták , hogy a hul
lámdigitális hálózatok jóval érzéketlenebbek az egy
szerűen előállítható kaszkád és párhuzamos struk
tú rákná l [14]. Konkré t paraméterekkel megadott 
szűrők esetében ezt igazolja Mitra is, amikor vala
mivel á l ta lánosabban bemutatja, hogy a létra (lad-
der) és a rács (lattice) kapcsolású szűrők érzékenységi 
tulajdonságai jobbak a kaszkád kapcsolás hasonló 
jellemzőinél [15]. 

E cikkben nem vál la lkozhat tunk arra, hogy ennek 
a kérdésnek megfelelő teret szenteljünk. Most mind
össze egy becslési módszert mutatunk be, melynek 
segítségével a 3.1. szakaszban vizsgált R T elemes 
digitális kétpólusok érzékenységeire adunk felső 
kor lá tot . 

Tekintsük ismét a 14. ábrán felrajzolt há lóza to t ! 
A kétpólus F w ( z _ 1 ) átvitel i függvényének az z-edik 
illesztő adaptor szorzóparaméterére vett érzékeny
ségfüggvénye: 

dFN(z~i) 3vv(z-i) N-i 

9y,. 8y,. I I 
/ = 1 

(35) 

Először a szorzat első tényezőjét vizsgáljuk meg. 
A (18) kifejezés segítségével: 

8y,. ( l - y , . F , . _ 1 ( z ^ ) ) ( l - r , . F , _ 1 ( z ) ) ' 
(36) 

A (23) egyenlőségből következik, hogy 

Fi_1(z-1) = e'f, Fi_1(z) = e-jv 

a z-sík egységköre mentén. (36)-ban helyet tes í tve : 

aFXz-1) 
8y,. 

12 sin 991 
'1 + y?—2y,. cos <p ' 

Kifejezésünk szélsőértéket vesz fel, ha 

2 cos 99(1 + y?—2y(. cos 99)—4y ( sin <p = 0. 

Ezt az egyenletet megoldva: 

(37) 

COS (p-
2y,. 

sm = : 

1 - y f 
1 + y?' 1 + y f 

Visszahelyettesítve (37)-be, kapjuk, hogy 

dF^i) 
dyt 1-7? 

(38) 

Hasonló eljárást végezhetünk (35) többi tényező
jének vizsgálatánál is. A végeredmény: 

8 F / z - i ) \Yj\ 
1 Wj 

(39) 

A (38) és (39) képletek a szorzóparaméterek előjelé
től független e redményt adnak. A végső becslést 
ezen eredmények felhasználásával kaphatjuk: 

dy, 
N-i 1+ y. 

í-yf / J i l-\y'j 

4. Összefoglalás 

Cikkünkben hullámdigitális szűrők szintézisével és 
e szűrőosztály egy alcsoportjának analízisével foglal
koztunk, a véges szóhosszúság ha tásának vizsgálatára 
szorítkozva. 

A hullámdigitális szűrőket a referenciául szolgáló 
analóg szűrők segítségével származtat juk. A hul lám
digitális és a referens szűrő hálózatjellemzőit a b i -
lineáris transzformáció kapcsolja össze, miközben a 
ké t s t ruk tú ra közöt t meglehetősen szoros összefüg
gés áll fenn. Szemben a többi digitális s t ruk túráva l , 
a hullámdigitális hálózatok esetében a referens szűrő 
ezért fokozott szerepet kap. Az analóg referens há
lózatok szinte kizárólag a létrakapcsolású és a szim
metrikus s t ruk tú rák . A referens szűrők leszűkítése 
erre a k é t csoportra jelentősen egyszerűsíti a keletkező 
digitális szűrőt. Ekkor ugyanis a hullámdigitális 
há lóza tban alaptagok értelmezhetők. Alaptagul 
szolgálnak a tárolóelemek és a soros, pá rhuzamos , 
illesztő adaptorok. A girátorok, RT elemek megvaló
sításához nincs szükség külön egységekre, hiszen 
ezek az elemek a többi adaptor megfelelő összekap
csolásával realizálhatók. Az alaptagok nem tú l bo
nyolultak, és segítségükkel jó minőségű, szelektív 
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szűrési feladatok ellátására alkalmas szűrők hozha
tók létre. 

Ál ta lában megál lapí tható, hogy a hullámdigitális 
szűrő ugyanannyi tárolóelemet tartalmaz, mint a refe
rens szűrő reaktáns elemeinek száma. Létrakapcsolá
sú hálózatoknál a szorzók száma eggyel kisebb, mint 
a referens szűrő ágainak száma. Belá tha tó , hogy a 
hullámdigitális s t ruk tú rák e tekintetben optimálisak. 
Nem minimális a hullámdigitális szűrő összeadó 
egységeinek a száma, ez azonban szimmetrikus háló
zatoknál jelentősen csökkenthető (RT elemes háló
zatok). 

A véges szóhosszúság ha tásáva l kapcsolatban a 
reak táns referens impedanciákból szá rmaz ta to t t RT 
adaptoros hullámdigitális kétpólusok zaját vizsgál
tuk. Eredményül egy igen egyszerű összefüggés adó
dott, amely megadta a kapcsolatot a hálózat szorzó
paraméterei és a kimeneti kerekítési zaj szórásnégy
zete, át lagteljesí tménye közöt t . Felhasználásával si
kerül t megadnunk annak szükséges és elégséges felté
telét , hogy az i ly s t ruk tú rák zaja minimális legyen. 
Ez a feltétel sem bonyolult: valamennyi szorzópara
méter negatív ér tékű kell legyen. Eredményünk al
kalmas arra, hogy a várha tó zaj jelenségeket a ter
vezésnél figyelembe vegyük. A bemutatott vizsgá
la t i módszer á l ta lánosí tható, ez részben megtör
t én t [16]. 

Jelen dolgozatban csak éppen ér in te t tük a tola-
renciák és érzékenységek kérdését ; RT elemes struk
t ú r á k érzékenységére egy felső becslést adtunk meg. 

Köszönöm dr. Géher Károlynak és dr. Sallai Gyu
lának, hogy felhívták figyelmemet erre a t émára , 
és tanáccsal , segítőkészséggel sohasem fukarkodva 
m u n k á m b a n i rányí to t tak is. 
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