HIRADASTECHNIKA

Algoritmus eloirt fazisu polinomok

eloallitasara*

1. Bevezetés

Mint korabbi publikaciokban megmutattak [1], els-
irt faziskarakterisztikaval rendelkezd polinomokbél
bizonyos mindentatereszt6, alulatereszt és sav-
szliré atviteli fiiggvények allithatok el zart forma-
ban, akar koncentralt paraméterii, akar elosztott
paraméterti vagy digitalis szlir6k szamara.

A fazisapproximaci6é problémajat specidlis esetekre
mar kidolgoztak. A maximalis lapos aluldtereszt6
approximaciot lanctortek [2, 3], illetve egy rekurzios
eljaras [4] segitségével oldottak meg. ElSirt fazis-
karakterisztika maximalis lapos savsziir6 értelem-
ben vett kozelitését linedris problémara vezették
vissza, mig a futasidé kozelitése a savkozépi fazis-
tolas optimalizalasat igényli [5]. Végezetiil, tetszé-
leges frekvenciasorozaton eldirt fazisértékek inter-

rekurziés formulakat dolgoztak ki
[6, 7, 8], illetve linedris egyenletrendszert allitottak
fel [9]. A fenti specidlis esetekre szamos konkrét
faziskarakterisztika approximaciojat végezték el
[10—24].

A jelen cikkben kidolgozott rekurzios eljaras 4l-
talanosabb, mint az irodalomban kidolgozott modsze-
rek, mivel mind fazisértékek, mind magasabb de-
rivaltak egyidejlileg elsirhatok tetszéleges frekven-
ciasorozaton. Az eljaras az irodalomban mar kidol-
gozott specialis esetekre is uj és hatékony formuldk-
ra vezet. Az eljarast példdkon mutatjuk be. A cikk
anyaga megtalalhaté a [25]-ben is, a bizonyitasok és
a tovabbi részletek a [26] publikaciéban jelennek
meg.

2. A feladat megfogalmazasa

Feladatunk olyan P,(p) polinom eldallitasa, amely-
nek faziskarakterisztikdja kielégiti az adott frekven-
ciasorozaton eldirt értékeket és derivaltakat. Jelsl-
jik az r+1 elemd frekvenciasorozatot w-vel ugy,
hogy O=<i=r és w,=0, azzal a kikotéssel, hogy a
zérus frekvencidn csak zérus fazisérték irhato elé.
Legyen tovabba m, az w, frekvencidn el6irt deri-
valtak szdma. Igy az origoban eldirt zérus fazis-
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kovetelményt leszamitva osszesen n =r+ 3 m, szamu
i=o

kovetelményt irtunk elé. A derivaltakra vonatkozo
kovetelmények egyszerlibb kezelésének érdekében
bevezetjiik a v, frekvenciasorozatot, amely minden
w, frekvenciat (1+m)-szer tartalmaz és igy
O=l=n. A v képzésekor az w, frekvencidk sorrendje
tetszoleges, kivéve a »,=0 értéket.

A specifikacio tomor kezelésének érdekében beve-
zetjilk a paratlan g(w) fiiggvényt, amely rendelkezik
specifikalt fazisértékekkel és derivaltakkal, egyéb—
ként tetszéleges fiiggvény. Attériink a p komplex
frekvenciatartomdnyra gy, hogy a @D(jw)=je(w)
definiciéval bevezetjiik a @(p) komplex fazisfiigg-
vényt. A szamitiasok sordn a paratlan A(p) és paros
B(p) figgvényekkel fogjuk a fazisel6irast reprezen-
talni, amelyek kielégitik a tanh @(p)=A(p)/B(p)
egyenletet ugy, hogy A(p) és B(p) nem rendelkez-
nek poélusokkal és kozos zérusokkal az eldirt o,
frekvencidkon. Ez a definicié nem hatarozza meg tel-
jesen az A(p) és B(p) fiiggvényeket, pl. az A(p)=
=tahn &(p), B(p)=1 vagy A(p)=p, B(p)=p/
/tahn ©(p) vagy A(p)=sinh @(p), B(p)=-cosh @(p)
fiiggvényparok egyforman megengedettek a szamita-
sok elvégzéséhez. A kés6bbiekben mindig azt a fiigg-
vénypart valasztjuk, amely a legkezelhet6bb kifejezé-
sekre vezet.

A fenti fazisapproximacios probléma az

OAPn(P)] _A(p) 1 ;}—(;)1))2’;;1}3{”((5))] p,ljl(pz +4%), n=0
)

ol P,(p)]  B(p)

egyenlettel irhat6 le, ahol Od| ] és Ce[ | a paratlan
és a paros rész operatorok és X (p) egy tetszdleges
paros fiiggvény, amely az A(p)/B(p) kozelitésének
hib4jat hordozza. A hibatag kifejezésébdl adodik,
hogy X,(p) nem rendelkezhet polusokkal az eléirt
frekvenciakon. A ko6zos nevezdvel szorozva a kovet-
kez6 linearis egyenletre jutunk: :

B(p)Od|P,(p)]—A(p)Cs[P(p)]=

=(— X (p IT (P*+9D), n=0.  (2)

i=1
Elsfordulhat, hogy patologikus esétekben a (2) meg-
old4sa nem elégiti ki az (1)-t, ezért a kovetkezdkben

a P(p)t a (2) megolddsaként definidljuk és kiilon
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meg fogjuk vizsgilni, hogy P (p) megoldasa-e (1)-
nek is. A feladat tehat olyan P, (p) polinom els-
allitdsa, amely a (2) egyenletet egységnyi vezeté
egyiitthatéval ¢s minimalis fokszdmmal elégiti ki
ugy, hogy X (p)-nek ne legyenek pélusai az eldirt
o, frekvencidkon. A P (p) egyiitthatéinak kisza-
mitdsdhoz a (2)-bél linedris egyenletrendszer szir-
- maztathaté a p=jv, helyettesitéssel, azonban a
tovabbiakban ink4bb rekurziés eljarast dolgozunk ki
a P (p)eléallitasara, amely numerikusan hatékonyabb
és a megoldas tulajdonsdgait jobban megvilagitja.
A P, (p) fokszamat 8 -nel jelolve a kovetkezd alap-
tétel mondhat6 ki.

1. Tétel

A P, (p) mindig létezik és egyértelmli, J,<n és
P (p) rekurzios formuldkkal allithaté el6, amely-
nek egyiitthat6it egy tovabbi rekurzios eljaras
adja. Ha P, (p) nem tartalmaz (p%+w?) ténye-
z6t, akkor megoldasa (1)-nek is, kiilonben a’ sz6-
ban forgé n fazisspecifikdcié nem elégithetd ki.

A rekurzids eljards soran n-t mindig eggyel novel-
jik. A rekurziés formuldak alakja az n—§, kiilonb-
ségtél fiigg és a jelen cikkben csak a szabalyos n=4,
esetet fogjuk targyalni.

3. Rekurziés eljaras

2. Tétel

A P,(p) polinomsorozat el8allithat6 a
Pyp)=1, Py(p)=0y+p (3)

P, (p)=2,PP)+(P*+vH)P, 4(p), n=1 (4)

rekurziés formuldkkal és §, ., =n+1, ha §,_,=
=n-—1, §,=n és 1/a, 0, ahol «, az X (p) hiba-
fiiggvényekkel egyiitt a kovetkezd rekurzids al-
goritmussal szamithat6:

_ X 1(1%241) .
WETXG ®)
X, ()= =5 O Bedll) pa 2 ki, (6)
X(£jr)= hm X,(p), @)
p"iji’n

és a kezdeti fiiggvények a kovetkezéképpen ir-
hatok:

X_i(p)= B(p), Xo(p)=_A(p)/p. ®)

A tétel értelmében Ggy jarunk el, hogy az adott
@(p) figgvénybdl alkalmas A(p) és B(p) valasz-
tassal megkapjuk a kezdeti X_,(p) és X(p) hiba-
fiiggvényeket, majd oy, X;(p), ;. Xo(p), ®y stb.
szdmithaté. Figyeljilk meg, hogy az eljaras soran
tulajdonképpen X (p) hordozza a fazisspecifikaciot,
és az (5) biztositja, hogy az X (p) nem rendelkezik
polussal a p= =+ jv, helyen. A (7) szerinti hatarérték-
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szamitias lapos kozelitések esetén sziikséges és az
X,(p) magasabb derivaltjainak szamitisat igényli.
A numerikus algoritmus megfogalmazasahoz beve-
zetjilk a paros X, (p) fiiggvény p? szerinti csonki-
tott Taylor sordt minden el6irt o, frekvencian,
O<i<r:

Xop)~ 2 T f(@)p* + ) 2y, () =0 ha k=<0, (9)

és hasonlban:
3 vk
A(p) %kzol a(w)p(p*+ w?)"

B(p)wk,g by (P2 + ). (10)

Az adott fazisspecifikdciét az afw;) és b(w) so-
rozatok hordozzik, ahol O=<i=<r és 0=k=m,. A nu-
merikus rekurziés algoritmus szerint ezen fazisko-
vetelményeket egymés utdn valdsitjuk meg ugy,
hogy az z, ,(@,) hiromdimenziés matrixon végziink
miiveleteket. Jelolje m, , azon faziskovetelmények
szdm4t, amelyeket a tovabbi rekurzios ciklusok so-
rdn fogunk realizlni az o, frekvencidn. Igy az n=0
esetén m, y=m, irhaté, ha I1=i=r, mig m, y=my—1,
mivel az origébeli zérus fazisérték automatikusan
létrejon. Amikor egy faziskovetelményt megvalosi-
tunk, a kovetelmény frekvencidjdhoz tartozé m, ,
szam eggyel csokken. A numerikus algoritmust a ko-
vetkez$ tételben fogalmazzuk meg.

3. Tétel v
Ha 1/a; 0 mikoézben i=n—2, n—1, n, akkor
az a,, I, () és m,  sorozatok a kovetkezd nu-
merikus algoritmussal szdmithatok :
m0’0=m0——1, m, y=m,, l<i=r, (11)
T, 0)=b(w), %o (w)=al®),
O=<k=m,,, O= i=r, (12)
S NUCES S (13)
Z, o1
ahol az z, () sorozatot az m,, sorozattal
egyiitt szamlt]uk n>l-re:
m;, ,=m, ,_ ha w,#v,,
bt " 0s=i=<r, (14)
"ni,nzlni,n—l_—‘l ha ;=P
—~ o, X1, (@)
X o) = —= VE_H w? ‘
X, (@) =X, ia(@)) ‘
y i 1) ] 15
+ o (15)
ha w;#v,, O=k=m,,, O=i=r,
X, {w)=— °‘n—1Xn—1,k+k(wi) + X2, k(@) (20)
ha w;=v,, O=k=m,,, O=si=r

A fenti numerikus algoritmusnak az a lényege,
hogy minden rekurziv ciklusban a hibafiiggvény
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derivaltjait is kiszamitjuk. El6szor tehat betoltjiik
az z_y (w,) és x,,(w,) sorozatokat minden kra
¢és minden o re, aztan a v, frekvencias faziskove-
telménybdl oyt szdmitjuk, majd =z, (o) kdvet-
kezik minden k-ra, ahol O<k=m,, és minden i-re
feltéve, hogy O=m, ;, aztdn oy kovetkezik stb,

Ha a fazis derivaltjait nem irjuk el6, hanem csak
fazisértékeket specifikalunk, akkor az algoritmus egy
rekurzios lanctort formajaban is megfogalmazhato.
Megjegyezziik, hogy ez az approximacios - eset jol
hasznalhaté az egyenletes ingadozast biztosité Re-
mez algoritmus [27] 4altal igényelt interpolacié meg-
valositasara.

4. Tétel

Ha a v, el6irt frekvenciak kiilonb6z6ek mikozben
O=<l=<n+1 és 1/e;=0, ahol O=i=m—1, akkor
az a, rekurziv algoritmusa a kovetkezd rekurziv
lanctoértre egyszertisodik:

2 2
Wi y1~— Wy

, n=0. (21)

2 2
Wpyy—Wh—1

“ J—

n—1 2 2

Why1—Wp—g
O 5
3 2
a0y
&y

wn+1

%o~ tan g(w, 11)

4. Osszetett fazisfiiggvények
magasabb derivaltjainak szamitasa

Az eddigiek soran feltételeztiik, hogy az a(w,) és
b (w,;) sorozatok ismertek. Ha a fazis derivaltjait is
approximaljuk, akkor a széban forgd sorozatok sza-
mitdsa nem magatol értet6ds, mivel a szamitas Ossze-
tett fazisfiiggvények magasabb derivaltjainak is-
meretét igényli. A kovetkezékben az afw;) és
b(w,;) szamitasat ismertetjiik.

A fazis specifikalasa a

d'p(w)
dos®

1
(pk(wi)=m
W=

derivaltak megadésat jelenti, mikoézben O=<k=h,

¢s O0=i=r, ahol h,=m,, ha w,>#0 és h,=2m,+1, ha

,;=0. J6l kezelhetd formuldkra jutunk, ha az A(p)

¢és B(p) fiiggvényeket a kovetkezdk szerint valaszt-
juk és fejtjiik sorba:

Ap)=sinh D)~ 3 (~1)/§410,)(p—iw,
o 22)
B =cosh D)~ 3 (~ Dy (o)p )"

fgy a qfw) és y(w) sorozatok a sin @(w) és
cos ¢(w) fiiggvények Taylor sordnak egyiitthatoi és
a @,(0),)-bdl rekurziven szamithatok [5] minden o,
frekvencidra (0=<i=<r):
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oo(w;)=sin gyv,), (23)

Yolw;)=cos py(w,)

1 &
oi(w,) =% 1;1’ lp w)yi—i®)s

1 k
yilw) = — % 121 lpfw)o,_(w)),
l<k=h,. (24)

Végiil a p? szerinti (10) sorfejtés és a p szerinti (22)
sorfejtés egyiitthatoi kozétt a kovetkezé linearis
transzformaci6 teremt kapcsolatot.

5. Tétel

Ha a paratlan A(p) és paros B(p) fiiggvények
Taylor sorai léteznek, akkor a kdvetkez6 dsszefiig-
gések allnak fenn:

afw)=(—1)oy(w;), O=<k=m, ha =0,
' (25)

o) = éo (—1)2 (211: : ;) (2w,)~ @1+ Dg(w)),

O=k=m;, ha o =0, (26)
tovabba by(w,) = yy(w,) és
blw)=(—1)yal), O=k=m,, ha 0,=0, (27)

by = 3 (=1 s (1) 2y -ei-0y ()
[ A\ P 2k—l k—1 { I\*i/s
O<k=m, ha w,#0. (28

Osztott paraméterii szlir6k tervezése esetén még
az w=arctg  transzformaciét is be kell vezetni, és
a magasabb derivaltak eldallitasa egy tovabbi re-
kurzios eljarast igényel [26).

5. Az eredmények értékelése

A fenti eredmények értékelésére egy elméleti és egy
gyakorlati példat mutatunk be.
1. Példa

Tekintsitk a maximalis lapos alulateresztd kozelités
esetét, amikor v,=0. Igy a 3. Tétel algoritmusa a
kovetkezd formaban irhato:

£ (0)=5,0), 1, ,(0)=ay0),

41,1(0)= (T, 6% -1, kT, 0%, 1)/ %, 0| p=0>

l=k=m,—n—1,

(29)
(30)
n=0.

Ezzel lényegében a Routh algoritmusra [28] jutot-
tunk, ha A(p), ill. B(p) egy adott polinom parat-
lan, ill. paros része. Mas szdval, polinomok Hur-
witz-vizsgalata elvégezheté a vizsgalandé polinom
fazisanak maximalis lapos aluldtereszt kozelitésé-
vel. Ez a megfigyelés altaldnosabb kozelitésekre is
kiterjeszthet6, és igy a Hurwitz-tulajdonsag vizsga-
! latara 1j kritériumok - szdrmaztathatok. Ezen ered-
ményekrdl egy késdbbi publikacidban szdmolunk be.
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2. Példa

A jelen cikk algoritmusainak felhasznaldsdval sza-
mitdégépprogram -késziilt [29], amely eléirt fazishoz
eléallitja a megfelel6 polinomot és elvégzi az eldirt
fazish  polinomokbdl egyszertien konstrualhato
Sy, o(p) atviteli fiiggvények analiziseit. A kovetke-
z6kben bemutatunk egy ilyen atviteli fiiggvényt.

6. Tétel
Ha a P,(p), illetve Q.(p) polinomok azonos mo-
don interpolaljak a p(w), illetve a (p(w)+§sign w

faziskarakterisztikak értékeit és derivaltjait az
w, frekvenciasorozaton, akkor az

2P.(P)2(p)

olyan nem minimalfazist sdvsziiré-tipusa atviteli
fliggvény, amely athidalt 1étrakapcsoldssal vagy
nemreciprok aramkoriokkel (pl. aktiv RC) reali-

i zalhato, 1-1 atviteli zérussal rendelkezik az origo-
ban és a végtelenben, fazisa, illetve amplitudéja a
—2¢(w), illetve az 1 konstanst interpoldlja ugy,
hogy az amplitadé kozelitésének rendje minden
-, frekvencian kétszer akkora, mint a fazis ko-
zelitésének rendje.

C2))

Sl o)

7. Tétel

Ha az w, savkozépi frekvencidval, ¢, savkozépi
faziseltolassal és T késleltetéssel jellemzett line-
aris @p(w)=wT +(p,—w T)-sign 0 fazist maxi-
malis lapos értelemben  kozelitjik az o,
frekvencian és az o, I'>max (tan ¢.|, 1/[tang,]),
illetve w T=~q,+kr/2 feltételek valamelyike tel-
jesiil, akkor a (31) nevezje, a P, (p)-Q,(p)
polinom Hurwitz paros n-—re és nem Hurwitz
paratlan n-re.

A linearis fazis kozelitése soran a ¢, és T szabad
paraméterek az approximacié szamara. A ¢, megfe-
lel6 valasztasaval a (31) kozelesillapitasanak szim-
metridja biztosithato. A ¢, egyébként agy is valaszt-
hato, hogy a (31) szamlaléjaban essen ki a (2n—1) ren-
dd tag, vagyis hogy a végtelenben hdromszoros zérus
keletkezzék. Megjegyezziik, hogy e kétféle ¢, érték
csaknem azonos. A T értékével ugyanakkor a meg-
felel6 savszélesség allithato be. A 6. tételbdl kovet-
kezik, hogy az amplitidé-karakterisztika savszéles-
sége nagyobb, mint a futasid6-karakterisztika sav-
szélessége.

Az 1. abran egy konkrét példa karakterisztikai
lathatok, ahol az n=6, ¢,=3.627, T=7.92/w0, vi-
lasztassal éltink.

6. Osszefoglalas
Kitiiztiik az éltalénositott‘fézisinterpolécié feladatat
¢és rekurziv numerikus algoritmusokat szarmaztat-

tunk. a‘ feladat megolddsara. A f§ algoritmus a
Routh algoritmus altalanositasanak is tekinthets.
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1. dbra. Szimmetrikus, maximalis 1apos savsz(rd ka-
rakterisztikak

Egy példa kapcsan megmutattuk, hogy a fazis-app-
roximacié jol hasznalhatd egyidejli amplitadé és
faziskovetelményeket kielégité szimmetrikus savszii-
r6é atviteli fiiggvényének el6allitasara.
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A Hiradistechnikai Tudomanyos Egyesiilet diplomaterv-
és szakdolgozatpalyazatot hirdet

— a Budapesti Miszaki Egyetem Villamosmérnéki Kardn
— a Gy8ri Kézlekedési és Tivkszlési Miiszaki F&iskoldn
— a Kandé Kilman Villamosipari Miiszaki F8iskola Gyenge-
dramu Karanak Hiradasipari,
Alkatrészgyarto és
Szimitistechnikai Szakan,
valamint
— a Zrinyi Miklés Akadémian
végzé hallgatok részére.

A pilyazaton mindazon hallgaté résztvehet, aki dllamvizsgajat
legkés&bb a targyév oktéber 31-ig jeles vagy j6 eredménnyel le-
teszi és diplomatervét, illetve szakdolgozatit az Allami Vizs-
gaztatd Bizottsig a palydzatra alkalmasnak tartja.

A pilyazat célja a j6 tanulmanyi eredményt és a legjobb dip-
lomatervet, illetve szakdolgozatot kidolgozé végzds szakem-
berek megbecsiilése és munkdjuk kiilén jutalmazésa.

A pilyizatra az Allami Vizsgiztaté Bizottsdg kozvetitésével
lehet jelentkezni.

PALYAZATI FELHIVAS

Pdlyadijak: a diplomaterv-pélyizaton;

l.-dij 1500,— Ft

1. dij 1200,— Ft
. dij 1000,— Ft

a szakdolgozat-palydzaton:

I. dij 1200,— Ft

IN. dij 1000,— Ft
I, dij 800,— Ft

A dijak odaitélésérdl biralé bizottsig dont, amelynek el-

nokét és két tagjat a HTE, tovibbi két tagjit az iskola jeldli
ki. A dijakat az Egyesiilet linnepélyes iilésén nyujtjdk at a
nyerteseknek.

A dijnyertesek a HTE rendezvényei keretében munkajukrdl
eladast tarthatnak és tanulminyt jelentethetnek meg az
egyesiilet tudoményos lapjaban, a Hiradastechnikaban.

Dr. Pap Ldszlé
a HTE Oktatidsi Bizottsdganak vezetdje
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