
BHG 

Főszerkesztő: HORVÁTH IMRE 

Szerkesztő: ANGYAL LÁSZLÓ 

SZERKESZTŐ BIZOTTSÁG 

ORION T E R T A 
Laczkó Endre 
Bernhardt Richárd 
Eisler Péter 
Dr. Gosztony Géza 
Honti Ottó 
Klug Miklós 
Tölgyesi László 

Jakubik Béla 
Baracs Sándor 
Csernoch János 
Froemel Károly 
Sass Károly 
Szabó Károly 

Bánsághi Pál 
Baján Tibor 
Benedek Elek 
Egerszegi Béla 
Hutter Mihály 

BHG ORION TERTA 

MŰSZAKI 
KÖZLEMÉNYEK 
XXVII . évfolyam 1981 7. szám 

Alközponti kezelők terhelésének 
optimális elosztása* 
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SZÁDECZKY-KARDOSS TAMÁS 
B H G 

1. B E V E Z E T É S 

A telefonközpontok kifejlesztésének legkülönbözőbb 
fázisaiban van szükség arra, hogy a készülő rendszer 
kapaci tásá t megbecsüljük. A telefonközpontok egyes 
részeinek helyes méretezésével a központ forgalom
lebonyolító képessége növelhető. Az a cél, hogy a te
lefonközpont műszaki megvalósítása olyan legyen, 
hogy az minél jobb szolgáltatást nyújtson a felhasz
nálóknak, illetve, hogy a gondos méretezéssel gazda
ságos rendszereket lehessen kialakítani . 

E cikkben a BHG-ban kifejlesztett tá ro l t program
vezérlésű (TPV) telefon alközpontok tervezése során 
felmerült egyik problémával, a kezelői rendszer k i 
alakí tásával foglalkozunk. A TPV azt jelenti, hogy 
a telefonközpontot számítógép jellegű berendezés ve
zérli. A beszéd-összeköttetések felépítését, illetve le
bontásá t a vezérlő számítógép programjai i rányít ják. 
A továbbiakban kezelői rendszeren a bejövő hívások 
kiszolgálásához szükséges berendezések és eljárások 
(hardware és software) összességét ért jük, a kezelői 
személyzettel együt t . A kezelői rendszer tervezésekor 
mind az előfizetőkre, mind a kezelőkre tekintettel kell 
lenni. A bejövő hívások számára az a fontos, hogy ne 
kelljen sokat várniuk a kezelésre, másrészt a kezelők 
terhelése sem lehet nagyobb egy fiziológiailag meg
engedett értéknél. (A svéd posta szerint max. 
0,7 erl/kezelő.) (Lásd [1].) 

Az irodalomban számos olyan általános módszerrel 
ta lá lkozhatunk, amelyek ilyen t ípusú kiszolgálási 
rendszerek vizsgálatával foglalkoznak (lásd p l . [2]). 
A kezelők előtti keverés és l ink kapcsolás esetére p l . 
[3]-ban ta lá lható közelítő módszer. A B H G m á r ko
rábban is foglalkozott egyes kezelői rendszerek vizs
gálatával ([4]), azonban a forgalmi szempontból op
timális kezelői rendszer kialakítására irányuló ku
ta tások a TPV alközpontok kifejlesztésével egyidejű
leg kezdődtek el ( [ 5 - 8 ] ) . 

* Előadás formájában elhangzott a „Hírközlő rendsze
rek és berendezések kuta tása és fejlesztése" c. ifjúsági 
konferencián. 
Budapest, Távközlési Kuta tó Intézet , 1980. november 
17. 

Az eddig elkészült a lközpontokban különféle ke
zelői rendszereket alkalmaztak. Ha a kezelők mind 
foglaltak, akkor az érkező hívások várakozni kényte 
lenek, és a kezelőket mindenképpen tájékoztatni kell 
arról, hogy vannak várakozó hívások. Egy kiskapa-
citású alközpont esetén, ahol egy kezelő van, az egyet
len kezelőkészleten kijelezhetjük a bejövő vonalak 
ál lapotát , p l . lámpatabló formájában. Ilyen esetben 
a bejövő vonalak és a kezelői vonaláramkör közöt t 
egyértelmű a megfeleltetés. Egy nagykapaci tású al
központban, több kezelő esetén is megvalósítható az 
egyértelmű megfeleltetés a bejövő vonalak és a ke
zelői vonaláramkörök közöt t , de ez több szempontból 
nem célszerű (pl. a kezelők nem tudják kisegíteni egy
mást , kis forgalmú időszakban is szükség van az ösz-
szes kezelőre). Ilyen esetben az ún . koncentrá l t keze
lést alkalmazzák, ami azt jelenti, hogy a bejövő vo
nalak és a kezelői vonaláramkörök közöt t nincs egy
értelmű megfeleltetés. A kezelők csak a hozzájuk oda
kapcsolt vonalak ál lapotát ismerik. 

Forgalmi csúcsok esetén sok a kiszolgálandó hívás, 
hosszú a várakozási idő, t ehá t , hogy feleslegesen ne 
terheljük a kapcsolómezőt várakozó forgalommal, az 
a cél, hogy minél kevesebb hívás t kapcsoljunk egy
szerre a kezelőhöz. A kezelő tá jékoztatására és kiszol
gálásra való serkentésére viszont célszerűbb, ha t öbb 
vonal á l lapotát ismeri, vagyis az, hogy több vonalat 
kapcsolunk hozzá egyidejűleg. 

Ezek egymásnak ellentmondó követelmények. For
galmi és pszichológiai szempontok mérlegelése alap
ján lehet az optimumot megtalálni . 

A várakozó hívásoknak a kezelőkhöz tör ténő k i 
osztásakor többféle elvet követhe tünk . Olyan rend
szerek kialakí tására törekszünk, amelyek a különféle 
műszaki követelményeket is szem előtt tartva, a le
hető legjobb szolgáltatást biztosítják. 

Az alábbiakban részletesen ismertetjük a vizsgált 
kezelői rendszert kétféle híváskiosztási s tratégia al
kalmazása esetén. Röviden utalunk azokra az elmé
leti és utánzásos módszerekre, amelyeket felhasznál
tunk a kétféle kiosztási elvet összehasonlító vizsgá
latokban. A vizsgálati eredmények értékelése kap
csán kimutatjuk az ún . s imítot t híváskiosztás elő
nyeit. 
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2. R E N D S Z E R L E Í R Á S 

A vizsgált kezelői rendszer többkiszolgálós, több vá
rakozási sorral rendelkező speciális tömegkiszolgálási 
rendszer. A kiszolgálás nem mindig beérkezési sor
rendben tör ténik , idő ta r tam eloszlása lognormális el
oszlással közelíthető legjobban. 

A vizsgált rendszerben a kezelők egy-egy saját vá-
rakoztatás i sorral rendelkeznek, továbbá van egy kö
zös sor is, ahol a várakozó hívások még nincsenek 
egy adott kezelőhöz kiosztva (ld. 1. ábra). A közös sor
ba akkor kerülnek be a hívások, ha az összes kezelői 
sor betelt. Az időközben'megüresedő saját várakozási 
helyekre rögtön átkerül egy hívás a közös sorból. 
Egyszerűen belá tható , hogy az optimális rendszer
kialakítás az lenne, ha csak közös sor létezne. Ekkor 
ázónbán nem lenne mód a kezelő tá jékoztatására . 

Amikor nincs minden kezelői sor betöl tve, akkor 
a hívások sorbaáll í tásának az alábbi kétféle s t ra té
giáját vizsgál tuk: 

— Az egyik a V É L E T L E N eset, amikor a szabad 
várakozási helyeket ta r ta lmazó sorok közül 
egyenletes eloszlás szerint választja k i a vezérlő 
program azt a sort, ahová a hívás t beállítja, 
függetlenül at tól , hogy a sorban hány szabad 
hely van. 

— A másik az ún . SIMÍTOTT eset, amikor a beér
kező hívások mindig a szabad kezelők egyiké
hez, illetve a legrövidebb kezelői sorok egyikébe 
állnak be véletlenszerűen. 

[Mindkét esetben elvesznek azok a hívások, ame
lyek akkor érkeznek, ha a rendszer tel í tet t . A köz
pontban egyidejűleg csak annyi bejövő hívás lehet, 
ahány alkalmas csatlakozó vonal (ún. bejövő vonal) 
van. Amíg ezek mind foglaltak, nem érkeznek újabb 
hívások.] 

A vizsgált modellben feltételeztük, hogy a központ 
tor lódásmentes, vagyis, hogy a kapcsolómező és a 
vezérlő nem hát rá l ta t ja a bejövő hívásokat . Ez fel
tételezhető a kapcsolómező ál ta lában megengedett 
1 százalékos vesztesége esetén. 

A kezelő szabaddá válása és a saját kezelői sorában 
várakozó hívás kiszolgálásának kezdete közöt t ún. 

0 0 0 . . . © kezelők 

rx~i X X 
X ' kezelői 

: vórokozasi 
K helyek 

közös várakozási 
helyek 

1 /F bejövő városi hivosok 1 /Poisson bemeneti folyamat/ 

[¥202^11 

reakcióidő telik el. Ez emberi tényezőktől függ, pl . 
at tól , hogy a kezelő milyen gyorsan veszi észre, hogy 
hívás érkezett , hogy milyen gyorsan kezdi el a már 
ott levő hívás kiszolgálását stb. 

A véletlen kiosztás műszakilag egyszerűbben old
ha tó meg. A simított híváskiosztás v á r h a t ó a n jobb 
szolgáltatást fog adni, mint a véletlen kiosztás . 

A s imítot t kiosztás során ugyanis a hívások mindig 
a legkevésbé elfoglalt kezelőhöz kerülnek, és így azok 
terhelése kiegyenlítettebbé válik. Heur isz t ikusán be
lá tha tó , hogy a várakozási jellemzőket tekintve is 
jobb a simítot t kiosztás a véletlennél. Ezt a lá támaszt 
ják az utánzásos vizsgálatok és a Markov modellen 
alapuló számítások is. Az elvégzett vizsgálatok fő ér
téke amellett, hogy igazolták magá t a szemléletet az, 
hogy lehetővé vált ilyen bonyolult rendszerek forgal
mi és várakozási jellemzőinek a kiszámítása . 

Igen fontos ez annak megállapításához, hogy ér
demes-e a véletlen kiosztást a tovább iakban felcse
rélni a simítottál . Ehhez mindenképpen tudn i kell, 
hogy milyen mér tékű javulást v á r h a t u n k a várako
zási jellemzőkben. A kapott számítási e redményeket 
felhasználhatjuk a kezelői munkahelyek számának 
meghatározásához, illetve annak felmérésére, hogy az 
egyes paraméterek vál tozta tása milyen mér tékben 
módosítja a rendszerjellemzőket. 

3. VIZSGÁLATI M Ó D S Z E R E K 

3.1. Az általános rendszert csak SZÁMÍTÓGÉPES 
UTÁNZÁS-sal vizsgálhatjuk meg, mivel megfelelő 
számítási eljárások nem ismeretesek. I lyen időhű 
u tánzóprogramot készí te t tünk S IMULA 67 nyelven, 
amely az MTA S Z T A K I CDC 3300-as számítógépén 
fu t t a tha tó . 

A programmal az előző fejezetben leír t általános 
rendszert tudjuk vizsgálni. Áz utánzás következ té
ben a kapott eredmények statisztikai jellegűek (kon
fidencia intervallum). A statisztikai egyensúly eléré
séhez sok hívás megfigyelésére van szükség, ezért a 
program futási ideje viszonylag hosszú. 

Remenő ada tkén t meg kell adni a köve tkezőke t : 

a) rendszerjellemzők: 
— kezelők száma 
— kezelői várakozási helyek száma 
— közös várakozási helyek száma 
— hívások sorbaál l í tásánakmódja(SIMÍTOTT, 

V É L E T L E N ) 
b) kezelői jellemzők: 

— kezelői reakcióidő eloszlás t ípusa (konstans, 
exponenciális, lognormális), jellemzői (át
lag, szórás) 

— kiszolgálási idő eloszlás t ípusa , jellemzői 
(mint előbb) 

c) hívás jellemzők: 
— beérkezési intenzitás (mindig Poisson folya

matra vonatkozik), 

d) fut ta tási jellemzők: 
— bemelegítési hívásszám, 
— szakaszonkénti hívásszám. 

1. ábra. Kezelői rendszer Az u tánzás eredményei: 
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Minden adat t ípusra kapunk 
— szakaszonkénti középértéket , 
— a teljes futásra érvényes középértéket , 
— 95%-os (Student) konfidencia intervallumot. 

a) Általános utánzási e redmények: 
— kiszolgált igények száma, 
— várakozási helyek telítettsége miatt elve

szett igények száma, 
— megfigyelés idő ta r tama. 

b) Az egyes kezelők által lebonyolított forgalom. 

c) Várakozási sor jellemzők (kezelői, közös és tel
jes rendszer) 
— várakozók számának eloszlása, 
— átlagos várakozási idő, 
— várakozási forgalom, 
— várakozás valószínűsége, 
— várakozási idő eloszlása. 

Az utánzóprogramról és a futtatásokról bővebbet 
[5]-ben ta lá lhatunk. 

3.2. Mivel az u tánzás számítógép-időigényes, ezért 
Markov modellt feltételezve, foglalkoztunk a statisz
t ika i egyensúlyon alapuló Á L L A P O T E G Y E N L E T 
RENDSZER MEGOLDÁSÁ-val is. 

Első lépésként zár t képlettel megadtuk az állapot
valószínűségeket 2, 3 és 4 kezelő esetén. 

Feltételeztük, hogy a kezelői sorokban legfeljebb 
1 hívás várakozhat , mivel az eddig tervezett kezelői 
rendszerek ilyenek voltak. A Markov modellen ala
puló számításokat mindkét híváskiosztás esetén el
végeztük a fenti esetekre. 

3 kezelő esetére az ál lapotdiagram a 2. ábrán lá t
ha tó . Az összehasonlíthatóság kedvéé i t egy ábrába 
foglaltuk a véletlen és a s imítot t esetet. 

Az állapottér ( j , k, m) jelölésében j a foglalt kezelők 
száma, k a foglalt kezelői várakozási helyek száma, 
m a közös sorban várakozók száma. A 2. ábrán szag
gatott nyíllal rajzolt á tmenetek a simítot t esetben 
hiányoznak. 

A kapott eredmények azt muta t ják , hogy a kétféle 
híváskiosztással kapott várakozási idők közt, külö
nösen több kezelő esetén, lényeges különbségek mu
tatkoznak a simítot t kiosztás javára . 

3.3. Ezek u tán nyilvánvalóvá vált , hogy érdemes 
foglalkozni az általános rendszerrel is. Az állapot
egyenleteknek zár t képlettel való megoldása m á r 
4 kezelő esetén is igen nehézkes, ezért tetszőleges 
számú kezelő és tetszőleges számú kezelői várakozási 
hely esetére algoritmust dolgoztunk k i a s imítot t 
esetre. Az algoritmushoz számítógépes program is 
készült. Az algoritmus részletes ismertetését ld . a Füg
gelékben. 

4. VIZSGÁLATI E R E D M É N Y E K 

Az alábbi 1. és 2. táblázatban százalékosan t ü n t e t t ü k 
fel, hogy a várakozási idők mennyivel növekszenek a 
s imítot t esethez képest , ha a véletlen kiosztást alkal
mazzuk. A táb láza tokban R a fajlagos forgalmat, K 
a kezelői várakozási helyek számát mutatja. Az 1. 
t áb láza t az exponenciális eloszlású kezelési időre vo
natkozik, míg a 2. táb láza t a valósághoz közelebb 

| J k m j j : f o g l a l t k e z e l ő k szama 
k: fog l a l t k e z e l ő i v á r a k o z á s i 

he lyek s z á m a 
m: k ö z ö s sorban v á r a k o z á k szama 

2. ábra. Állapotdiagram 3 kezelő és 1 kezelői várakozási 
hely esetén (A szaggatott nyíllal jelölt átmenetek csak 
véletlen kiosztás esetében lehetségesek.) 

álló lognormális eloszlású kezelési időre. Az 1. t á b 
lázatban szereplő adatok számításból, illetve u tán
zásból, a 2. t áb láza t adatai pedig utánzásból szár
maznak. 

l 3 5 

0,5 168 432 

0,6 92 244 -
0,7 49 168 202 

1. táblázat: Az átlagos várakozási idő százalékos 
növekedése a véletlen esetben a simítotthoz viszo
nyí tva , exponenciális kezelési idő és 4 kezelő esetén. 
(Áz exponenciális eloszlás paramétere p = l volt .) 

1 3 5 

0,7 63 212 263 

2. táblázat: Az átlagos várakozási idő százalékos 
növekedése a véletlen esetben a simítotthoz viszo
nyí tva , lognormális kezelési idő és 4 kezelő esetén. 
(Á lognormális eloszlás paraméterei t , M = 15-9375 
várha tó ér tékét és a = 9 -0776 szórását a BHG-ban 
1968-ban elvégzett mérések adataiból számítot tuk. ) 

A fenti táblázatokból lá tha tó , hogy a simítot t k i 
osztás lényegesen kedvezőbb, mint a véletlen. Ked
vező tulajdonsága továbbá az is, hogy a várakozás 
valószínűsége még a teljes elérhetőségű nyalábénál 
( K = 0) is kisebb, mind az exponenciális, mind a log
normális eloszlású tar tás idő esetén és a kezelői vára
kozási helyek számának növelésével ez tovább csök
ken. A 3. ábrán lá tható , hogy adott számú kezelő 
esetén s imítot t kiosztás mellett a kezelői várakozási 
helyek növelésekor a várakozási idő csak igen kis 
mér tékben növekszik, t ehá t lényegében nem számít 
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»,5 0,6 0.7 R[erl) 

Tyy átlagos várakozási idő tartásidő egységekben 

R fojlogos forgalom 

rB 232^3l 

3. ábra. Átlagos várakozási idő alakulása különböző 
számú kezelő és kezelői várakozási hely esetén a simí
to t t kiosztást alkalmazva 
TV: átlagos várakozási idő, tartásidő egységekben 
R: fajlagos forgalom 

T W 

1,5-

0,5-

, ( 4 , ° ° , V ) 

(4, 3. V ) 

/ / / 
/ 

/ 

.(4, 5, S ) 
U, i.s-) 
( 4 , 0 ) 

0,5 0,6 0,7 R [ e r l ] 

T\ty: á t l a g o s v á r a k o z á s i idő t a r t á s i d ő e g y s é g e k b e n 

R : fajlagos forgalom 
[B702-4| 

4. ábra. Átlagos várakozási idő alakulása a simított és 
véletlen kiosztásnál 4 kezelő és különböző számú vára
kozási helyek esetén 
I V : átlagos várakozási idő tartásidő egységekben 
R: fajlagos forgalom 

az, hogy hány várakozó hívást kapcsolunk oda a ke
zelőkhöz. Az ábrán alkalmazott jelölésben pl . (2, 8, S) 
azt jelenti, hogy olyan simítot t híváskiosztású rend
szerről van szó, ahol 2 kezelő és 8 kezelői várakozási 
hely van. Az ábrán (4,0)-val jelöltük a csak közös 
sort t a r ta lmazó , teljes elérhetőségü rendszert. 

Mindemellett egy simítot t híváskiosztású rendszer 
azzal az igen kedvező tulajdonsággal is rendelkezik, 
hogy a várakozási jellemzők szempontjából jobb bár
mely olyan véletlen kiosztású rendszernél, ahol a ke
zelők száma ugyanannyi. Azaz, ha (N , K s , S) jelöli 
a s imítot t kiosztású rendszert N kezelő és K s számú 
kezelői várakozási hely esetén (N , K v , V) , pedig a 
megfelelő véletlen kiosztású rendszert, akkor igaz az, 
hogy a (N , K s , S) rendszer jobb lesz a (N , K v , V) 
K v = l , 2, 3, . . . rendszerek mindegyikénél tetszőle
ges K s - re . 

Az u tánzás azt mutatta, hogy ez a lognormális el
oszlás esetére is igaz. 

összehasonlí tásul a 4. ábrán l á tha tó a K hatása a 
kétféle híváskiosztásnál, 4 kezelő esetén. 

A (4, oo, V)-vel jelölt rendszer jellemzői az irodalom
ban M|M| l -gye l jelölt, 1 kiszolgálós Markov modell
ből szá rmaz ta tha tók . 

5. K Ö V E T K E Z T E T É S E K 

A kapott eredmények a lá támaszt ják a s imí tot t hívás-
kiosztási elv a lkalmazását , ugyanis: 

1. A s imí tot t kiosztás alkalmazásával egy adott 
rendszer esetén a várakozási jellemzők jelentő
sen javulnak a véletlen kiosztáshoz képest . 

2. Egy adott s imítot t kiosztású rendszer jobb az 
összes ugyanannyi kézelős véletlen kiosztású 
rendszernél. 

3. A kezelői várakozási helyek száma gyakorlati
lag nem befolyásolja a rendszerjellemzőket. A 
várakozási jellemzők gyakorlatilag nem változ
nak, így rugalmasabban figyelembe vehetők 
egyéb szempontok a méretezés során. 

4. A várakozás valószínűsége még a teljes elérhető
ségü nyalábénál is kisebb, és a kezelői várako
zási helyek számának növelésével k ismértékben 
tovább csökken. 

Mindezeket az előnyöket figyelembe véve indokolt 
a s imítot t kiosztás általános bevezetése. 

F Ü G G E L É K 

1. Az állapotok leírása 

A statisztikai egyensúlyban levő rendszert a külön
böző állapotok valószínűségével jellemezzük. 

A rendszer lehetséges állapotainak leírásakor elte
k in tünk a közös sortól, mivel az anélküli rendszer jel
lemzőiből a valószínűségek egyszerűen számolhatók 
tetszőlegesen hosszú közös sor esetén. 

A továbbiakban az egyszerűség kedvéér t az éppen 
kiszolgálásban levő igényeket is hozzászámoljuk a ke
zelői sorban levőkhöz, és ennek megfelelően legyen 

K: = í + a kezelői várakozási helyek száma 
és ha / hosszúságú sorról beszélünk, akkor / > 0 

esetén ez tulajdonképpen csak (/' — 1) várakozót je
lent. 
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A rendszer ál lapotát azzal jellemezzük, hogy adott 
hosszúságú sorból hány db van. 

Ennek megfelelően jelölje ij a / hosszúságú sorok 
számát , / = 0, 1, . . . , K-ra, s így kapunk (K + l) — 
elemű vektorokat 

I = (i0, h, . . . , ik). 
Nyilván 

O s i j s i V és Í'O+I'I-Í- • • - + í A = AT. (1) 

Az ilyen vektorok száma j ^ ^ ^ j • 

Az 5. ábrán N = K = 3 esetére fel is van tün te tve 
mind a 20. 

2. Az állapotátmenetek jellemzése 

Az 5. ábrán vastag nyíllal ábrázol tuk az új igény 
érkezésével lehetséges á l lapotá tmeneteket , vékony
nyal a kiszolgálás befejezésével tör ténőeket . 

Jelölje X az érkezési intenzi tást , /i a megszűnésit, 
ekkor A = ~kJ\i a rendszernek felajánlott forgalom. Az 
egyszerűség kedvéér t ,u-t egységnyinek választjuk. 

Az a lábbiakban megvizsgáljuk, hogy az állapot
vektorok koordinátá inak segítségével hogyan jelle
mezhetők az á tmenetek . 

— Átmenetek megszűnéssel 
Ezeket aszerint osztályozhatjuk, hogy milyen 
hosszúságú sorban fejeződött be a kiszolgálás. 
Ha / hosszúságúban, akkor az azt jelenti, hogy 
eggyel több (/ —1) hosszúságú és eggyel keve-

. sebb / hosszúságú sor lesz. Az I vektorból így 
keletkező vektort jelölje q^^Y). 
E transzformáció inverzét, amikor a /-edik koor
dináta növelendő eggyel, és az előtte levő csök
kentendő, jelölje fj-.xil). 

— Átmenet érkezéssel 
Legyen m = m ( I ) a legrövidebb sor hossza, az 
új igény egy ilyenbe áll be, s ezért az új ál lapot 
F ( I ) = / m ( I ) ( I ) lesz: 
az I vektorban balról jobbra haladva az első 
pozitív elemet lecsökkentjük eggyel, az u tána 
levőt pedig megnöveljük. 
Szükségünk van ennek az inverzére is, és mint 
meggondolható, legfeljebb ké t olyan vektor van, 
melyre F(J)=J, ezek pedig a m á r emlí te t t 
transzformációkkal így fejezhetők k i : 

J 1 = G ( I ) = ^ m ( I ) , i l l . J 2 = / / ( I ) = ^ m _ 1 ( I ) . 

Ezek u tán felírható az I ál lapotra vonatkozó egyenlet 
(1. p l . [9]): 

az állapotból tör ténő összes kimeneti intenzitás szo
rozva az állapot valószínűségével = az ál lapotba le
hetséges bemenetek intenzitása szorozva a megfelelő 
állapotok valószínűségeivel, nevezetesen: 

N= 3 
K = 3 

(X + n - g - p { l ) = %• {p[G(l)] + p[H(l)]} + 

+ 1 (í + ij>P[fj-m 

0 1 0 t~ ^ | 1 1 1 Ö " ] " T - |J iJVn [T 
^ H|I) \ . ^ 

G(I) 

(2) 

5. ábra. Az állapottér 

Az összes ál lapotra felírható ilyen egyenlet, i l y 

módon j ^ ^ ^ j egyenletből álló lineáris egyenletrend

szert kell megoldanunk. 
A lineáris egyenletrendszer má t r ixának felírásához 

az á l lapotoknak válamilyen sorrendjét kell megálla
p í tanunk , amely lehet tetszőleges, és ta lá lható olyan 
is, melynek bizonyos előnyei vannak. 

3. Rendezés az állapotok között 

Legyen I , J ké t ál lapotvektor . Azt mondjuk, hogy 
I kisebb mint J , ( I < ^ ) , ha ik^]k, vagy ik=jk, de 

vagy í*_!=/*_!, de . . . 
Tulajdonképpen lexikografikus rendezés valósul 

meg, a nagyobb indexű koordinátának van nagyobb 
helyiértéke. 
Az így rendezett ál lapottérben az érkezéssel tör ténő 
á tmene t mindig egy „nagyobb" , a távozással tör ténő 
pedig mindig egy „k i sebb" ál lapotba vezet. (Lásd az 
5. ábrá t . ) 

Ebből az következik, hogy az egyenletrendszer 
mát r ixa „ m a j d n e m " felső háromszögmátr ix , ugyanis 

— a főátló alatt egyetlen nem 0 elem áll, 
— annak értéke 1, 
— és az esetek nagy részében közvetlenül a főátló 

alatt helyezkedik el. 

4. Az egyenletrendszer mátrixa 

Jelöljük M ^ - n e l az egyenletrendszer mát r ixá t , P $ ° -
nel az állapotvalószínűség-vektort , amely az M^p-
.p<$)=0 egyenletrendszer megoldása. 
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Ez csak a vektor elemeinek a rányá t határozza meg, 
mivel M ^ c ) oszlopaiban az elemek összege 0. 

Ezé r t válasszuk a „ legnagyobb" állapot „valószí
nűségét" l-nek, és az erre vonatkozó egyenletbe 
csempésszünk ( - A ) - t mindké t oldalra, s legyen ezután 

az így módosí tot t mát r ix . Az új egyenletrendszer 

/ 0 \ 

- A / J 

(N+K 
{ N 

elemű vektor (3) 

Mffl utolsó oszlopában az összeg ( 
a lábbi : 

(N + K 

- X) lesz, és igaz az 

Ha jelöli az 
N 

ed rendű egységmátrixot, és 

MV>=M$>=(-X), (4) 

akkor a következő rekurzív előállítás érvényes (6. 
áb ra ) : 

Ez úgy ér tendő, hogy a következőket tesszük: 
— először blokkokat helyezünk a főátlóra, az m-

edik éppen 

l v ± N-m " l 1 N—m (m = 0, N) 

— ezután az m-edik blokk fölé egy ugyanolyan 
rendű diagonális má t r ixo t helyezünk: 
m-I^Zm-et. [Ez azonban kisebb méretű, mint 
a tőle balra levő (m~l)-edik blokk.] 

— végül az /n-edik blokk „bal alsó sarka" mellé, 
balra egy A-t í runk. 

A (3)-as egyenletet úgy oldjuk meg, hogy eli
minációs eljárást végrehajtva, előbb ténylegesen felső 
háromszeg mátr ixszá transzformáljuk Mffi-t, majd 
pedig a „ legnagyobb" állapottól visszafelé haladva, 
sorra behelyettesítjük a nyert ér tékeket , és így mint
egy felgöngyölítjük a rendszert. 

5. Az egyenletek felgöngyölítése 

A (3)-as egyenlet mindké t oldalán ugyanazokat a 
transzformációkat végezzük el. Mivel a jobboldali 

vektor elemei egy kivételtől eltekintve csupa nullák, 
azért a változások tulajdonképpen csak a baloldali 
mátr ixon fognak jelentkezni. 

Adjuk össze az első néhány egyenletet (ami a 
mát r ix sorainak összeadásával ekvivalens) addig a 
sorig, mely az m-edik blokk utolsó sorát alkotja: 

— ebben a sorban a főátló előtti elemek nullák 
lesznek, 

— a főátlóban ( — A) fog állni, 
— tőle jobbra, az (m + l)-edik blokk fölött csupa 

(m + Y), és azok u tán ismét nullák. 

Ezál tal úgy módosí tot tuk az egyenletrendszert, 
hogy legfeljebb ké t blokkhoz tar tozó ismeretlenek 
fognak szerepelni minden egyenletben. Ennek segít
ségével memória takarékosság érhető el számítógépes 
programban (nincs szükség az összes ismeretlen egy
idejű tárolására) . 

Az előbbi átalakítással valójában azt é r tük el, hogy 
a főátló alatti elemek eltüntetése az olyan állapotok 
esetében egyszerű, melyeknél valamilyen m-re 

Ím+Ím+1 = N - (5) 

Ugyanis azt kaptuk, hogy m = K — \ esetén 

P( I ) = i ± ^ + i . P{a(K - 1) -

— hosszúságú sorok száma = 1 + '„,}• (6) 

Mivel M ^ c ) bal felső blokkja maga is egy ugyanilyen 
s t ruktúrá jú mát r ix , az előbbi módszert alkalmazva, 
tetszőleges m-re érvényes, hogy: 

P(I) = 
1 

P(l,F(l)} + T.P(F^(l),fm+1(l)} (7) 

(a ( , ] alulról nyí l t intervallum a bevezetett rendezés 
szerint.) 

További lényeges észrevételek közvetlenül (2)-ből 
kiindulva tehetők, amikoris a jobb oldalon hiányzik 
a G(I)-vel, illetve H(l)-ve\ kapcsolatos tag. 

a) Az olyan állapotoknál, amelyekben van szabad 

M N 

J K - 1 ) 
-LN-1 

(K-1) , | K - 1 ) 
| V | N - 1 1 N-1 

M N = 

m - l ' 
(K-1) 
N-m 

M 
(K-1) -r(K-1> 

' X N - m ( m t 1 ) - V m - 1 

•(K-1) 

M 0 - N - I 0 

[B202-6| 

6. ábra. A mátrixok rekurzív előállítása. Az üresen hagyott helyeken 0-k állnak 
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kezelő ( ! 0 > 0 ) , hiányzik 17(1) és akkor a p(\) valószí
nűség előállítható az alábbiak szerint: 

p( I ) = a ( I ) .p( / 0 ( I ) ) + 

(Megjegyzés: a jobb oldalon csupa olyan állapot való
színűsége szerepel csak, amelyek „nagyobbak" I -
nél — t ehá t (8) az említett, célnak megfelelő előállí
tás.) 

Az a, $0 együt tha tók egy a (2)-ből kapha tó rekur-
ziós formulából kiszámíthatók, és a 

' séo{ s j Á(l-s)l 

Brockmeyer polinomok segítségével fejezhetők k i : 

v=v(l) = i2+ ... + / / r v a l 

( A ( I ) a /"tői független.) 
£,) A K = 2 eset számítása az a^)-ban elmondottak 

alapján egyszerűen elvégezhető, mivel akkor az ál
lapotok 3-elemű vektorok, és ahol í 0 = 0, ott íj + i2 = N, 
t ehá t (5) teljesül. 

c) Amikor két kezelő van, N = 2, az csupán 
három blokkból ál l : 

— a jobb alsó „b lokk" a legnagyobb ál lapottal 
kapcsolatos, amelynek a „valószínűségét" l-nek 
választot tuk, 

— a középső blokk, melyben viszont az fog telje
sülni, hogy (2)-ben a jobb oldalon hiányzik G(I) 
(Megjegyzés: ez az (N— l)-edik blokkra mindig 
teljesül), 

— végül a bal felső blokk, amely egy kisebb mére
tű , de ugyanilyen s t ruktúrá jú mátr ix , és ezért 
i t t is könnyen végezhető el a felső háromszög
mátr ixszá transzformálás. 

Az általános esetben (AT>2, X > 2 ) a z (5)—(9) ösz-
szefüggések lényeges egyszerűsítéseket jelentenek, de 
az eliminációt tovább kell folytatni. 
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