Az abraleképzés optimalizalasanak
lehetoségei LSI maszkok készitéséhez

crs s

az egyes rétegek abrainak kialakitasihoz maszkokat
hasznalnak. Az Intézetiinkben {izemel6 szovjet
maszkkészité berendezések egyike az in. abragenera-
tor [2j, amely a végsé mérethez képest 10X-es na-
gyitasban lehetévé teszi, hogy a maximalisan 130X
130 mm? teriileten, téglalap alakt ablakokbdl, csak-
nem tetszdleges abrat osszeallitsunk. Az ablakok
legkisebb mérete 1010 pm?, a felbontas 1 X1 pm?,
mig az ablakok pozicionaldsa 1 pm-es felbontassal
lehetséges. Az abrageneratorral kialakitott abrat az-
utan (amely egy maszklemezen foglal helyet) az an.
léptetd (step and repeat) [3] berendezés segitségével,
végs6 méretre kicsinyitve, matrix alakzatban sok-
szorosan meg lehet ismételni egy masodik maszk-
lemezre. Az Abra maximalis mérete itt is 130130
mm? lehet, mig az dbracsoportok pozicionalasa 1 pm-
es felbontassal végezheté el a megadott teriileten
belill. Az abracsoportok egymaéashoz valo illesztése
+0,5 um pontossaggal torténik.

Annyi ilyen maszkot kell késziteni, amennyit az
dramkori technolégia a rétegek kialakitasahoz igé-
nyel. A teljes maszksorozat 4...13 maszkot tartal-
mazhat. Az aramkor elemi méreteinek csékkenése, az
elemsiriiség és a chipméret novekedése egyre na-
gyobb kovetelményeket allit a maszkkészités elé,
A kozepesen nagy bonyolultsagi integralt aramkor
egy maszkjan az abrat dsszeraké ablakok szdma el-
érheti az 50 ezret a chipen belill. A maszklemez és a
chip méretétsl fiiggben pedig 100...500 chip helyez-
kedhet el a maszklemezen, vagyis millios, sét tiz
milliés nagysagrendii ablakot kell egyetlen lemezre
leképezniink. Ez a feladat korszerli programvezérelt
maszkkészité berendezések és szamitogépes adateld-
készités nélkiill mar nem oldhaté meg.

A hagyomanyos modszer szerint a chipen beliili
osszes alakzatot* abrageneralassal alakitjuk ki, majd
a chip abrajat kicsinyitve ismételten leképezziik.
A képkialakitasnak ez a moédszere a nagy bonyolult-
sdgia aramkorok maszkjaindl mar nem gazdasiagos,
megnoveli az Abrageneralas iddsziikségletét és az

* A tovabbiakban alakzaton olyan egyszeresen vagy tobb-
szbrosen Osszefiiggé zart poligont értiink, amely egyértel-
miien lefedheté derékszogli négyszogekkel. Az alakzatok
sokasidga adja a maszklemez abrajat. Az abragenerator
derékszogli négyszogekbdl (elemi alakzat vagy ablak) rak-
ja Ossze az alakzatokat.
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adatel6készités munkajat. A hagyomanyos modszer
hatranyai a kévetkozdk:

— az adateldkészités és a vezérlé szalag ellendr-
zése, hibatlan elgallitasa a chipen belilli alakzatok
nagy szama miatt rendkiviil nehézkes;

— az abragenerator hosszi, folyamatos iizemel-
tetése miatt a géphiba, szolgaltataskiesés, izemza-
var bekdvetkezésének valdszinlisége megné;

— béarmilyen iizemzavar lemezselejtet eredmé-
nyez;

— az abrageneralas és a lépkedés egyenldtlen idd-
szilkséglete kovetkeztében az dbragenerator terhelése
talzotta, a lépkedd berendezésé kicsivé valik.

A fentiek felvetik a leképzések optimalis szervezé-
sének igényét. Az optimalizalasndl a kovetkezd
szempontokat egyiittesen vessziik figyelembe :

1. Az abrageneralas és a lépkedés iddsziikségleté-
nek dsszege minimalis legyen maszkrétegenként.

2. Mind az abrageneralas, mind a lépkedés esetén
az egy lemezre késziild abrak leképzési ideje
rovidebb legyen a berendezések ,két meghi-
basodas (iizemzavar) kozotti varhaté idotarta-
manal”.

3. A lemezfelhasznalas minimalis legyen.

4. A berendezések leterhelése azonos legyen.

Az 1. kovetelményrdl belathatd, hogy egyenértéki
az abrageneralas és a lépkedés azonos szami expo-
zicioval torténé megvaldsitasaval. Tételezziik fel
ugyanis, hogy egy abra 10 ezer azonos méreti ablak-
bol dsszerakhatd és hogy ezt az abrat egy 10X 10-es
matrix elrendezésben tobbszorosen kell kialakita-
nunk. Osszesen 10 000 10X 10=1 millié expozicio
végrehajtasarol van tehat sz6. Elvileg sok megoldasa
van az dbra kialakitasanak. Pl. egy ablakot az ab-
rageneratorral képeziink le, majd ezt egymilliészor
»lelépkedjiik” az eldirt poziciokba. Olyan megol-
dast is valaszthatunk, hogy 10 ablakot képeziink le
az abrageneratorral, ekkor 100 ezer tovabbi lépke-
désre van sziikségiink. 10 ezer expozicids abrage-
neralassal viszont csupan 100 expoziciés lépkedés
marad hatra. Képzelt feladatunk elképzelt megolda-
sait kétféle szammal jellemezziik: a két berendezés-
sel végzett expoziciok ardnya, A..p; a masik a sziik-
séges expoziciok Osszege, Sexp.
Az els6 megoldasban:  4,,,=1/1 000 000

és  Sep=1000001;
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a masodik valtozatban: A,,,=10/100 000
és Sexpz 100 010;

a harmadik megoldasban: A,=10 000/100
s Sexp =10 100.

A példa nem valésigos esetet illusztral, mégis alkal-
mas arra, hogy lényeges kovetkeztetéseket vonjunk
le bel6le. Az expoziciés ardany valtozasat koveti az
expoziciés dsszeg, S, valtozdsa. Gyanithatd, hogy
létezik olyan A, ahol S.,, minimalis, azaz az ab-
rageneralas és a lépkedés képkialakitdsdban létezik
optimalis megosztas. Példankban koénnyen megta-
lalhatjuk, hogy az optimalis esetben:

A, =1000/1000=1 és
S..n = 2000,

exp

exp

Tovabbi lényeges tanulsigunk az, hogy a 4. ko-
vetelmény kedvezden egybeesik az 1. kovetelmény-
nyel, vagyis minimalis 0sszegli expozici esetén azo-
nossa valik a berendezések leterhelése.

Altalanossagban az 1. és a 4. kovetelmények nem-
csak a leképzési folyamat kedvez$ szervezését, ha-
nem a nagy €értékll berendezések jobb kihasznalasat
is célozzak.

A 2. pont magatél értet6dd kovetelményt jelent.
A gyakorlatban a két iizemzavar kozott eltelt idét
csokkentik — a berendezések meghibdsodésan tul-
menden — az lizemeltetéshez szitkséges szolgaltata-
sok instabilitasai is. Ez a korilmény korlatozza az
egy lemezre készithet6 Abra nagysigat, pontosab-
ban az egy lemezre leképezhet6 elemi alakzatok
szamat. Ellentmondas allhat elé tehat a 2. és a 3.
pont alatt leirt kovetelmények kozott. Amennyiben
az expoziciok szdma olyan nagy, hogy a végrehajta-
sukhoz sziikséges id6é meghaladja a két tizemzavar
kozotti varhaté id6étartamot, két vagy tobb lemezre
kell részletekben leképezniink az 4abrat, vagyis né
a lemezfelhasznalds. Az dbragenerdlds és a lépkedés
miiveleteinek optimalis megosztasaval, illetve az
expoziciok dsszegének minimalizdlasdval a 2. és a 3.
pont kovetelményeinek is eleget tehetiink a kozepe-
sen nagy bonyolultsagi abrak esetén. -

Tovabbi javulast érhetiink el, ha az adatel6készi-
tést egy masik szempontb6l is optimalizaljuk. Ez
pedig egy adott szamu expozicié végrehajtasahoz
sziikséges id6 minimalisra csokkentése. Mivel egy
exponalas helye asztalmozgatassal adhato meg, adott
szaml expozicid végrehajtasahoz asztalmozgatisok
-novekményes” sorozata tartozik. A mozgas sebes-
sége adott, igy az asztalmozgatasok osszege aranyos
a végrehajtasi idével. Nagyszamu asztalmozgatas
esetén mar nem kozémbos, hogy milyen sorrendben
jarjuk be az egyes pozicidkat. A bejarasi sorrend
optimalis megvalasztisdval minimalizalni lehet a
bejarasi uthosszat és ezaltal az expoziciok végrehaj-
tasahoz sziikséges id6t. A késébbiekben kimutatjuk,
hogy a bejarasi dthosszban jelent6s megtakaritas
érheté el kedvezd esetben.

Osszefoglalva azt reméljilk az optimalizalasoktol,
hogy egyrészt az expoziciok szamanak csokkentésén
keresztill, masrészt az idéegység alatt végrehajthato
exponalasok sziamanak novelésével a berendezések
termelékenységét, a lemezfelhaszndlas és a lemezse-
lejt csokkenését, a biztonsigos Abrakialakitist no-
velik, illetve javitjak.
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A tovabbiakban — a dolgozat érdemi részében —
az 4bragenerilds és a lépkedés optimalis szervezésé-
nek lehetdségeivel, valamint a leképzési utvonal
minimalizildsanak egy lehetséges megoldasaval rész-
letesebben is foglalkozunk.

A csoportos dbraleképzés optimalizalasa
és a kompozitalasi technika lehetdségei

A bevezet6ben mar emlitettilk, hogy a maszklemez
abrainak egy részét Abrageneraldssal elemi alakzatok-
bol (ablak) rakjuk ossze, majd ezt az Abracsoportot
lépkedéssel megsokszorozzuk (és kicsinyitjiik). A to-
vabbiakban ezt a modszert csoportos képkialakitas-
nak vagy csoportos abraleképzésnek nevezzik. Cé-
lunk az, hogy az 4brageneralé és a lépkedé beren-
dezés kozott gy szervezzilk a munkamegosztast,
hogy a két berendezésen végrehajtott osszes expo-
ziciok szdma minimalis legyen. A maszklemezen levé
Osszes elemi alakzat szamat a kovetkezd Osszefiig-
géssel modellezhetjiik:

N=mem[C;-a,-a,+Cy-b+Cj], M

ahol: m, az egy sorban lev6 chipek szdma, m, a
chipsorok szama, C; matrixba rendezett alakzatcso-
portot jeldl a chipen belill, szamértéke a csoportot
alkoté ablakok szamit adja, a, az egy sorban levd
C, jelli csoportok szdma, a, a C, jelii alakzatcsoport-
bél alkotott sorok szdma, C, olyan nem matrixba
rendezett alakzatcsoportot jelsl, amely azonban tébb-
szor is el6fordul a chipen belil, szamértéke a csopor-
tot alkot6 ablakok szamat adja, b a C, jelii alakzat-
csoport eléfordulasi szamat adja, C; nem matrixba
rendezett és a chipen belil csak egyszer szerepl6 alak-
zatcsoportot jelsl, szamértéke az ezt osszeraké ab-
lakok szamat jelenti.

A teljes maszkabra kialakitasdhoz sziikséges expo-
zicibk szama attol fiigg, hogy az abrageneralissal
mekkora alakzatcsoportot alakitunk, vagy alakitha-
tunk ki. A hagyomanyos eljarassal, L.SI maszkok
esetén, az expoziciés arany tobb nagysagrenddel el-
tér az egységtol:
Crraea,+Cyb+Cy

m,-m,
Az bsszes expozicié szama is meglehetdsen nagy:

A =102...10%, 2

exp—

Sexp=Caya,+Cyeb+Cy+m,-m,= 104105 (3)
Az optimdlis méretii alakzatcsoport meghatirozasa-
hoz atalakitjuk az (1) kifejezést:

Cy-aeay, (b
. n1_|_
1y Ny

N=mx-my( -n2-|—C3). “)
A (4)-es kifejezést most mar ugy értelmezziik, hogy
a C; és a C, tipust alakzatcsoportokat felbontjuk
kisebb csoportokra. Ezeket a kisebb csoportokat ab-
rageneralassal alakitjuk ki, ismételt leképzésiiket pe-
dig 1épkedéssel valésitjuk meg. Ilyen értelemben az
Osszes expoziciok szama a kovetkezSképpen alakul:

Cy+b

Ci-a.-a
= ——+C+memy(n; +1,+1). ®)
2

Y
S.o=—— %
exp
ny
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Megjegyezziik, hogy a C, tipusi alakzatesoport
nem tartalmaz ismétlédd részcsoportokat, igy teljes
egészében abrageneralassal kell kialakitani. Tobb ki-
sebb csoportra val6é bontasat mégis indokoltta teheti
az az eset, amikor C; olyan nagy szamu elemi alak-
zatot tartalmaz, amelyeket biztonsigosan nem lehet
egyetlen lemezre leképezni. Ilyenkor mind a sziiksé-
ges expoziciok szama, mind a felhasznalt lemezek
szama megnd.

Kedvezébb a helyzet a C, tipusit alakzatcsoport-
nal. A €, csoport nem szabdlyos ismétlddéssel helyez-
kedik el a chipen beliil, ezért n,=b valasztassal kell
élniink, vagyis C, alakzatait generalissal képezziik
le, majd b-szer ismételten leképezziik a lépkedés so-
ramn.

Az optimalis csoportalakitas szempontjabol a leg-
kedvezébb a () tipusu alakzatcsoport. A generalas-
nal valaszthatunk C; és annak minden olyan egész
szamu tobbszorosének leképzése koziil, amely egész
szamu osztdja az a,-a,-nak.

Az (5)-bs osszefiiggéshél az elméletileg elérhetd op-
timumot ugy kapjuk, ha meghatarozzuk az n, és n,
szerinti parcidlis derivaltakat:

GSexp_ B Ci-ay-ay

on, n? ey ©)
es

8Spp  Cpb

on,  n} Ty @

A (6)-0s és a (7)-es kifejezést nullaval egyenlévé
téve megkapjuk n, oy €s ny e értékés:

Cy-a,-a
Ny opt = l/ =y ®)
m,-m

y

és
Cyb
2
= | 2L (10)
my-m,
Az bsszes expoziciok szamanak minimuma:
Ciragca, Cyb
. 1" Ux 2
Stin= > +Cy+
nlopt n2opt
+ mx'my(nlopt+n2opt+ l)' (11)

A (11)-ben hallgatolagosan azt az esetet vettiik
optimalisnak, amikor a C, tipusu alakzatcsoportot
nem bontjuk részekre.

Az ST esetén az expozicios arany:
[Cl' Ay ay/n 1opt] + [CZ' b/nz opt] + CS

mx'my'[nl opt+ n2op‘:+ i]

A¥= (12)

Konnyen belathato, hogy A.,, akkor éri el az el-
méleti optimumot, ha C;=m,-m, (13). Ilyenkor
Agp=1.

A (4)-es Osszefiiggésben szerepls felbontassal és a
(8), (10) kifejezésekbdl nyert optimalis csoportokra
bontassal elvileg mar megtervezheté a minimalis
expozicios szamot nyujto csoportos abraleképezés.
A lemezfelhasznilas és a biztonsagos leképzés szem-
pontjai, valamint a C; és a C, tényleges oszthato-
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saga azonban befolyasoljak a tényleges optimum
kialakitasat. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a gya-
korlatban altalaban csak kozeliteni lehet az elméle-
ti optimumot.

A csoportos abraleképzés fontos része a kompozi-
talasi technika. Kompozitilasnak nevezziik azt az
abraleképzési modszert, amelynek soran az abrat
csoportokra bontva, azokat Abrageneralassal alakit-
juk ki, majd lépkedéssel egyrészt ,,0sszeflizziik”,
masrészt tobbszorosen leképezziik az alakzatcsopor-
tokat. Masképpen, a kompozitalas az abrarészletek
osszeillesztésének, sorrendiségének, tobbszori lekép-
zésének megtervezése. Tagabb értelemben a kompo-
zitalds az dbra csoportokra vald bontisanal kezdd-
dik, vagyis az A4bragenerdlas megtervezésénél. Az
optimalis csoportalakitasnak ily moédon a kompo-
zitalas az egyik alapvetd eleme. A kompozitalasnak
természetesen a berendezés oldalarol is van el6felté-
tele, nevezetesen az, hogy az abrarészleteket mini-
malis alak- és mérethib4aval lehessen osszeilleszteni.

Szlikebb értelemben kompozitalasnak azt a techni-
k4t nevezziik, amikor a hagyomanyos modszertél el-
téréen a chipen belilli alakzatokat tobb részletben
alakitjuk ki az dbragenerilds soran, majd ezeket a
»lépkedéssel” illesztjiikk Ossze és sokszorozzuk meg.
Az elébbiek szerint azonban hiba lenne a kompozi-
talast onalloan vizsgalni, azaz elvalasztani az opti-
malis csoportalakitas, a lemezfelhasznalis és a biz-
tonsagos leképzés kérdéseitol.

Az optimadlis csoportalakitist, a biztonsigos le-
képzést, a minimalis lemezfelhasznalast és a kompo-
zitalasi technika kérdéseit most mar egyiittesen
vizsgalhatjuk egy gyakorlati példa kapcsan.

N=11.13.(5-8-256 4 24.400+ 10 000) (14)
A C, tipusu abrat az 5 ablakbol kialakithato, 8 X256
méreti matrixba rendezett alakzatcsoport képezi.
A 400 elemi alakzatbol osszerakhato C, tipusu dbra
25-szor ismétlédik a chipen beliill nem ciklikusan,
illetve nem matrix alakban. Itt jegyezziik meg, hogy
a C, ismétléds abrai azonos allastiak kell, hogy le-
gyenek. Tiikrozés vagy elforgatas esetén — az abra-
leképzés szempontjabol — mar nem tekinthetjiik
C, tipusunak az egyébként azonos felépitésii cso-
portot sem.

Végiil a C, tipusit Abra 10 ezer elemi alakzatbol
all.

Az abrak jellege szerint az LSI aramkorok sok-
félék. Alapvetden azonban két jellegzetes csoportra
oszthatjuk a logikai 4dramkoroket. A memoria-
aramkoérok képezik az egyik csoportot, amelyek to-
pologiai felépitésére jellemz6 a matrixba rendezett
alakzatok nagy szdama. Ugy is mondhatjuk, hogy ek-
kor:

sot (15)
(16)

Ci-ay-a>Cyb,

Ciaya>Chb+Cy

is altalaban teljesiil.

Az aramkorok masik alapvetdé csoportja az un.
,,véletlen logikak”. Ide sorolhatok a felhasznalo-

sz

a nem ciklikusan ismétlddé alakzatok tulsulya, ugy

’

207



is irhatjuk, hogy:

Cyrb+C5>Ciap-ay, s6t 17)

Cyb>Cyea,0a, s Cy»Cieagea,  (18)

is gyakran teljesiil.

Ilyen szempontbél a (14)-es osszefiiggéssel meg-
adott abra vegyesnek tekinthet6. Szandékosan va-
lasztottunk olyan példat, ahol a harom alapveté
abratipus nagysigrendileg azonos mértékben szere-
pel.

Az elméletileg elérhet6 optimalis felbontas a ko-
vetkezd:

nlopt=5—ﬁ+2l5§38,4 (19)
és
Dy =D 8.3, 20)
Az egész részeket véve figyelembe:
Iy opt =N pt =8. 21

A Cj tipust Abrit tobbféleképpen is felbonthat-
juk. Egy megoldas lehet az 5.256 expoziciobol ki-
alakithato = alakzatsor leképzése 4dbrageneraldssal,
majd ennek lépkedéssel vald 8.11.13-szoros ismét-
lése.

A C, tipusu 4brahoz n,t b értéke szerint kell
megvilasztani. Az elvi optimum helyett igy ny =
25 valasztasa a legkedvez6bb.

A C, tipusa abrat az expozicidszam és a lemezfel-
haszndlas novelése aran lehet csak felbontani. Fel-
tételezziik, hogy a leképzés biztonsiga lehetévé te-
szi a C alakzatainak egyiittes generalasat.

A tett feltételezésekkel:

Sexp="9:256 4400410 000+ 11-13.(8+25+1). (22)
Mig a hagyoméinyos eljarassal:

Sexp=9-8-256 4-25-400+10 000+11-13.  (23)
Eredményeinket tablazatosan 6sszefoglalva:

Eljaras A sziikséges expoziciészdm Sexp

generdlds 1épkedés Osszesen

Optimalizalt 11 680 4862 16 542
Hagyoményos 30 240 143 30 383

Lathato, hogy az elméleti optimumot nem értiik el
az Abraodsszetétel miatt, de jelentds javulast igenl

11 680
AeXp Opt_ 4862 —_:2’4
(29)
30 240
A =——0—~211
P | pagy 143
A sziikséges expozicibk szdma — a hagyomanyos-

hoz képest — lényegesen, kozel 50%-kal csokkent,
ami jelentds gépiddcsokkenést eredményez.

A sziikséges gépid6k [2500 exp/ora leképzési sebes-
séggel szamolva): ‘
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Eljaris A szitkséges gépiadk (6ra)
generdlis 1épkedés Ssszesen
Optimalizalt 4,6 2 6,6
Hagyomanyos 12,0 ~0 12,0

A lemezfelhasznalis a kovetkezdképpen alakul:

Eljérés A lemezfelhaszndlds (db)
generalis lépkedés sszesen
Optimélizélt 1(1) i) 2 (2)
Hagyomanyos 1(2) 1) 2 (3)

Feltételeztitk, hogy a két meghibasodas kozotti
idétartam 20 éra. Ilyenkor a lemezfelhasznalas az
optimalizalt és a hagyomanyos esetben megegyezik.
A zarojeles értékeknél azonban 10 orira valasztot-
tuk a két iizemzavar kozott varhaté idétartamot.
Ilyenkor a lemezfelhasznalas az optimalizalt esetben
a kedvezdbb.

Végiil a kompozitdlds technikijarol néhany gon-
dolatot. Az abrageneralas soran leképezziik az 5-256-
os, a 400-as és a 10 000-es alakzatcsoportokat egyet-
len lemezre. Majd példaul a C; és a C, adbra letaka-
rasaval leképezziik Cj-at 11.13-szor, azutan a C; és
a C, letakarasaval a Cy,-t, 25.11:13-szor, végil C,
és C, letakarasaval 11-13.8-szor Cj-et. A lépkedés
kivitelezése bonyolultabba valik, mindez azonban
b4ségesen megtériil.

A leképzési titvonal minimalizildsanak lehetOségei

Az LSI maszkrétegeken szimos olyan alakzat he-
lyezkedik el, amelyek pozicidja nem jarhato be cik-
likusan. Mas szavakkal éppen annyi expoziciot kell
végrehajtanunk, ahany ilyen alakzat van. Az expo-
nalas végrehajtasa soran a berendezések asztalat a ki-
vant pozicidoba vezéreljiik, ezt koveti a megvilagi-
tas. Az expoziciok végrehajtasahoz sziikséges id6 ara-
nyos az egyes elmozdulisok ereddé hosszaval, vagyis
a poziciok bejarasi utvonalanak hosszusagaval. A ve-
zérlés szempontjabol a poziciok bejarasi sorrendje ko-
z6mbods. Jogosan meriil fel a kérdés, hogy van-e
olyan bejarasi sorrend, amelyhez minimalis hossza-
saga bejarasi ut tartozik ?

A szemlélet alapjan azt valaszolhatjuk, hogy léte-
zik minimalis tthosszti bejarasi sorrend. Egyszerii
esetben ezt probalgatassal is meg lehet hatarozni.
Ilyen példat mutatunk be az 1. dbrdn, ahol a sza-
balyos hatszog csicsaiban elhelyezkedé hat téglala-
pot abrazoltunk.

Legyen az a feladat, hogy az 1. pontbol elindulva
ugy jarjuk be az 1—6. pozicitkat, hogy a megtett
ut minimdalis hosszisagi! Ehhez felrajzoltuk az
osszes lehetséges két pontot Gsszekoté vonalat. Pél-
dankban a tavolsigok kionnyen megadhatok: ha az
1—2. pont tavolsiga 1, akkor az 1—4. értéke 2,

az 1—3. pontok kozott pedig ¥3 mérhets. Az 1.b és
az l.c abrin egy lehetséges utat tiintettiink fel, a
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1. dbra. A szabalyos hatszog csucsaiban elhelyezett
,,ablakok” bejarasa

nyilak jelzik a bejarasi sorrendet. Az l.b utvonal
hossza 6.1=6 egység, az l.c utvonalé pedig 3.2+
+1:142:}Y3=10,46. A jelentés kiilonbség igazolni
latszik az optimalizalas sziikségességét.

A hatszog pontjainak bejarasahoz még tobb utat
kijelolhetnénk, de a tovabbi probalgatas helyett a
grafelmélet segitségével megkiséreljiikk a feladat 4l-
talanos megoldasat megtalalni. A berendezések n db
expozici6 sordn végrehajtott asztalmozgatisait egy
n-pontu graffal modellezziikk. A graf pontjait a le-
képzés sorrendjének megfelelden osszekotjiik. A ku-
lonbozd leképzési sorrendnek megfeleld grafok az
alabbi kozos tulajdonsigokkal rendelkeznek :

— osszefiiggoek,

— korok,

— pontjaik szdma n,
— éleik szama n.

Az ilyen grafot Hamilton-grafnak vagy Hamilton-
kornek nevezik. Ha toroljik a kor utolsé élét (az
n-ik pontbél a kiindulé pontba vezetét), Hamilton-
utat kapunk. Lényegében elegend6 a Hamilton-utat
vizsgalni.

Vizsgalatainkhoz a teljes n-pontua grafbél indulunk
ki. A teljes graf osszes lehetséges Hamilton-utjainak
szamat a kovetkez6 gondolatmenettel hatarozhatjuk
meg: a kitiintetett els6 pontbol n—1 felé mehe-
tink, a masodik pontbél n—2 irdnyban, és igy to-
vabb. Az utolso elstti pontbol mar csak az utolso-
ba. Vagyis az osszes lehetséges Hamilton-utak sza-
ma:

Nuy=(n-1)-(n—2)....-2.1=(n—-1)! (26)
Ez a szdam — (n—1) faktoridlis — a graf pontjainak
novekedésével igen nagy lehet. A 2. dbrdn egy 4 pon-
tu graf lehetséges Hamilton-utjait vazoltuk.

Konnyen belathato, hogy az osszes lehetséges Ha-
milton-korok szama éppen fele a. Hamilton-utak sz4-
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manak. Az n-pontua teljes graf barmelyik Hamilton-
korét az iranyitastol fliggéen kétféleképpen jarhat-
juk be. Hamilton-utat keresve azonban egyszer az
n. pontbol az 1. pontba mutato élét, a masodik
esetben a 2. pontbdl az 1. pontba mutaté élét
hagyjuk el a kornek, vagyis a kétféle bejardas két
fiiggetlen megoldasként jelentkezik. Feladatunk
szempontjabol ezeket egyetlen megoldasnak tekint-
hetjiik. A 2. abran érzékelhetd, hogy a hat Hamilton-
ut lényegében harom Hamilton-kornek felel meg.
A szaggatott rajzolt élekkel kiegészitve a grafokat
kideriil, hogy a—e, b—d és c—f megegyeznek, ha az
irdnyitastol eltekintiink.

[H749 -2
2. dbra. A 4-pontu graf Hamilton-ttjai, Ng=3!=6

Feladatunk most mar az, hogy az utakboél a leg-
rovidebbet kivalasszuk. A legkisebb thosszii, vagy
a leggazdasagosabb Hamilton-at keresésére altala-
nos megoldast ez ideig még nem sikeriilt taldlni
[1]. Feladatunk specidlis esetnek tekinthetdé. Ennek
megolddsara megkisérliink eljardst keresni.

Jeldljink ki egy kezdépontot! Esetiinkben ez egy-
szerd, hiszen a leképzési mez6 geometriai kozép-
pontjabol indulunk mindig. Az els6 pontbol n—1
felé indulhatunk. Kivalasztjuk ezek kozil a legrovi-
debb élet. A miasodik pontbol n—2 felé mehetink
és ezek kozul kivalasztjuk ismét a legrovidebbet.
Eljarasunkat addig folytatjuk, amig elfogynak a még
nem érintett pontok. Az utolsé el6ttibél mar csak
az utols6 pont felé indulhatunk. Mivel minden egyes
lépésnél a minimdlis hosszisaga élet kivalasztottuk,
ezek dsszege a minimalis hosszusag utat kozeliti.

Erdemes megvizsgalni, hogy hiny lépésre van
szikség. Az elsé él kivalasztasahoz n—1 vizsgalatra,
a masodikhoz n—2 vizsgilatra és igy tovabb. Az
(n—1)-ik él mar tulajdonképpen nem kell, hogy sze-
repeljen a kivalasztasban, de a teljesség kedvéért
kivetkezé képletiink ezt is tartalmazza:

n—1

Vy=n—14+n-2...4241= 31,

k=1

k=1,2, ...
@7)

Konnyen belathato, hogy V, megegyezik az n-pon-
tu graf osszes éleinek szamdval:
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(28)

Ez mindenesetre sokkal kevesebb, mintha az o6sz-
szes Hamilton-utat vizsgalnank (Npg).
Ny _2:(n=1! (n—=2)!
'—"/;—— n-(n—l) =2 n >1.

(29)

A viazolt algoritmust matrix-alakban is szemléltet-
hetjiik. Rendeljiink ugyanis a teljes n-pontu graf
éleihez olyan szamot, amely a két pont tavolsagat
jellemzi. Ezeket a szdmokat matrixba foglalhatjuk:

1 2 ...n
LU TR CPRRIN
R= Iyy Tog .. Iy, (30)
N [Ty Tpg «vv Iy

A (30) lényegében az n-pontt graf incidencia-mat-
rixa. Mi onkényesen érték-mitrixnak nevezzik,
amelyben a diagondlisban szerepl$ értékek:
Iy =Tgp=...=TI,, =0 (31)
és
L PPESS k=i=1,2, ..., n. (32)
A matrixos felirds egyben azt jelenti, hogy a graf
pontjait 1, 2, ..., n sorszamokkal lattuk el. A mat-
rix els6 sora az 1. ponthoz csatlakozd élek értékét
(hosszat), a masodik sora a 2. ponthoz csatlakozé
élek értékét stb. jelenti. A minimalis értékid ut kere-
sését a matrix meghatarozasa utan a kovetkezékép-
pen végezhetjiik. Kivalasztjuk az elsé sorbél a leg-
kisebb értékii elemet. Ennek mésodik indexében sze-
replé sorba ,,ugrunk”. Ebbél a sorbol toroljilk azt
az elemet, amelynek mdsodik indexében 1 szerepel
¢és a maradékbdl kivalasztjuk a legkisebb értékii ele-
met. Ennek masodik indexe mutatja meg, hogy me-
lyik a kovetkezd vizsgdlandd sor. Az eljardst addig
folytatjuk, mig minden sort végig nem jarunk.

Az eljaras hasznalhatosagat elvileg két tényez6 is
leronthatja. Az egyik, hogy az elsé pont megvilasz-
tasatol fiiggden kiilonb6z6 hossziisaghh minimalis
utakat kaphatunk. Szerencsére, feladatunk szerint,
a kiindulé pont mindig a leképzési mez6 geometriai
kozéppontja, amit bevonunk a graf n pontja kozé.
Ezaltal a minimalis ut keresése egyértelmiivé valik.
A miasik problémat az okozhatja, ha a graf élei
kozott van ketté vagy tobb olyan, melyeknek hosz-
sza egyenld. Tételezziik fel ugyanis, hogy a 3. pont-
bol kiindulé n—3 db élet vizsgalva két egyforma ér-
tékit taldlunk a legkisebbek kozott. Az egyiket va-
lasztva végigvissziik az eljardst, majd a masikat va-
lasztva ajra elvégezziik az eljarast. Végiil a két mi-
nimdlisnak kapott ut koziil a kisebb értékiit tekint-
jik megolddasnak. Ha a minimadlis értékek kivalasz-
tasa soran tobb azonos élet taldlunk, vagy ha tobb
pont esetén is taldlunk ilyen éleket, akkor a vizsga-
lati lépések szama novekszik. Az elsé esetben a par-
huzamosan kapcsolddd utak szdma, a masodikban
mind a parhuzamosan, mind a sorosan kapcsol6do
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utak szama megnd. Kedvezétlen esetben a vizsgdla-
tok szama megkozeliti az (n—1)! értékét, ami igen
nagy szam lehet és egyuttal eljarasunk hasznélha-
tatlanna valik.

A probléma feloldasat a kovetkez6 modszerrel ad-
hatjuk meg (1. irodalom):

Az élek hossza a berendezések asztalmozgatasanak
felbontasa (legkisebb lépés) kovetkeztében mindig
egész szamnak vehet6. Ha egy élhossz tobbszor is
el6fordul, akkor eléforduldsait egyikiik kivételével
ugy modosithatjuk, hogy az egyikhez hozzaadjuk
az egységnek a hanyadat, legyen ez ¢q, a masikhoz
2.¢-t, a harmadikhoz 3.¢-t stb. Ehhez ¢g-t ugy valaszt-
juk meg, hogy a modositasok Osszege az egységnél
kisebb legyen. Ha k szamu élhossz fordul el6 tobb-
szor és egy élhossz maximadlisan m-szer szerepel,
akkor ehhez ¢-t az aldbbi sszefiiggés szerint valaszt-
hatjuk meg:

kfg+2.g+ ... +(m—1)q]<1. (33)

Az igy modositott grafban mér nincsenek azomnos
élhosszak és a minimalizalasi feladat a vazolt eljs-
ras szerint oldhat6 meg. Belathato, hogy a megoldas
nemcsak a modositott grafnak, hanem az eredetinek
is megolddsa lesz (L. irodalom).

Végezetiil megkiséreljiik a varhatéo uthossz nye-
reséget megbecsiilni. Legyen négyzet az a teriilet,
amelyen az elemi alakzatok elhelyezkednek. Fe-
szitsiink a teriilet folé négyzetes halot és ennek ke-
resztpontjaihoz rendeljiink elemi alakzatot. A fel-
adat most- mar az, hogy bejarjuk a halo Osszes
pontjat egyszer a lehetd legrovidebb, egyszer pedig
a lehet6 leghosszabb Gton (3. dbra).

1 2 p-1 p
| |
1 L |
} |
2 +
| | e
-4 4 - - —— - 4,--_.[
| l
| |
| | a
! ]
} |
| |
| |
p-1——4—-1 ._t.____——.—__——,——{-—--—
]
P } $
| a={p-1)e e
H749-3

3. dbra. Leképzési teriilet. A négyzethald keresztpont-
jait kell bejarni

A bejarandé pozicidk szdma a 3. dbra jelblésével:
(34)

Tekintsiik minimadlis tthosszu bejarasnak azt, amikor
az n szama pontot agy jarjuk végig, hogy kozben
mindig egy osztasnyit lépiink. Ekkor a teljes ut-
hossz:

n=p2

min Sy=mn—1)-e=(p%—1)-e. (35)

Tekintsiikk maximadlis uthosszu bejarasmak azt, ami-
kor az n szdmu pontot Ggy jarjuk végig, hogy koz-
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ben mindig a teriilet 4tldjanak felét 1épjiik. Tételez-
ziikk fel, hogy ilyen bejaras — legalabb is kozelits-
leg — létezik. Ekkor a teljes tithossz: -

— . . — . 2__ —_— . 9
max 5, = DVZ@=De_ @P=De=Dey2
2 2
(36)
A minimalis és a maximalis bejaras ardanya:
mmSH: V2 _ V2 ) (37)
max Sy p—1 Vn—1
A nyereség szazalékosan:
NV = 10011 M Sk | _100.11 V2 | (38)
max SI] n—1

Feltételezéseinket figyelembe véve (38) csak nagyon
kozelité becslést nyuajthat. Jol érzékelheté azonban,
hogy a pontszam (n) ndvekedésével a maximalisan
varhaté nyereség novekszik. Néhany ilyen becsiilt
értéket az expozicioszam fliggvényében a kovetkezd
tablazatban foglaltunk ossze:

Az optimalizdlds
maximslis tthossz-

Expoziciészdm (n) nyeresége (durva

becsléssel)
9 30%
25 64% '
100 84%
1 600 96%
10 000 98%

Gyakorlatilag nem érheté el a maximalis nyereség.
Ennek két alapveté oka lehet:

— a poziciok elhelyezkedése és azok bejarasa al-
talaban nem olyan, ahogyan a példaban az
egyszerli szamitas kedvéért feltételeztiik; ‘

— az optimalizalas nélkiili bejaras altaldban nem
a leghosszabb utat adja.

Hatra van még a gépidé-megtakaritas becslése.
Egy elemi alakzat leképzési ideje két tagbol tevd-
dik Ossze: .

t=ty+1,, (39)

ahol {; az asztalmozgatashoz sziikséges id6, ¢, a meg-
vilagitasi idé.

A 3. 4bra szerinti minimalis bejaras idésziikséglete:

Tmi,,:f”—_vl)—'eJr(n —1)-ly, (40)
mig a maximalis bejaras idésziikséglete:
! n—1D-Y2-(Yn—1)-e
7max=( V27 ) +@m—1)t,, 41)

2.

ahol v az asztal atlagos mozgasi sebessége. A (40) és
a (41)-ben az e egységnyi elmozdulas iddsziikségletét
tekinthetjiik ¢,-nek:

e
L= e (42)
Az idémegtakaritas szizalékosan:
T .
TNy:100-(1—ﬂ~). 43)
max

Behelyettesités és atalakitas utan, f;=¢, feltételezés-
sel:

2Y2
(fn—l)+V§)'

Néhany becsiilt értéket az expozicidszam fliggvényé-
ben a kovetkez6 tablazatban tiintettiink fel:

Tyy = 100.(1 — (44)

Az optimalizdlds
maxim4lis idSmeg-

Expoziciészdm (1)  {akarftdsa (durva

becsléssel)
9 18%
25 48%
100 73%
1 600 93%
10 000 97%

Maximalis id6megtakaritds nem érhet6 el a maxima-
lis atnyereségnél emlitett okok miatt. Mindenesetre
a becslés azt latszik igazolni, hogy a bejarasi uthossz
minimaliz4dldsa jelentés megtakaritast eredményez-
het a nagy expozicidszamiu abrak generalasi idejében.
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