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A diszkrét és a gyors F ourier

transzformacio

1. Bevezetés

A PCM technika megjelenése, vagyis a jelek min-
tavételezés és kodolds utjan tovabbitdsa 0 korsza-
kot nyitott meg a hiradistechnikdban. A megindult
rohamos fejlédésben 1j és donté lépést jelentett a
mintavételezett-és kodolt jelek szamitogépes feldol-
gozasa és az analog vagy digitalis atviteli utak nu-
merikus leutanzasa.

A technikai megvalositast a gyors miikodésd sza-
mitogépek teszik lehetdvé. Az LSI technologia be-
vezetésével a 70-es évek kozepétsl rendelkezésre 4ll-
nak az egyre kisebb méret(i, egyre gyorsabb mi-
kodésli és egyre olcsobb4a valé szdmitogépek és ezzel
megindulhatott az 10j elveken felépiil6 berendezések
kifejlesztése.

Jelenleg a f6 ¢él az FDM rendszereknél a csoport-
képzés numerikus uton valé megvalositasa, hogy a
koltséges és nagyméretii analog szliréket el lehessen
keriilni, valamint a PCM és FDM rendszerek koz-
vetlen osszekapcsolésa.

Sajnos, ez az 1j technika magasabb matematikat
és a hagyomdnyos analég és digitdlis technikdban
megszokott elvektdl eltéré ismereteket kivan.

Ezen 1j technika elsajatitdsdhoz els6sorban

— a diszkrét és a gyors Fourier transzformécio,
— a Z Transzformacio és
— a digitalis sz(irék

ismerete sziikséges. Jelen cikkiinkben az elsé téma-
koérrel foglalkozunk. Célunk az, hogy olyan egyszerti
és vilagos targyaldsmodot adjunk, amelyet az 4tla-
gos matematikai képzettséggel rendelkezdk is na-
gyobb nehézség nélkiil kovetni tudnak. A hangsulyt
a fizikai kép megvildgitasara helyezziik, ezért a ma-
tematikai formuldkat lehetdleg részletes abrakkal és
szampélddkkal egészitjik ki.

2. A Fourier~sor

Ismeretes, hogy az 1. dbra szerinti bérmilyen f(t)
periodikus jel felbonthaté szinusz és koszinusz jelek
Osszegére :
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() =ay,+a; cos oyt +a, cos 2wyt + . . . +
+ by sinwyf+ by sin 2ewyf+ . . . } M
ahol:
27 1
COO:—]': Ay = TO
th+To
4 =2 J 1(£) cos kaod dt
LY ’ @

11+To

b,f=~T2—0 J f(t) sin ket dt.
15

Célszerli f-et igy megvalasztani, hogy az integ-
ralok kiszamitdsa lehetéleg egyszerd legyen. Altala-

T
ban ;=0 vagy t1=—2ﬂ értéket valasztunk.

Formuldink tomorebbé és attekinthetébbé valnak
“a komplex szdmoldsi méddal. A
eX - eTix

cos x:———2 és

. e ix—elx
sin $=['—‘2——‘

osszefiiggések felhasznildsival az 1. formulat atala-

kithatjuk.
A ko, frekvencidju tagok dsszevondsabol:

. a,—jb, .
a, cos kgt + by sin kot = —’2]—’ elked 4

a,+7b ; .
+ /\‘g] kg fhodt = C edknt 4 C_, o= Jlent,

f(t)
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Az 1. és 2. formuldakba behelyettesitve:

1t)= _z_w Cyetis o T NN
BN
a; 11+ ¢ ]kwot+e Jkaot ! I |
C=gig =——f fo| =5 ‘
2 2 2

t14+To

V
-3 | e ma @

e dredt _ g Jhoat
]

f@®) és C, kolesonosen meghatarozzak egymast, ezért
Fourier-paroknak nevezziik 6ket.

2.1 Periodikus fiigqvény felbontdsa pdros és pdratlan
osszetevdre

Az 1. és 2. formulakbdl latszik, hogy a Fourier-sor-
képzés linearis miivelet. Ha az f(f) fiiggvényt tetszé-
legesen felbontjuk

O=HO+ O+ - (4)

osszetevékre, akkor érvényes a linearis szuperpozicié
elve. Vagyis, ha kiilon-kiilon a részfiiggvényekre meg-
hatdrozzuk az a;, b, vagy C; komponenseket, akkor
az egyes qa;, b;, ill. C-k osszeadasabdl nyerjitk az
eredeti f(f) fiiggvény megfelel§ komponenseit.
Kilonosen két felbontasnak van jelentdsége:

a) Felbontds pdros és pdratlan fiigquényekre

fO—-K=1 f( J)

O=H®+10), ahol:  fit)=

f1(H) paratlan, csak szinusz Osszetevéket tartalmaz.
fo(f) paros, csak koszinusz osszetevbket tartalmaz,

b) Felbontds csak pdros, ill. pdratlan harmonikusokat
tartalmazo részre

Egyszertien levezethet6, hogy a kovetkezé felbon-
tas esetén:

jo—1(t+ )
JO=1O+@), abol:  fl)=—g—2|
ol ©
jo+i{e+ )
fy=———2"

/() csak paratlan harmonikusokat, f(f) pedig csak
paros harmonikusokat tartalmaz. Példaképpen a 2.
dbrdban megadjuk egy periodikus fiiggvény felbonta-
sat az 5. és 6. formuldknak megfelel§en. Semmi aka-
dalya sincs annak, hogy a két eljarast egymads utén
alkalmazzuk és igy az eredeti f(f) fiiggvény négy rész-
re bonthatd, amelyek kozil ketté paros és kettd pa-
ratlan fiiggvény €és mindegyik csak paros, ill. csak
paratlan harmonikusokat tartalmaz.
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2. dbra. Periodikus fiiggvény felbontasa

2.2 Periodikus impulzusfiiggvények Fourier-sora

Periodikus impulzusfiiggvénynek nevezzik azokat a
fiiggvényeket, amelyek minden egymast kovets T
id6szakban azonos elrendezésben impulzusokat tar—
talmaznak. Altalanos esetben a T, idékozon beliil
az impulzusok szabalytalan médon felyezkedhetnek
el, de mi csak azt a specialis esetet fogjuk targyalni,
amikor az impulzusok szabalyos T idékozonként ko-
vetik egymast (3. dbra).
igy:

TO

N==gr=

1)
Zm 7)
Wy

impulzus van minden T, periédusidében. Az impul-
zusfrekvencia vagy mintavételezési frekvencia:

o — 27
m T °

Az impulzusfiiggvényt jeloljuk f*(¢)-vel. f*() rend-
szerint a burkold folytonos f(f) fiiggvény mintavéte-
lezésébdl szarmazik, de a kovetkezékben mint 6nallé
fiiggvényt targyaljuk.

Néhany szot kell szélnunk az impulzusok alakja-
r6l is. A Fourier-komponensek meghatarozasanal
csupan azt kell megvizsgilnunk, hogy a 2. formula
szerinti integralokat mennyiben érinti az impulzusok
alakja. A viszonyokat a 4a dbrdn vilagitjuk meg.
Konnyen belathatd, hogy mivel a k-ik komponens
meghatarozasanal az impulzus és cos ke,t, ill. sin keogt
szorzata szerepel, az integralok értéke valtozatlan ma-
rad mindaddig, amig az impulzusid§ tartama alatt a
cos vagy sin fiiggvény kozel allando. Vagyis amig 1<

<&

Tor? a felharmonikus periddus idejéhez képest.
0
f (t)

\I “ ._f(t)

2 N 1 t

[}
—_

_-__.o=

To
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3. dbra. Periodikus impulzusfiiggvény
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4. dbra. Az impulzus alakjanak a hatasa a Fourier. komponensre

Ekkor viszont az impulzust egyértelmiien megha-

tarozza az ,,A” teriilete. Ha 7 dsszemérhetd k—l— -
W,

lal, akkor az illeté felharmonikuson mar flgyelembe
kell venni az impulzus alakjat. Mas széval, a Fourier-
sor felbontoképességét a legmagasabb figyelembe vett
felharmonikus hatdrozza meg. fgy példaul a 4b
4bra szerinti kett6s impulzus kb. 50 kHz-ig (peri6-
dus id6 20 ps) egyetlen S5uVs teriiletii 1mpulzusnak
tekinthetd.

Mi a koévetkezékben az impulzusokat 7 szélességii
A . e
és = magassagit négyszogimpulzusnak tekintjiik,

ahol 7<T, hatdresetben 70, Dirac impulzusra
valo atmenettel.

Hatdarozzuk meg ezekutdn az §. dbra szerinti
periodikus impulzusfiiggvény Fourier-sorat. Tekint-
silk az impulzusfiiggvényt az f(f) figgvény minta-
vételezésének. f(nT)=X, legyen f(f) metszete és
minden metszethez rendeljiink hozza egy A,=X,T
teriileti impulzust (A T szorzot azért érdemes fel-
venni, mert igy az impulzusfiiggvény teriilete kozel
azonos lesz az f(f) gorbe alatti tertlettel.).

A Fourier-komponensek szadmitdasa nagyon egy-
szeri lesz, ha felismerjiik, hogy a 2., ill. 3b formu-
lakban az integralszamitasnal csak az impulzusok
idépontjat kell figyelembe venni. fgy az integral
osszegezéssé fajul. A 3b formuldbol kapjuk:

o
1 1
Ckz_T_ J\ fx(t)e—jkwat dt:T [XOTe—j/\a)a-OT_*_
0 0

+ XlTe‘ JkaoT + XzTe—jkwozr ...+ XN_ITe]kwo(N—l)T]:

T N
T 2 X e— jkwomT
om
Behelyettesitve:
T, 2 L 2n .. 2m
fo_ =2 =e N —cosr—7jsinZ”
T N, o, T, és W=e cosNI
Kapjuk
c 1 N=1 —12;’"" ] N=1 §
== Xnae =— X, Whm 8
3 N =, NmZ=10 m ( a)
és forditva, a 3a formula alapjan:
f"(nT)_ Z’ C,e/2#nT = Z’ C,Wkn, (8b)

= oo iz — oo
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A fenti formuldkban, ha végtelen sok harmonikust
veszink figyelembe, Dirac impulzusokkal szamolunk,
f(uT) az n-ik impulzus teriiletét adja meg.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen idéfiiggvényt ka-
punk, ha csak a k=0, 1, N—1 komponenst
vessziik figyelembe. C, értékét 8a b6l 8b-be helyet-~
tesitve:

N-1 1 N=1 N—
> CkW‘k”:v Z’ Z’ X, Whm. W—hn, (9a)
k=0 k=0 m=0
A két osszegzés sorrendjét feleserélve:
{N=-1  N-1
N 2 n S WT=X,,, (90)
ugyanis:
N—1 —— N, ha n=m
g 10, ba nzm
Végeredményben a 8a és 9b formulak alapjan:
1 n—1
Ci=— > X,Wtm, (10a)
N m=0
N-1
Xp= > C,Whn (10b)
k=0

C, és X, kolesonosen egydértelmiien meghatarozzak
egymast, Fourier-part képeznek. A 8 és 10 formulak
f6 jellemzdje a- periodicitas. Mivel

Wsk+rN — Wsk

minden 1, s, k egész szam esetén, sziikségszerlien
fennall:

CIr+rN:Ck
Xn+rN=Xn (11)
Fl+rN)T]=f@nT).
X7 X2T
X3T
| S .—f"(t)
~ '
2 N
X3 X(N1) f(t)
o T 2T 3T (N—l)Ti t

To

5. dbra. Az impulzusfiiggvény értelmezése
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6. dabra. Az FT és DFT spektruma

Figyelemremélto és alapveté fontossagh a kovet-
kez6 megallapitds: a 8. formuldban végtelen sok
C, amplitadoju komponens elbdllitja a mintavétele-
zett fX(nT) figgvényt, amely csak a t=nT id6pon-
tokban tartalmaz X, T teriilet impulzusokat, a ¢
#nT esetben zérust ad. A 10. formula ezzel szemben,
mivel csak véges N szdmua komponenst tartalmaz,
egy periodikus fiiggvényt 4llit el6, amely a ¢=nT
pontokban is véges. Lényeges viszont, hogy a t=nT
pontokban ez a fiiggvény pontosan az X, értéket
veszi fel. A viszonyokat a 6. dbrdn tlintetjik fel.
f¥(nT) spektruma w,, periodusonként ismétlédik. A C,
értékek és f(nT) kozott a kapesolatot a Fourier-sor-
képzés, mas szoval a Fourier-transzformacio (FT)
adja meg. A nem ismétlédé spektrumhoz a 6b abra
szerint ¢(f) fliggvény tartozik, amely az nT id6pon-
tokban az X, értékeket veszi fel, kozben pedig vé-
ges értékii, altalaban komplex. X, és C, kozott a
kapesolatot a 10. formuldk adjak meg, ezt diszkrét
Fourier transzformacionak nevezziikk (DFT). Telje-
sen daltalanositva, barmilyen fiiggvényre valdé vo-
natkoztatas nélkiil mondhatjuk, hogy a DFT az X,
X3 ... Xpy_y értékekhez a C,, C;...Cy_; értéket
rendeli. (Megjegyezziik, hogy ' a  hozzarendelésnél
fontos a sorrend is, mert példaul X, és X, feleserélése
Cy értékeit is megvaltoztatja, nemcsak a sorrendjét.)
Altalanos esetben az X, értékek komplexek, igy a
DFT tulajdonképpen 2N adathoz 2N adatot rendel.
Ha az X, értékek valosak, a C, értékek altaldban
komplexek. Ekkor a DFT N adathoz 2N adatot
rendel, ami latszélag redundenciat jelent, ami abban
jelentkezik, hogy a C, értékek nem fiiggetlenek egy-
méastol. Mint kés6bb latni fogjuk, ebben az eset-
ben a C,-kat is N adattal jellemezhetjiik.

2.3 A C, egyiitthatok szdmitdsa

Mivel gyakran lesz ra sziikségiink, el6szor abrazol-

juk a komplex sikon az eléz6leg bevezetett W=
27

=e ~ N-etésegészszamu hatvanyait. Elemi komplex
algebrai uton konnyen igazolhatdo, hogy W" (n=
=0,1,2...) akomplex sikon egy egységsugaru korbe
irt szabdlyos N szog esucspontjaiban helyezkedik el.
Paros és paratlan N esetét (példaul N=5 és 6)
a 7. dbra tunteti fel. Hatarozzuk meg ezekutéan C,
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explicit alakjat. A 8a formulabol:

1

C"N

[Xo+ X W+ X,Wo L 4 X, W=Dk,
(12a)

Vagy a fenti formulat W% =1-gyel szorozva :

1,
Comrg | Kot X, WV DR X, W26 Xy WH,
(12b)

Szemléletesebb képet kapunk, ha C, szamitasat
grafikusan kovetjik végig. A 8. dbran a 12« formula
szerint a komplex sikon felvesszitk Xt és ennek
végpontjaban a, W* egységvektorral szorzott X,-et
és igy tovabb. Ha az X értékek valosak, a tort vo-
nalak mindig W* szogével megtorve kovetik egy-
mast. Az N—1-ik vektor végpontja adja Cj-t.

A C,-ra vonatkozolag a kovetkez6 fontosabb megal-
lapitasokat tehetjiik:

(1) C0:X0+X1+X2+...+XN_1. (13)
Ha az X értékek valosak; C, is valos.
b) Ha N péros:
(19)

Cy=Xp—=X;+Xp. .. — Xy_;.
2

Ha az X értékek valésak, Cy is valos.

7. dbra. W= szerkesztése az egységsugara koron

Hiraddstechnika XXX 11. évfolyam 1981. 4. szdm
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8. dbra. Ci szerkesztése valos X esetén

ET303]

W(N—i)n

10. dbra. X, szerkesztése

¢) Ha az X értékek valosak, Cy_,=C5. (15)
Ugyanis a 12a formuldaban k helyébe (N -—k)-t
irva, az i-edik tag lesz:

Xi“n'(N—k):Xi‘,V*ik’
ami a konjugiltja a C,-ban levé tagnak, minden
tag a konjugaltjava valt at.

Tehat ha minden X valos, elég C, C,...Cy (paratlan
2

Cn-
N esetén N-z—l) meghatarozasa, a tobbi C, érték
konjugalt képzés utjan adodik.
Ebben jelentkezik az el6z6leg emlitett redundancia.
Végeredményben, ha minden X, valés, a DFT kom-
ponensek a 9. dbra szerint konjugilt paronként he-

lyezkednek el a komplex sikon. A 8. Abra szerinti
szerkesztésbdl is kovethets, hogy Cy , meghataro-
zasandl X, W% stb. vektorok szerepelnek, tehat az
ered6 C¥ lesz.

2.4 X, meghatdrozdsa C-bél

A 10b formulabol felirhatjuk X, értékét explicit
alakban:

X, =Cot CW VL CW 24 4 Cy_ W -Dn,
(16qa)

Vagy a fenti formulat W¥*=1-gyel szorozva:

X,=Co=C,W=Dny C,WWN-2n4 1 Cy_, W (16b)

A 12. és 16. formuldk Osszevetésébdl latszik a teljes
analogia (C-ban a konstans N osztotol eltekintve).
Tehat ugyanaz a szamitasi modszer alkalmas az X -
ekbél C, vagy a C-kbol X, meghatarozasara. (A ki-
tevében szereplé negativ el6jel csupan annyit jelent,
hogy W helyébe W*-ot kell irnunk.)

Ha az X értékek valosak, a komplex sikon is kény-
nyen kovethetjitk X, meghatarozasat. A 10. dbrdn
tintetjiik fel a 16a formula ,,i”” és ,,N—i-ik” tag-
janak a hatasat. Latszik, hogy a

CWin 4 Cpy_,W—W=in

0sszevonas valos értéket ad.

2.5 Iddeltolds hatdsa a Fourier-komponensekre

A 1la 4bra szerinti periodikus (impulzus) fiiggvény
Fourier-komponenseit jeléljiik C,-val. Felmeriil a kér-
dés, ha a figgvényt 7 idovel jobbra toljuk (b 4b-
ra), hogyan viltoznak meg a komponensek. Az
1j komponenseket jeloljik C-vel. A 3b alapformu-
labol kapjuk:

To To
Ci= L f fX(t—T)e ikt dt = 1 f fr(u)eHentu+ qu =
Ty Ty
0 0

= Ce e, (17)

Vagyis a 1lc¢ Abra szerint az j komponenseket
# régibdl —koygr elforgatissal kapjuk. Ez megfelel
a frekvenciaval ardnyos fazisforgatasnak, ami sziik-
séges is az alakhi idéeltolashoz.

fx“) fx({-—'t) Ck
xq | X2 ‘XN—1 X; X2 XN-1 X4 X2 XN-1 kwo’['/
1X°, l Xo| |t I |x_°J ’ lx°|* Ch
0r T 2T ! 0f i
T Pl T
a, b, c,

11. dbra. f*(t) eltoldsa 7 id6vel

Hiraddstechnika XXX 11. évfolyam 1981. 4. szdm
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Mintavételezett fiiggvényeknél fontos eset, ha 7=
rT, a mintavételezési id6 egész szadmu tobbszorose.
Ekkor: :

A2k
Ci=CeFwT=Ce N =CW". (18)
TO 2 - jnk ‘
Ha: 1=?akkor [Ci=Che— " =+C,. a9)

Megjegyezziik, hogy a 7=r T idéeltolas a DFT szem-
pontjabol egyenértékli az X értékek ciklikus cseré-
jével. Példdul N=4 és r=2 esetén X, X,, X,, X,
helyett az X,, X,, X,, X; sorrend felvételével.

T,

2.6 Két eqymastol 5

tdvolsdgra levd impulzus

A kovetkezékben hasznos lesz, ha a 12a dbra sze-
T .
rinti, két egymastol —29 tavolsagra levé impulzus

DFT-jét kiszamitjuk. A masodik impulzust jeloljiik
X y-vei. Ekkor a 12. formula szerint, mivel N =2, kap-

2
juk:

17 )
=t vy
2

. (20)
CIZ_IXO—XN] .
2 <1}
i XN
Xo 2 X
t
! - !
T T )
b,

12. dbra. Két impulzus eltolasa rT id6vel

Konnyen ellenérizhetjiik, hogy a fenti két kom-
ponens a {=0 és —7122 helyen valoban el6allitja az

X, 6s Xy értéket. )
B}

Azonban, mint eléz6leg arra ramutattunk, a koz-
bensé helyeken a két komponens valamilyen nulla-
tol eltérd értéket Allit eld.

Kovetkez6 1épésként osszuk fel T'-t N egyenlé rész-
re (N legyen paros) és az impulzusfiiggvény =0,

ill. 122 helyen legyen tovabbra is X, és X N> de a

2
tobbi {=nT helyen legyen zérus. Ekkor N feltéte-
liink van.

Mivel X;=0, ha i=0 vagy -—]‘Y , a 12. formulabol
kapjuk:

146

1 h gk 1 —jnl‘1
Ck:ﬁ LXO—I-X_zI!W =ﬁ X0+X%e .
vagyis:
17 (21)
Ci=—|X,+Xn| ha k=0,2,4,..., N-2
N 5 ,
11
Ci=(X,—Xn{ha k=1,3.. . A—-1.
N 7

Végiil szamoljuk ki a DFT-t, ha az impulzus-
fiiggvényt 7=rT id6vel eltoljuk (I12b dbra). A 18.
formula szerint kapjuk:

Co=C,,
Cy =\C1W'
Ci=C,W?¥ (22)

CI/V'—l =Cn_ 1W(N_1)’-

3. A DFT szamitdsanak az egyszeriisitése

A DFT szamitasa hosszadalmas és sok algebrai mi-
velet elvégzését teszi szilkségessé. A 12. formula sze-
rint minden C, egyiitthatd N tagbdl 4ll és Altaldnos
esetben, ha X, komplex, mivel W* is komplex,
minden tagot két komplex szdm szorzata képez,
ami az \

(a+7b)(c+jd)y=ac—bd +j(bc+ad) (23)
osszefiiggés alapjan négy valds szorzasnak és 3 Gssze-
adasnak felel meg. Ezen tagok 6sszege, tehat N—1
komplex 6sszeadss utdn kapjuk meg az egyes C,-kat.
Tehat az N szamu C, kiszamitasahoz:

N2 komplex szorzas
és N(N — 1)~ N? komplex 6sszeadds (24)
szilkséges. IEgyszerlsitést jelent, ha felismerjiik,
hogy specidlis esetekben a komplex szorzasok ke-
vesebb mitivelettel elvégezheték.
Igy a:
N

Ic=g esetén: (a+jbh)W2=—a—jb

N N
— Ay - : 4 _p 3
k_4 esetén: (a+jb)We=>b—ja (25)
N
k=Y esetén: (a+jhyWs =

8

=0,707(a+b)+j0,707(b— a)

alakra hozhatok. Ezek az egyszerisitések akkor al-
kalmazhatok, ha N paros, illetve N=2°%, kett6 egész
szamu hatvanya.

Lényegesebb egyszerisitést és egyittal mélyebb
bepillantast ad a DFT szadmitasaba a kovetkezd
modszer: Ha N paros, a 13. dbra szerint az impulzus-

fiiggvényt felbonthatjuk a feltiintetett % szamu,

csak két impulzust tartalmazé fiiggvényre. Jeloljiik
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X4 fx“)
X X, Xe X
I
1 t
Xo T XNTX,  T=0
o | 4 t
o [1 lxs T=T
! ot
2T
X Xg =21
&g |2 | v
X T=3T
o3 3 LX7 — +

13. dbra. t*(t) felbontasa impulzusparokra

oket ag, oy, ..

oy /N
(z

1)-gyel. Ezeket a fiiggvényeket

rendre OT, 1T, 2T. .. (—g——l)T idéeltolas utan linea-

risan szuperpondlva, az eredeti fiiggvényt kapjuk.
Az eredeti impulzusfiiggvény C, egyiitthatoit meg-
kapjuk, ha ezen idében eltolt részfiiggvények meg-
feleld egyiitthatoit Osszeadjuk. A 21. formula sze-
rint az id6ében el nem tolt részfiiggvények egyiittha-
toi:

1

Ck,-=N[XI+Xi+g} k=0,2, ... N—2

ck,z%[x,.—xiﬂ] k=1,3, ... N—=1\ (26)
2

i=0,1,2,... ﬁ—l.
2

Ahhoz, hogy az eredd egyiitthatokat kapjuk, a
22. formula szerint figyelembe kell venni a t=0,
T, 2T, ... idéeltolasokat és az igy kapott egyiitt-
hatokat kell 6sszegezni. Kapjuk:

C0=C00+C01+C02+ ce +C0’(_1\1_1)

2

C,=Cyo+CoyW+C W2+ ... +

S
+Cl,(-—1!_ )W 2 (27)
Cn_1=Cn_1 o+ Cinv_1y, 1 WYV HCiy_q), s WV D
(F-1)w-p
4+ ... +C(N—1),(g—1)“/ 2

A fenti eljardssal a miiveletek szama kb. a felére
csokkenthetd.

4. A gyors Fourier transzformacio
(FFT, Fast Fourier Transzform)

Ha a DFT-t jelatvitelben akarjuk hasznalni, akkor
a kiszamitashoz annyi id6é 4ll rendelkezésre, ameny-
nyi az N minta tényleges atfutasi ideje. Ez a ,,Real
Time” iizemmédd nagy N esetén és kis T mintavé-
telezési id6 mellett még a leggyorsabb szamitogé-
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pekkel sem valésithaté meg az el6z6ekben ismerte-
tett modszerekkel. .

Azokat a szamitasi modszereket, amelyek a DFT
kiszamitisahoz sziikséges miiveletek szamat sokkal
nagyobb mértékben csokkentik, Gyors Fourier
Transzformacionak nevezziik.

Nagyszamu ilyen modszer létezik, de ezek lénye-
gében mind két alapvetd modszerre vezethetdk visz-
sza:

a) Az eredeti impulzusfiiggvény idébeli felbontasa
(Decimation In Time);

b) Az eredeti impulzusfiiggvény frekvencia sze-
rinti felbontasa (Decimation in Frequency).

4.1 A ,,.Decimation In Time” mddszer

A legismertebb és legelterjedtebben hasznalt FFT
eljarast J. W. Cooley és J. W. Tukey ismertette
1965-ben. Lényegét az el6z6 pontban targyaltak
alapjan konnyen megérthetjiik. Vegyiik példdul N=

o y y LSO

A B ™

|X° IXB Lo

X2 %10 oLy

*1 %12 o<

Lls A 1 X1 dg

X1 X9 A of 4

X3 1% oly

X5 %13 olg

X7 1X15 4y

L X 1X8 1X12 Po ey, (4T)
X2 %6 %0 X Po=etptotg(4T)
B X5 X9 M3 ot smspm
U3 %7 X0 X5 - ageatyg

Xo X2 (X4 X6 X8 %10 ¥12X14

|Xo |X2 1; |X6 IXB IXOXuIX %=t 221

1,%3,%5 X7 %9 X1 %13,%15

11 473,75,177 179 171713 5=B1*R3127)
=2+ (41)

14. dbra. f*(t) felbontasa ,,Decimation In Time” FFT
szamitasahoz

=16 esetét. A 14. abra szerinti impulzusfiiggvényt
felbonthatjuk 8 darab két impulzust tartalmazé rész-
fiiggvényre. Célszertiségi okokbol szétvalasztottuk a
paros és paratlan sorszamu impulzusokat tartalmazo
fiiggvényeket.

Bejeloltiik, hogy az egyes fiiggvényeket milyen
idével kell eltolni, hogy az eredeti helyiikre keriil-
jenek. Egyontetibb a szamitas menete, ha a parat-
lan fiiggvényeket elészor 0, T 2T-vel toljuk el, majd
osszegezzilk 6ket és utolsd lépésként alkalmazunk
egy kozos T eltolast. Latszik, hogy ez a modszer
alapjaban véve teljesen megegyezik a 13. abran is-
mertetett modszerrel. A kiilonbség, ami a mdveletek
szamat lényegesen lecsokkenti, az lesz, hogy a rész-
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fuggvényeket nem egy lépésben adjuk ossze, hanem
elészor parosaval dsszevonva négyes .csoportokat ké-
peziink, majd ezeket a négyeseket ujra paronként
osszevonjuk és igy tovabb, amig az 6sszevonss ered-
ménye az eredeti fiiggvényt adja. Az eljarashoz
sziikséges, hogy N =2° szamu legyen.

A szamitas menete a kivetkezd:

a) El6szor a 14. dbrdnak megfelelden az ,,oc"’ részekre
valo felbontast végezziik el. Minden «-hez két
egyiitthato tartozik. A 20. formula szerint:

COOu:Xo‘I‘X_Nzxo‘I‘Xs
2
%o Cma:Xo_XN=Xo_Xs
2
C2W=X2+X2+E=X2+Xm
2
o
2 C21a:X2_X2+£:X2—X10 (28)
2
v C10a—X1+X1 N_Xﬁ;Xg
o
! Clla_XIZXl EMX1—X9
2

b) A kovetkezé lépés a 8-k kiszdmitasa. A 14.
adbrdban (nT) indexszel jeloljikk az illeté ,,u”
iddeltolasat. A 22, formula szerint:

Cooﬂzcoofl‘ C N o= Cooa+ Caoa
e

Co1p=CoraTCnN mW4 = Cpo+ Cyg, W*
T

29
‘80 COZﬁ:COOa—I_C_IX OuW8=COO+C4OuW8 ( )
i

Corg=Coa+Cn 5 W24 Cpyt Cyy W2
it

Hasonloképpen szamoljuk ki a tébbi 8-t is.

¢) Ezutan y kiszamitasa kovetkezik, majd esetiink-
ben y, és y, 6sszevonasabol a végeredményt kap-
juk. a« két, B négy, y nyolc és a végeredmény
mar a 16 egylitthatot tartalmazza.

A sziikséges miiveletek szdma lényegesen lecsok-
kent. Ugyanis, ha N=25, az «, 3, y... lépések
szama s=1g,N. Mind az «, mind a f, y... rész
szamitasaiban osszesen N egyiuitthatot kell kisza-
molni és minden egyiitthaté szamitdsa egy komp-
lex szorzast (a W#-val valé szorzast) és egy komplex
osszeadast kivan. (Az «-knél a komplex szorzis el-
marad, de nagy N esetén ez nem lényeges). Igy
Osszesen :

Nlg, N

psszeaddsra és szorzasra van sziikség, szemben N2-
vel, ha a 12. formula szerint szdmolunk. A csokke-
nés aranya:
N2 N
CNIGEN 1N (30)
Tehat N=128-n4al a 18-ad részére, N=1000-nél a
100-ad részére csokken a sziikséges miiveletek sza-
ma.

148

o ¥
1 1 A 1
Xo Co
1N N g
~N 1
X / ! \\ ! N //,.
4 C1
-1 ~ A N 1
1 1 W2 NN w

NERN N A2 NN
1 W ~ N .
X3 Ce

N wh ~ wb
NN ~ N\

\‘4 \ 1

-1 ws w7

Wo=1, Wh= 1
' B130-15

15. dbra. Folyamatdbra a ,,Decimation In Time”
FFT szadmitisahoz

Az el6z6ekben ismertetett eljarast jol kovethet-
jik a 14, dbra szerinti folyamatibran, N =8 esetén.
Az 4bran a nyilak mellé irt W" szamok a balrdl
jovo informacio Wm-nel valo szorzasat jelentik, a kis
korok pedig a beérkezé informiciok 0Osszegezését.
A szamitsasi folyamat el6rehaladisaval az «, B, y
fiiggdleges sikok az el6zé szamitas menetének felel-
nek meg.

Bar cikkiinkben csak elvi szamitdsi modszerekkel
foglalkozunk, két szempontra ramutatunk, amelyek
szamitogéppel valé szamolas esetén felmeriilnek.

Az elsé szempont a beérkezé N adatnak a sza-
mitas altal megkiviant sorrendbe wvald rendezése.
Ez legegyszertibben az tn. bit sorrend megfordita-
saval (bit reversal) torténik. Lényege a kovetkez6:
ha a beérkezé adatokat az alabbi tdblazat szerint
binarisan szamozzuk, akkor a bitrendet megfordit-
va, az 0j sorrend éppen a szamitasok altal megki-
vant 0, 4, 2, 6, 1, 3, 5, 7 lesz. Konnyen igazolhato,
hogy allitdsunk barmilyen N =2% esetén igaz. (Az
N =38 esetet az 1. tablazat tinteti fel.)

1. tablazat
A ,,bit reversal” N =8 esetén
Bindris szémozés | Forditott szamozas Uj sorrend
Xo 000 000 Xo
X1 001 100 Xa
X 010 010 Xe
Xs o1 110 Xe
Xa 100 001 X1
X5 101 101 Xs
X 110 011 Xs
X7 111 111 X2
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A miasik szempont, amire ra akarunk mutatni,
hogy a szamitégép gazdasigos kihasznalasat nagy-
mértékben befolyasolja a sziikséges memoériaelemek
szama. Az ismertetett szamitasi moddszer ebbdl a
szempontbdl is igen elényos. Ugyanis, ha a bejové
N adatot beirtuk a feltétleniil sziikkséges N szamu
taroloba, tovabbi tarolokra mar elvileg nincs sziik-
ség. Ugyanis kovessiik példaul végig a 15. abra
folyamatabrajat. Valasszunk ki az o sikon két Osz-
szetarté part, példanl X, és X;-ot. Az X+ X; és
X;—X; miivelet elvégzése utan X, és Xjre, tehat
a bejové tarra nincs tobbé szitkségiink, ezért X, 4+ Xy
és X;—Xg értékét mindjart beirhatjuk X; és Xj
tarjaba. Hasonld a helyzet a § sikon a 4, a y sikon
a 8 oOsszetartozdé értékparral. A tarolok ilyen ki-
hasznalasat ,,computation in place”-nak nevezziik.

Nem minden FFT eljards rendelkezik ezzel a le-
hetdséggel.

4.2 A ,,Decimation In Frequency” modszer

Lényege a kovetkez6: A 16a dbra szerinti impul-
zusfiiggvényt a 6. formulanak megfelelGen két részre

bontjuk: a csak paros és a csak paratlan harmoni-
kusokat tartalmazo részre (I. és 11.).

A 2-es osztot, amely csak aranyossagi tényezd, el-
hagytuk. Ezutan kiilon-kiilon képezziik e két rész-
figgvény DFT-jét. Azelsé rész C,, C 4, Cy, .. .-et,
a masodik pedig Cy, C;, ...-at adja. Mindkét rész

mar csak 5 szaml komponenst tartalmaz.

A péros rész szamitasanal nincs probléma, az 5

1]

impulzus—:g— id6kozonként szabalyosan ismétlddik.

. . N
A paratlan rész azonban, bar csak > szamu  kii-

T
16nb6z6 impulzust tartalmaz, ezek —29 id6kdzonként

valtott polaritassal kovetik egymast.

Hogy a szamitdsi moédszeriink homogén legyen,
a paratlan részt alakitsuk at. Irjuk fel a 12a for-
mula alapjan a C, egyiitthatot. Figyelembe véve,
hogy az I. esetében X=X, ~, a Il esetben pedig

2

- X;=—X,;, ¥, kapjuk:
2

——1

(ﬂ—l)k g—k
L. Ci=[X6+X{W"+X;W2"+...+X;V wiz ] 14 We )

li.Cy' = [X,;’ + X{We X' Wk |

N
Mivel W2k=il, I. csak paros ,k”, II. csak pa-
ratlan ,,k”’ esetén ad zérustol eltéré értéket. A két
formula nagyon hasonlé. Egyszerti szamitassal meg-
gydzdédhetiink arrdl, hogy:
Cél/r+1=cék

Xy, XYW, XJW2, X5’W3 .. .-t irunk].

[ha X3, X7, Xz, helyébe

(32

Xo X4 X2 %

X = Xot XN XN =Xo* XN
) N

X:'f Xo-XN Xp == (X Xny) ot
it Z X NPT Xy X
L * z 2

[B 13016

16. dbra. f*(t) felbontasa csak paros (I) és csak péa-
ratlan (IT) harmonikusokat tartalmazo részre
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~s N > t 1 .3 c
X4 NP NN o~ A
~ N \W ~ 1 LS
Xs y ~ \\ ~ ~oCs
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%]
RYTZIRN -1 \\ 1
17

: -w3 _wz

17. dbra. Folyamatabra a ,,Decimation In Frequency”
szamitasahoz

gy I1. szamitasat visszavezetjiik I-re. C;” azonos lesz
az igy szamolt C{-vel, Cs’ azonos Cj-vel stb.

A hosszadalmas szamitasok helyett csupan a 17.
dbrdban a folyamatdbrat rajzoljuk fel. Az o sikon
befejez6dik az impulzusfiiggvény fent ismertetett
felbontasa. Kovetkezd lépésként a most mar —2]Y
elemet tartalmazé két impulzusfiiggvény ujra fel-
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bonthat6 csak pdros és csak paratlan harmonikuso-

kat tartalmazo részre (természetesen 2w, alapfrek- -

venciara vonatkoztatva), igy a g sikra jutunk. Az

eljarast addig folytatjuk, amig csak egy komponens
illetve Cy, C5...

marad, ez megadja C,, Cy, Cy.. .,
értékét. ,
Latszik, hogy ennél a moddszernél a bejové adatok
természetes sorrendben, a kimen6 adatok pedig a
bit-forditasnak megfelel6 sorrendben helyezkednek
el.

A 16. és 17. folyamatabrat sszehasonlitva, a fel-
tiné kilonbség az, hogy amig az elsé6 esetben két
impulzust tartalmazé elemi részfiiggvényeket péro-
sitottunk egyre nagyobb, 4, 8, 16, ... impulzust
tartalmazé részfiigggvényekké, addig a masodik eset-
ben fokozatos lebontas torténik 8, 4, 2, 1 impulzust
tartalmazé reszfuggvenyekke
A folyamatabrabél latszik, hogy a ,,Decimation In
Frequency modszer szintén alkalmas ,,computatlon
in place” szdmitdsra és hogy a sziikséges miveletek
szama itt is N lg, N ardnyban csokken.

5. A DFT, a Nyquist tétel és az ,,Aliasing” jelenség

Amint arra rdmutattunk, ha az X, értékek valosak,
a DFT redundans. Ez abban jelentkezik, hogy
Cn_y=C}. A viszonyokat a 18. dbrdn tiuntetjik fel.
A €, vektor az alapharmonikus frekvencidjaval,
27 ’
Wo= 1
0 TO
ill. N—k-szor gyorsabban. A DFT szempontjabol
csak a vektorok f=nT, n=0, 1, . idépontokban
levé helyzetének van szerepe, vagyis a C; vektor
27

sebességgel forog, C, és Cy_, pedig k,

2
n, a C, vektor =2 nkés a Cn_; vektor

N N

2n

— n(N k)= 2am——2]g nk (33)
szogelforduldsainak.

A 2nn teljes fordulatokat nem véve figyelembe,
ez megfelel Cy_, negativ EN@ nk nagysagu szogel-

fordulasanak.

;'k Wo

CN-k
B130-18

18. dbra. Az ,,aliasing” jelenség magyardzata
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19. dbra. A Nyquist tétel igazoldsa

igy a Croy vektor forgasa a DFT szempontjébol
azonos a, —kw, sebességli. forgassal. Konnyen iga-
zolhatd, hogy minden (rN— k)w, sebességgel forgd

vektort (r=0,1,2, ...) mintavételezve T'= Z— = 2

N  ogN
id6kozonként, a kw, sebességgel forgé vektor azo-
nos id6kozii mintavételezésével megegyez6 im-
pulzusfiiggvényt kapunk. Ezt a jelenséget, amikor
egy forgo vektor, illetve egy szinusz fiiggvény min-,
tavételezéséb6l nem tudjuk egyértelmiien megha-
tarozni az eredeti fiiggvény egyes komponenseinek
a frekvencigjat, ,,aliasing’” jelenségnek nevezziik.

Tehat valos X, ek esetén Cy_, frekvencidja azonos
C, frekvenciajaval. Igy T, id6 alatt N valos mintat

egyértelmtlien meghatdrozza az —2—‘szém1'1 szinusz jel,

N o .
Wg> 200q, ..., 5 o frekvenciaval. Mivel a frekven-

ciak T, altal adottak, az egyes komponensek jellem-
zéséhez csak az amplitidora és a kezdéfazisra van
sziikség, amelyeket a C;-k hatdroznak meg. Az el6-
z6ek alapjan szemléletes modon igazolhatjuk Nyquist
tételét. Vegyilk a 19. dbra szerinti folytonos jelet a
0—T, idékozben. A jel tetszéleges lehet, egyetlen
kikotésiink, hogy savkorlatozott legyen 0 és f1=N fo

kozott, ahol f,=— . (Ez pontosan nem lehet igaz,

mert ha a jel 1d0b(:3n korlatozva van, a sdvja nem
lehet korlatozott. De ha f, igen kicsi a sav legmaga-
sabb frekvencidjahoz képest, azaz N>1, akkor a
tellépé hiba elhanyagolhaté.)

Ha T, igen nagy, akkor a viszonyok nem valtoz-
nak lényegesen, ha a 0—T, id6kozon kiviil a jelet
ismétlédonek tekintjik. Ekkor felirhatjuk a perio-

. . . 1 .
dikus jel Fourier-sorat. f°=F az alapharmonikus

és mivel a jel Nf,-nal savkorlatozott, csak véges
szdmi N harmonikus léphet fel. Az amplitadok és
kezdébfazisok 2N adatot jelentenek. Tehat savkorla-
tozott jelinket 7, id§ alatt 2N adat, példaul 2N
minta egyértelmilen meghatdrozza. Egyenletes min-
tavételezés mellett ez

2N

fn= g =2N-fy =

2f, [minta/s] (34)

mintavételezési sebességnek felel meg. Ezzel tulaj-
donképpen be is blZOIlyltOttuk Nyquist mintavé-
telezési torvényét.
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6. Példak

6.1 Elsé példaként hatirozzuk meg a 20a dbra sze-
rinti 6*(f) mintavételezé fiiggvény Fourier-sorat.
Az egyes impulzusok teriilete legyen T. Hatar-
esetben az impulzusokat tekintsiik Dirac impul-
zusoknak. A kezdé pontnak az 4bra szerinti
megvalasztasa mellett a szamitas igen egyszert.
A péaros szimmetria miatt csak koszinusz ossze-
tevék lépnek fel, és ha az impulzusok szélessége
igen kicsi, 70, akkor a Fourier-komponensek
kiszamitasanal szerepl6 integrilok az impulzus
teriiletnek egy konstanssal valé szorzasira egy-
szertisodnek. A 2. és 3b formulakbdl kapjuk:

a,=1
T
ak:TO_=2’ k:l, 2, 3,
C,=1, k=0, +1, +2, ..
vagyis:

(35)
(=142 cos wyt+2 cos 2wt+ ... =

=14 efoof g Jout y efol  g=J2et |
ahol:
2n

Wy = .

T

A DFT szempontjibél §*(f) egy N=1 mintaju
impulzusfiiggvénynek tekinthets, ami C,=1-gyel jel-
lemezhet8. A 20b 4brin a komplex sikon feltiintet-
jik C4t, a ,,¢”° abrdn a DFT éltal el6allitott f(¥)
folytonos és az fX(f) mintavételezett fiiggvényt.

6.2 A vdltott polaritdsd mintavételezd fuggveny (21a
dbra) Fourier-sora

A kezdbépontnak az 4bra szerinti felvételével itt is
csak koszinusz Osszetevdket kapunk A 2, ill.a 3b
formuldkbol:

=0  C,=0

ak:TEo'2T:2

F*(f)=2cos ogt +2cos 3wgt+ . . .
ahol:

k=1,3,5...  C,=1

(36)

27
W= o=

Tt
T, T

J

A DFT szempontjabol §(f) egy N= 2 mintaja
impulzusfiiggvénynek tekinthet6, ami Cy;=0és Cy=1-
gyel jellemezhetd. A 2Ib dbrdn a komplex sikon
feltuntetjuk C,-et, C,mw, sebességgel forog és eldallit-
ja a ,¢” abra szerinti f(f) fuggvényt. Latszik, hogy
f(f) a t=nT diszkrét helyeken felveSZI a £1 értéket,
masutt komplex.
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20. dbra. A mintavételez6 fliggvény, &*(t)
. 5““)
/// \\ H
L AR A E
. (o |
a4, - A=T l T
H
] N 1
T, l To
Jo Do
2 ra
i +1 s /komplex
4 A \
/' \ / \
I o ] \ J f
I/ 0 ~ [t 7 2t Y T3t
T[ ’// 0 \ J // \
b / A - f(f)
3 -1 :

c,

21. dbra. A valtott polaritdsu mintavételezé fugg-
vény, o%*(t)

Xo X1 X2 X3

© N=4
ol
9 M 1 : c,
P T i .
i To =7
W

c .

o f}‘l Co

2w§ C‘;Ziiu vagy -wyg
b, CEED

22. dbra. Példa DFT szamitisara

6.3 Hatdrozzuk meg a 22a dbra szerinti impulzus-
fiuggvény DFT-jét.

A 12a formula szerint:

9 1(4—{-8—{—8-{—12) =8
1 , , .
Ci= 1(4—]8—8-{—]12):—1—{—]
o L@
C2--4 4-8+8-12)=-2
1 . .
(4+]8 8 —j12)= —1—j.
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A 22b dbrdban a komplex sikon feltiintetjik a
Cket. Konnyel ellendrizhetd, hogy ha a C; vektorok
a jelzett szogsebességgel forognak, akkor t=nT id6-
pontokban eléallitjak az X, X;, X,, X, értékeket,
kozben pedig egy komplex fiiggvényt. Az ,,aliasing”’
jelenség kovetkeztében azonos eredményt kapunk,
ha C, ,,— o, sebességgel forog.

A 16a formuldbdl ellenérizhetjiik X(nT) el8allita-
sat:

Xp=8+(—14))—2+(—1-p=4

Xy =8-+(—1+)j+2+(—1=)(—)=8
X,=8+(~1+)(= )= 2+(—1-)(~1)=8
Xy =8-+(—1+i)(=)+2+(—1-]j=12.

6.4 Hatdrozzuk meg a 23d 4bra szerinti impulzus-
fiiggvény DFT-jét FFT-vel. El6szor W hatva-
nyait szamitjuk ki. (A ,,0” 4dbran Abrazoljuk,
vagy tablazatba foglaljuk, szamitogépes szami-
tasban a tdrakban helyezziik el 6ket.) Ezutdn a
28, 29 formula szerint megkezdjitk «, f8... szé-
mitasat. Kapjuk:

o {COOa:XO+X4:8 o {Czou:X2+Xe:—6
0

(38)

C01a=X0_X4: —4 ’ C21a=X2—X6==2
« Cip=X;+X;5=0 % Cypu=X3+X;=8
' Cllo::Xl_X5:4 C31a:X3—X7=0

Coop=Coox T C20a=2
8 Co1p=Co1a+Cp1sW?=—4— 39)
° Coz2p=CoputCap,W*=14
Coap=Co1a+Co1 Wo= —447j2
Ci05=C10a+ C30.=8
Cs15=Cr1a+ C31,W?=4
g Cop=C1ps+Cp W= —8
Cryp=Ci1p+C3p,Wo=4.

A kovetkez6 lépésben mar a végeredményt kapjuk:
Co=Copp+C105=10
Cy=Cop+CrsW=2V2-4—j(2+2)/?2)
Cy=Cps+C19sW2=14+78
C3=Cpgp+Ci3sW3=—4 42
Cy=Crpp+CipWt=—6
Cy=Cpp+CrypW3=4—j
Co=Cppp+C1pW8=14—78
Cr=Cyp+CrspW3=2V2-44j (2+2V2).

6.5 Az el6z6 példa szerinti lmpulzusfuggvenyt az 5.
és a 6. formula szerint bontsuk fel fi(t) és fi(t)
paratlan és paros fiiggvényre, valamint ezeket a
fiiggvényeket bontsuk tovdbb csak paratlan és ¢sak
paros harmonikusokat tartalmazé részre. A felbon-
tast a 24a dbra tiinteti fel, az 4bra alatti tabla-
zatban pedig az egyes részfiiggvényekhez tartozo
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Xo Xy Xp X3 X, X5 Xg X7
2 2 -2 4 6 -2-4 4

JT‘l‘f

|
0 ot

8130-23]
23. dbra. Példa FFT szamitasara
Xg Xy X3 X3 X, X5 Xg Xg
2 3 -31 6 1 -3 -3
3 3 2 511
N I | l 1 |
0 -1 1 3 0 -3 -1 1 A
T
L 2 -3 2 4 2 -3 2
@ I | | l | 1 21«»o }
I I fz(t)
=21 0 1 2 -1 0 1 cos
o 1T —— I (2k+1)w0
o 0 -Iz 02 0 -lz 0 sin
2
001 1 1 0 -1 -1 kuwo  LeH1t)
@ I} 1 1 sm
T 2k,
Cu ¢ C2 C3
5 110]-4+2V2 1% -4-2V2 |-
| -1 -jl2e2v7) i8 jt2-2v3y |-
@0 - 14 - -6
@ - -4 +2V2 - -4-2V2 -
o[- - j8 -
@ -] -jl2+2v2) | - j2-2V2) |- b,

24. dbra. A 23. abra szerinti impulzustiiggvény fel-
bontasa

1; C3C, EL C C2 Co C2
Cs €7 Cs C7 C7
Cs Cs
@ % Co C2 g3 c3
Cs 1 €1
@ C3 C Cs Cs
C C x
5 C7 t] ® O
B8130-25

25. dbra. A 23. abra szerinti impulzusfiiggvény DFT
komponensei

DFT egyiitthatékat adjuk meg. (A lényegtelen N=
=8-as osztot nem vettiik figyelembe és a Cs, Cg, C,
konjugalt egyiitthatokat sem tiintettiik fel.)

A tablazatbdl jol latszik a torvényszertiség:

a) Paros fiiggvény esetén C, valos;

b) Paratlan fiiggvény esetén C, képzetes;

¢) Csak paros harmonikusokat tartalmazé fiigg-

vény esetén C;, C; ...=0;
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d) Csak péaratlan harmonikusokat tartalmazd
fiiggvény esetén C,, C,, Cy ... =0.

Az egyes részfliggvényekhez tartoz6 C, egyiitthato-
kat a komplex sikon a 25. dbra tiinteti fel.

7. A DFT és a Fourier~sor

A 2.2 pontban a periodikus impulzusfiiggvény Fou-
rier-sorabdl vezettiik le a DFT szamitdsi modszerét.
Levezetésiink teljesen egzakt volt, a DFT az N sza-
mu X, értékhez egyértelmiien hozzarendelte a C,
egyiitthatokat és forditva. Azonban éppen az egy-
szerd levezetés okozhatja a DFT hamis értelmezését
¢s okoz nehézségeket a DFT helyes megértésében.
A viszonyokat a 26. dbra szerinti egyszerd példan
tisztazzuk. Hatdrozzuk meg az 4bra szerinti négy-
szogjel Fourier-sorat és DFT-jét (a jel oldalait kis
mértékben déntjiik, hogy a 2. és 6. pontokban ne le-
gyen gond a fiiggvény értelmezésével. De teljesen
4ltaldnosan a szakadasi pontokban a fiiggvény érté-
ke mindig a két szomszédos pont kozépértéke).
Ismeretes, hogy a négysziogjel Fourier-sora:

4 1
f(t):?z [cos a)ot——§ cos 3w0t+—é— cos Dwf— ... |=

2 . 1 1
= Jeogl —Joot __ . pf3wet __ " p— jBuwgl R
7 [e Te 3° ’ 3° o ]
Tehat a Fourier-egyiitthatok:

cF% =0,637

N (41)
Cy= —5—=—0.212 stb.

A DFT meghatdarozasara osszunk fel egy periodust
példaul N=8 részre. A 12a formula szerint, az
egyiitthatokat vesszdvel jelolve:

C,":%.[l +Wk_W3k_ W4k—W5k+W7"].

Tehat a DFT komponensek :
Ci=C3=Cy=C{=0

P
Ci=Ci=7 (1+V2)=0,6036 42)

c;:c;:% (1-Y2)= —0,1036.

A 41. és 42. formula 6sszehasonlitasabol latszik,
hogy Ci»C,, de C;és C, kozott mar rossz az egye-
zés. A Fourier-sornal a magasabb renddi komponen-
sek véges értékiik, a DFT-nél Cg és C; negativ frek-
venciaknak felel meg, magasabb harmonikusok pe-
dig nincsenek értelmezve.

Latszolag ellentmondasra jutottunk. Azonban el-
lentmondasrol sz6 sines. Ugyanis a Fourier-kompo-
nensek igyekeznek a folytonos gorbét (esetiinkben a
négyszogjelet — de éppen igy masik folytonos gor-
bét is felvettiink volna, amely a 0, 1, 2... pontok-
ban 41 vagy —1 értéket vesz fel —) megkozeli-
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26. dbra. Négyszogjel mintavételezése

teni. Ha véges szamu Fourier-komponenst dsszege-~
ziink, csak véletlenszerd lehet, ha ezek tényleg eld-
allitjak az adott pontokban a +1 értéket. Ezzel
szemben a DFT hatérozottan eldllitja a jelzett pon-
tokat, de a kozbensd értékekre semmit sem mond.

fgy nem is varhatjuk, hogy a Fourier- és a DFT
komponensek azonosak legyenek.

Ennek ellenére, minden matematikai levezetés nél-
kiil is belathato, hogy ha N szamat noveljiik, sziik-
ségszertlien kisebb lesz az eltérés a Fourier és a DFT
komponensek kozott, és csak a magasabb harmoni-
kusoknal varhatd nagyobb eltérés. Ez 6sszhangban
van a 2.2 pontban a Fourier-sorok felbontoképessé-
gével kapesolatban mondottakkal. (Javasoljuk az ol-
vasonak, hogy az el6z6 szamitdasokat végezze el na-
gyobb N értékre is, példaul 16 vagy 32-re.)

A fentiek alapjan vilagos, hogy ha egy folytonos
periodikus fliggvényt egyenletes kozonként minta-
vételeziink, a mintakbdl képzett DFT komponensek
jo kozelitéssel egyeznek a Fourier-komponensekkel.
Minél nagyobb N, annal jobb a kézelités. A DFT
alkalmazasanak éppen ez a legfontosabb teriilete,
periodikus vagy bizonyos fenntartassal folytonos je-
lek spektruménak a jo kozelitéssel valdo meghataro-
zédsa. Itt alapvet6 kérdés a pontossig, valamint a
felbonthatoképesség hatara.

8. Folytonos idéfliggvény spektrumanak
a meghatarozasa DFT-vel

A folytonos idéfliggvényeket a kovetkezd f6bb cso-
portokra oszthatjuk:

a) Periodikus, savkorlatozott;

b) Periodikus, sivban nem korlatozott;

c¢) Nem periodikus, savkorlatozott;

d) Nem periodikus, sAvban nem korlatozott.

A fenti fiiggvények a ,,d’’ esettdl eltekintve a teljes
—oo<l< +oo id6tartomanyban véges értéket vesz-
nek fel. A DFT képzés viszont csak véges N minta-
ra lehetséges, tehat csak a folytonos idé6fliggvénybdl
kivagott véges hosszasagh szakaszra, az (m. ,,ablak-
ra’’ alkalmazhato.

Ez sziikségszerten a spektrum kisebb-nagyobb
meghamisitasdval jar egylitt. A viszonyokat a 27.
dbrdn szemléltetjiik. Az ,,a” abra szerinti folytonos
figgvény (egyszertiség kedvéért paros fiiggvényt ve-
sziink) spektrumba legyen a ,,b”” abra szerinti a(f).

A Fourier integral elméletéb6l ismeretes, hogy egy
fiiggvényben az éles levagasok a transzformalt fiigg-
vényben hullimossagot okoznak. fgy a négyszog
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27. dbra. Mintavételezett folytonos figgvény DFT-je

ablak alkalmazasa a ,,b”” dbran a pontozottan jelolt
spektrumot hozza létre. Minél nagyobb T, annil
kisebbek a hullamok.

Hogy a szamitdsmenetet dlgltahzalnl tudjuk, ko-
vetkezé lépésként vegyik az ablak 4altal kivagott
fuggvényrészt periodikusan ismétlédének (,,c>> 4ab-
ra). Ekkor a spektrum a ,,d”” abra szerinti lesz, a C-
Fourier-egyutthaték a ,,b” 4bra pontozott gorbéjé-
nek a metszetei.

A ,,d” 4bran egy T, idékozt mintavételeztiink
és N=8 minta alapjan meghatéroztuk a DFT-t
(6" 4bra). C3, Cg, Ci-t (és Cj felét) negativ frek-
vencidknak vehetjik. Igy a DFT komponensek jo

kozelitéssel megegyeznek a Fourier-komponensekkel.

Minél nagyobb N, anndl jobb az egyezés. Végered-
ményben a DFT burkolégérbéje jo kozelitéssel meg-
egyezik az a(f) gorbével, tehat a DFT alkalmas a(f)
szamitasara.

Pontos egyezést csak akkor kapunk, ha:

, f(t) periodikus és savkorlatozott.

f a mintavételezés frekvencidja legalabb a kétszerese
a legnagyobb jelfrekvencianak.

y az ablak hossza, ,,T,” pontosan megegyezik egy
periédusiddvel.

Minden ma4s esetben az ,,aliasing” jelenség és az
ablak miatt pontatlansag fog fellépni.,

Az ablak zavaré hatasarol és a hosszanak a szerepé-
rél egy egyszerii példa alapjan is meggyézédhetiink.
‘Vegyiik a 28a dbra szerinti szinusz fiiggvényt. Ha
az ablak hossza T azonos a periédusidével, akkor
a Fourjer-sor és a DFT is csak -egyetlen harmoni-
kust tartalmaz, tehat helyesen irja le az eredeti
fiiggvényt. Ha az ablak nem a peri6dusidé egész sza-
mua tobbszorose, példaul a ,,b” Abra szerint Tg=
=1,5 T,, akkor az ismétlédé jel a szaggatott gorbé-
vel folytatédik. A Fourier-sor és igy a DFT képzés
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28. dbra. Szmusz fuggvenyre alkalmazott To és To=
=1,5 To ablak . ,

~va)}~
11:1

T ’ T,
-3 3

Neqgyszdg ablak

Henning ablak
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29. dbra. A negyszog és a Hannmg ablak és a Fourier-
transzformaltjuk ) .

is durva hibat hoz be, hiszen az eredetitél eltérd
fiiggvényt utdnoz le.

9. A ,,sulyozott ablak”

Az ablak zavaré hatasat csokkenthetjilk, ha a négy-
szogletes ablak helyett valamilyen az id6ben sulyozo
fa(t) ablakot hasznalunk. Sok tipusu ablak létezik.
Mindegyik kozos. vonasa, hogy a T, hossztisagu idé-
kozon kivil zérus értékifi. A leggyakrabban hasznalt
a Hamming ablak: ‘
T

fa) =0+ (1—2) cos 2_;’ _%9 <t=22. @)
Az «=0,5-hoz tartoz6 ablakot megkiilonboztetésil
Hanning ablaknak nevezziik:

 2nt T T
fA(t) 05+05COS'T0- *'—2Q<t<50',

(44)
A négyszog és a Hanning ablakot, valamint a
Fourier-transzformaltjukat a 29. dbra tinteti fel.
Csak roviden utalunk arra, hogy hogyan befolyasol-
ja az ablak a spektrumot.
Ha f(t) és fa(D) Fourler-transzformaltja F(f) és
F,(f), akkor az ablak altal klvagott rész transzfor-

maltja:
@14t~ F(f) *F A(f):

Mivel a Hanning ablak hulldmossiga sokkal ki-
sebb, mint a négyszogablaké, a DFT-ben az ablak-
hatas miatt fellépé termékek amplitiidédja is sokkal

(45)
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30. dbra. Szinusz hulldim DFT-je négyszog és Hanning

kisebb lesz. Hatranyos viszont, hogy a Hanning ab-
lak transzformailtja kiszélesedik, igy a 45. formula
szerinti- konvolucionak megfeleléen a felbontoképes-
ség csokken, a tényleges amplitidok mintegy ,.el-
kenddnek™, bizonytalanabba valik a felismerésiik.
Matematikailag be lehet bizonyitani, hogy minél
kisebb a hulldmossag, anndl szélesebbé valik az ab-
lak transzformdltja. A Hanning ablak kériilbelil az
optimalisnak tekinthetd. Egy példat a 30. dbra tiin-
tet fel. i

Az ,,A” amplitudéju folytonos koszinusz hulldm
spektruma azonos a Fourier-komponensek egyiittha-

tojaval, esetiinkben = w-nal —‘;Lvei. Ha az ablak

példaul 3,5 periodusidének felel meg, N =32 esetén
a DFT-t az ,,@’” 4bra tiinteti fel. A Hanning ablak
alkalmazasandl az eredeti fliggvény a ,,b” abra sze-
rint erésen eltorzul, de a spektrum mégis jobban
kozeliti az eredetit.

Példaképpen a 30. dbran feltiintetjiik egy szinusz-
hulldim DET-jét. Az ablak hossza: T,=3,5 T, ahol
T, a periédusidé. Legyen N=32. Ekkor az ,a”
Abra tinteti- fel a DFT-t négyszogletes ablak ese-
tén, a ,,b” 4abra pedig Hanning ablak esetén. Osz-
szehasonlitdsul a folytonos szinuszjel spektrumat is
feltiintettiik. Latszik, hogy a Hanning ablak lénye-
gesen lecsokkenti a- parazita termékek amplitadojat.
Megjegyezziik, hogy -a DFT nem tartalmazza a szi-
nusz jel alapfrekvenciijat, ahogy az ablak altal ki-
vagott jel ismétlésébdl - allo - periodikus = jel Fou-

1 5
T, frekven
ciaju komponenst. Ehelyett a DFT-ben az f:T— ¢s
. o 0
—;— frekvencidju komponensek ereddje 4llitja eld

rier-sora sem tartalmazza az f,=

0 .
kozelit6leg az eredeti 0,5 A értéket.

10. Befejezés

Cikkiinknek a célja az volt, hogy a DFT és az FFT
eljarasok megértését elésegitse. Lényegében a Fou-
rier-sorbol indultunk ki és a mintavételezett fiigg-
vény egyszerli geometriai felbontdsabol szinte koz-
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ablak esetén

vetleniil és szemléletesen megkaptuk a végeredményt.
Roéviden a fellépé pontatlansagokra és azok okaira
is rAmutattunk. A DFT és FFT hiraddstechnikai al-
kalmazisaval egy késébbi cikk keretében kivanunk
foglalkozni.
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