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A diszkrét és a gyors Fourier 
transzformáció 

CEBE LÁSZLŐ 
T E R T A - K K V M F 

J. Bevezetés 

A PCM technika megjelenése, vagyis a jelek min­
tavételezés és kódolás út ján továbbí tása új korsza­
kot nyi to t t meg a hí radástechnikában. A megindult 
rohamos fejlődésben új és döntő lépést jelentett a 
mintavételezet t-és kódol t jelek számítógépes feldol­
gozása és az analóg vagy digitális átvitel i utak nu­
merikus leutánzása. 

A technikai megvalósítást a gyors működésű szá­
mítógépek teszik lehetővé. Az L S I technológia be­
vezetésével a 70-es évek közepétől rendelkezésre áll­
nak az. egyre kisebb méretű, egyre gyorsabb mű­
ködésű és egyre olcsóbbá váló számítógépek és ezzel 
megindulhatott az új elveken felépülő berendezések 
kifejlesztése. 

Jelenleg a fő cél az PTJ)M rendszereknél a csoport­
képzés numerikus ú ton való megvalósítása, hogy a 
költséges és nagyméretű analóg szűrőket el lehessen 
kerülni, valamint a PCM és F D M rendszerek köz­
vetlen összekapcsolása. 

Sajnos, ez az új technika magasabb m a t e m a t i k á t 
és a hagyományos analóg és digitális technikában 
megszokott elvektől eltérő ismereteket k íván . 
Ezen új technika elsajátításához elsősorban 

— a diszkrét és a gyors Fourier transzformáció, 
— a Z Transzformáció és 
— a digitális szűrők 

ismerete szükséges. Jelen cikkünkben az első téma­
körrel foglalkozunk. Célunk az, hogy olyan egyszerű 
és világos tá rgyalásmódot adjunk, amelyet az át la­
gos matematikai képzettséggel rendelkezők is na­
gyobb nehézség nélkül követni tudnak. A hangsúlyt 
a fizikai kép megvilágítására helyezzük, ezért a ma­
tematikai formulákat lehetőleg részletes ábrákkal és 
számpéldákkal egészítjük k i . 

2. A Fourier-sor 

Ismeretes, hogy az 1. ábra szerinti bármilyen f(t) 
periodikus jel felbontható szinusz és koszinusz jelek 
összegére: 

f/(/) = a0 + ax cos co0t + a2 cos 2co0t + . . . + 

+ b1 sina>0f-|-Z>2sin2ft>0/+ . . . (1) 

ahol: 
2n 

o 
h+To 

^- f f(t) cos k(jo0t dt 
o J 

h 
Íi + To 

2 f 
= T~ Kf)smka)0tdt. 

h 

(2) 

Célszerű tt-et úgy megválasztani , hogy az integ­
rálok kiszámítása lehetőleg egyszerű legyen. Általá-

T 
ban í x = 0 vagy ti=-£ é r téket választunk. 

Formulá ink tömörebbé és á t t ek in the tőbbé válnak 
a komplex számolási móddal . A 

ejx + e-jx _ _ e-jx_eix 
cof,x— ^ e s s inx = / 

összefüggések felhasználásával az 1. formulát á tala­
k í tha t juk . 

A km0 frekvenciájú tagok összevonásából: 

ak cos km0t + bk sinkm0t = ük~Jbk ej1""0' + 

+ 

f ( 0 

IÜ3Ö3 
1. ábra. Periodikus folytonos függvény 

Híradástechnika XXXII. évfolyam 1981. 4. szám 141 



Az 1. és 2. formulákba behelyet tes í tve: 

2 y 2 r, 

/(0= Z ^ e / w 

/;=—<*> 

ti + T0 

í j / ( 0 

(3a) 
f (t) 

f 2 ( 1 ) 2 

2 ít) 1 

- 7 - 2/ R í f(t)erJk">°' dt (36) 

/(í) és Ck kölcsönösen meghatározzák egymást , ezért 
Fourier-pároknak nevezzük őket. 

2.1 Periodikus függvény felbontása páros és páratlan 
összetevőre 

Az 1. és 2. formulákból látszik, hogy a Fourier-sor-
képzés lineáris művelet . Ha az /(/) függvényt tetsző­
legesen felbontjuk 

/(0=/i(0+/ 2(0+--- (4) 

összetevőkre, akkor érvényes a lineáris szuperpozíció 
elve. Vagyis, ha külön-külön a részfüggvényekre meg­
határozzuk az a, bj vagy Ct komponenseket, akkor 
az egyes a,, bt, i l l . Q-k összeadásából nyerjük az 
eredeti f(t) függvény megfelelő komponenseit. 

Különösen ké t felbontásnak van jelentősége: 

a) Felbontás páros és páratlan függvényekre 

. / ( 0 - / Í - 0 1 /(0=/i(0+/a(0. ahol: f,{t)=í 

/(0+/(-0 (5) 

fj(t) pára t lan , csak szinusz összetevőket tartalmaz. 
f2(t) páros, csak koszinusz összetevőket tartalmaz. 

b) Felbontás csak páros, ill. páratlan harmonikusokat 
tartalmazó részre 

Egyszerűen levezethető, hogy a következő felbon­
tás esetén: 

A0=/a(0+/i(0. /s(0 = 

m+f 
/*(0=-

} (6) 

/ 3 ( í) csak pára t lan harmonikusokat, / 4 ( í ) pedig csak 
páros harmonikusokat tartalmaz. Pé ldaképpen a 2. 
ábrában megadjuk egy periodikus függvény felbontá­
sát az 5. és 6. formuláknak megfelelően. Semmi aka­
dálya sincs annak, hogy a k é t eljárást egymás u tán 
alkalmazzuk és így az eredeti /( /) függvény négy rész­
re bon tha tó , amelyek közül ke t tő páros és ke t tő pá­
ratlan függvény és mindegyik csak páros, i l l . csak 
pára t l an harmonikusokat tartalmaz. 

|B 130-21 

2. ábra. Periodikus függvény felbontása 

2.2 Periodikus impulzusf üggvények Fourier-sora 

Periodikus impulzusfüggvénynek nevezzük azokat a 
függvényeket, amelyek minden egymást követő T0 

időszakban azonos elrendezésben impulzusokat tar­
talmaznak. Általános esetben a T0 időközön belül 
az impulzusok szabálytalan módon helyezkedhetnek 
el, de mi csak azt a speciális esetet fogjuk tárgyalni , 
amikor az impulzusok szabályos T időközönként kö­
vetik egymást (3. ábra). 

N = I± = ^n ( 7 ) 

1 O) 0 

impulzus van minden T0 periódusidőben. Az impul­
zusfrekvencia vagy mintavételezési frekvencia: 

2JZ 

Az impulzusfüggvényt jelöljük fx(t)-ve\. fx(t) rend­
szerint a burkoló folytonos f(t) függvény min tavé te ­
lezéséből származik, de a következőkben mint önálló 
függvényt tárgyal juk. 

Néhány szót kell szólnunk az impulzusok alakjá­
ról is. A Fourier-komponensek meghatározásánál 
csupán azt kell megvizsgálnunk, hogy a 2. formula 
szerinti integrálokat mennyiben érinti az impulzusok 
alakja. A viszonyokat a 4a ábrán világítjuk meg. 
Könnyen belá tható , hogy mivel a k- ik komponens 
meghatározásánál az impulzus és cos kco0t, i l l . sin kco0t 
szorzata szerepel, az integrálok értéke vál tozat lan ma­
rad mindaddig, amíg az impulzusidő tartama alatt a 
cos vagy sin függvény közel ál landó. Vagyis amíg T<SC 

1 
kojn 

a felharmonikus periódus idejéhez képest . 

J L T v - r - r T > " " 
N-1 0 1, 2 N-1 0 1 2 

; T ; 

1B130-3 I 

3. ábra. Periodikus impulzusfüggvény 
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4. ábra. Az impulzus alakjának a hatása a Fourier. komponensre 

1 H s 

|B130-4 

Ekkor viszont az impulzust egyértelműen megha­

tározza az „A" területe . Ha r összemérhető 
ka>0 

lal, akkor az illető felharmonikuson már figyelembe 
kell venni az impulzus alakját . Más szóval, a Fourier-
sor felbontóképességét a legmagasabb figyelembe vett 
felharmonikus határozza meg. így például a 4b 
ábra szerinti ke t tős impulzus kb. 50 kHz-ig (perió­
dus idő 20 ji.s) egyetlen 5/xVs területű impulzusnak 
tekin thető . 
M i a következőkben az impulzusokat x szélességű 

A 
és — magasságú negyszögimpulzusnak tekint jük, 

x 
ahol T<SCT, ha tárese tben T->-0, Dirac impulzusra 
való á tmenet te l . 

Hatá rozzuk meg ezekután az 5. ábra szerinti 
periodikus impulzusfüggvény Fourier-sorát . Tekint­
sük az impulzusfüggvényt az f(t) függvény minta­
vételezésének. /(nT) = X„ legyen f(t) metszete és 
minden metszethez rendeljünk hozzá egy An = XnT 
területű impulzust. (A T szorzót azér t érdemes fel­
venni, mert így az impulzusfüggvény területe közel 
azonos lesz az f(t) görbe alatti terület tel . ) 

A Foúrier-komponensek számítása nagyon egy­
szerű lesz, ha felismerjük, hogy a 2., i l l . 36 formu­
lákban az integrálszámításnál csak az impulzusok 
időpont já t kell figyelembe venni. így az integrál 
összegezéssé fajul. A 36 formulából kapjuk: 

C fx(t)e-Jlim°' dt=~ [X0Te-J'-m°-OT + 

+X1Te-J'ÍB">T+X2Te~lka«2'r+ . . . +XN_1Teika'(N-1)T] = 

T N-l 

Behelyet tes í tve: 

?f=N, OJ0 = P és W = < f * 
2jt cos —1 sin.— 

° S N ' N' 

Kapjuk : 

J v m—0 

—jtorkm l N-l 
(8a) 

és fordítva, a 3a formula a lap ján : 

fx(nT) = 2 Clie'^knT= 2 CkW~kn. (86) 

A fenti formulákban, ha végtelen sok harmonikust 
veszünk figyelembe, Dirac impulzusokkal számolunk, 
fx(nT) az n-ik impulzus terü le té t adja meg. 

Vizsgáljuk meg, hogy milyen időfüggvényt ka­
punk, ha csak a k = 0, 1, . . . N—l komponenst 
vesszük figyelembe. Ck é r tékét 8a-ból 86-be helyet­
tesítve : 

N - l 1 N - l N - l 

2 c,,w-*"=-- 2 2 xmwkm-w-k\ 
k-0 !>< k = 0 m = 0 

A két összegzés sorrendjét felcserélve: 

1 N - l N - l 

jr 2 xm 2 wk^=xm, 
•W m = 0 A=0 

(9a) 

(9b) 

ugyanis: 

N - I f N, 
2 wk<-m-n)=\ n 

k=0 10, 

ha n—m 

ha n m. 

Végeredményben a 8a és 96 formulák a lap ján : 

Q = i 2 1 XmW1"", 

jy m=0 
Xn=N2QW-"» 

k=0 

(10a) 

(106) 

Ck és Xn kölcsönösen egyértelműen meghatározzák 
egymást , Four ier -pár t képeznek. A 8 és 10 formulák 
fő jellemzője a periodicitás. Mivel 

}ysk+rN _ -\ysk 

minden r, s, k egész szám esetén, szükségszerűen 
fennáll : 

Q{+rN — Qc 

f[(n + rN)T]=f*(nT). 

X{T X 2 T 

(11) 

X 0 T 

X1 

X3T 

X 3 

X ( N - 1 ) T 

— f x ( t ) 

X(N-1) 

0 T 2T 3T (N- l )T i 

r-f(t) 
t 

IB13Ö-5 

5. ábra. Az impulzusfüggvény értelmezése 
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A ^ T 

A 0 = X 0 T 

0, j 
a . h — 1 T 0 

b, 
/ ' • \ • 

*1 \ / ' ' H" \ / 

1—- • - -
I 

To 

IC1 

^ | C 0 I 2 

DFT 

u ° i I 
, : —_t- - ( 

| C k l 2 

I <<-> 

l c k l 

-2T 

-21 
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6. áí>ra. Az FT és DFT spektruma 

Figyelemreméltó és a lapvető fontosságú a követ­
kező megál lapí tás : a 8. formulában végtelen sok 
Ck ampli túdójú komponens előállítja a mintavéte le­
zett f{nT) függvényt, amely csak a t = nT időpon­
tokban tartalmaz XnT területű impulzusokat, a M 
9ínT esetben zérust ad. A 10. formula ezzel szemben, 
mivel csak véges N számú komponenst tartalmaz, 
egy periodikus függvényt állít elő, amely a t^nT 
pontokban is véges. Lényeges viszont, hogy a t = nT 
pontokban ez a függvény pontosan az X n é r téket 
veszi fel. A viszonyokat a 6. ábrán tün te t jük fel. 
f(nT) spektruma wm per iódusonként ismétlődik. A Ck 

értékek és fx(nT) közöt t a kapcsolatot a Fourier-sor-
képzés, más szóval a Fourier-transzformáció (FT) 
adja meg. A nem ismétlődő spektrumhoz a 66 ábra 
szerint g(t) függvény tartozik, amely az nT időpon­
tokban az Xn ér tékeket veszi fel, közben pedig vé­
ges értékű, á l ta lában komplex. Xn és Ck közöt t a 
kapcsolatot a 10. formulák adják meg, ezt diszkrét 
Fourier transzformációnak nevezzük (DFT) . Telje­
sen ál talánosí tva, bármilyen függvényre való vo­
na tkoz ta tás nélkül mondhatjuk, hogy a D F T az X 0 , 
X 1 5 XN_X ér tékekhez a C 0 , C1.. .CN^x é r téke t 
rendeli. (Megjegj^ezzük, hogy a hozzárendelésnél 
fontos a sorrend is, mert például X1 és X 2 felcserélése 
Ck ér tékeit is megvál tozta t ja , nemcsak a sorrendjét.) 
Általános esetben az X„ értékek komplexek, így a 
D F T tulajdonképpen 2N adathoz 2N adatot rendel. 
Ha az X„ ér tékek valósak, a Ck é r tékek á l ta lában 
komplexek. Ekkor a D F T N adathoz 2N adatot 
rendel, ami látszólag redundenciá t jelent, ami abban 
jelentkezik, hogy a Ck ér tékek nem függetlenek egy­
mástól . Min t később látni fogjuk, ebben az eset­
ben a Q-kat is N adattal jellemezhetjük. 

2.3 A Ck együtthatók számítása 

Mivel gyakran lesz rá szükségünk, először ábrázol­
juk a komplex síkon az előzőleg bevezetett W = 

= e N -et és egész számú ha tványa i t . Elemi komplex 
algebrai ú ton könnyen igazolható, hogy W" (n = 
= 0 , 1 , 2 . . . ) a komplex sikon egy egységsugarú körbe 
ír t szabályos N szög csúcspontjaiban helyezkedik el. 
Páros és pá ra t l an N esetét (például N = 5 és 6) 
a 7. ábra t ün t e t i fel. Határozzuk meg ezekután Ck 

explicit alakját . A 8a formulából: 

Ck=±[X0 + X1W* + XiW" + ... +xN_1w(N-»*]. 

(12 a) 

Vagy a fenti formulát W~Nk = 1-gyel szorozva: 

Q . = i ix0+x1w-(N-»k+x2w^N-v«+...+XN_1W~K\. 

(126) 

Szemléletesebb képet kapunk, ha Ck számí tásá t 
grafikusan követ jük végig. A 8. ábrán a 12a formula 
szerint a komplex síkon felvesszük X 0 - t és ennek 
végpontjában a Wk egységvektorral szorzott Xj-e t 
és így tovább . Ha az X értékek valósak, a t ö r t vo­
nalak mindig Wk szögével megtörve köve t ik egy­
mást . Az N— 1-ik vektor végpontja adja Ck-t. 

A Q-ra vonatkozólag a következő fontosabb megál­
lapí tásokat tehe t jük: 

a) C0 = X0 + X1 + X2+...+ XN^. (13) 
Ha az X értékek valósak, C 0 is valós. 

b) Ha N pá ros : 
Cjv = X 0 - X 1 + X a . . . - X J V _ 1 . (14) 

2 

Ha az X értékek valósak, is valós. 

N=5 N=6 

|B130-7| 

7. ábra. W" szerkesztése az egységsugarú körön 
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8. ábra. C* szerkesztése valós X esetén 

jB 130-9| 

9. ábra. A komponensek valós X esetén 

j lN-i ln 

10. ábra. X„ szerkesztése 
1BIX-IOJ 

c) Ha az X ér tékek valósak, CN_k — C*. (15) 

Ugyanis a 12a formulában k helyébe (A r — A-)-t 
írva, az í-edik tag lesz: 

ami a konjugáltja a Q-ban levő tagnak, minden 
tag a konjugált jává vál t á t . 

Tehát ha minden X , valós, elég C 0 , C1... CJV (párat lan 
CN-l\ "2 

N esetén —%~! meghatározása, a többi Ck ér tek 
konjugált képzés út ján adódik. 

Kbben jelentkezik az előzőleg emlí te t t redundancia. 
Végeredményben, ha minden X , valós, a D F T kom­
ponensek a 9. ábra szerint konjugált páronként he­

lyezkednek el a komplex síkon. A 8. ábra szerinti 
szerkesztésből is követhető , hogy CN_k meghatáro­
zásánál X j W - * stb. vektorok szerepelnek, t e h á t az 
eredő Ck lesz. 

2.4 Xn meghatározása Ck-ból 

A 106 formulából felírhatjuk Xn ér tékét explicit 
alakban: 

xn=c()+c,w-ín+c2w-2n+... +CN_1W~(N~»". 

(16a) 

Vagy a fenti formulát WNn = 1-gyel szorozva: 

X„ = C0 = C1W*-ti"+ C2W^N^n +... +CN_1W. (166) 

A 12. és 16. formulák összevetéséből látszik a teljes 
analógia (Q-ban a konstans N osztótól eltekintve). 
Tehá t ugyanaz a számítási módszer alkalmas az X„-
ekből Ck vagy a Q-kból X„ meghatározására . (A k i ­
tevőben szereplő negat ív előjel csupán annyit jelent, 
hogy W helyébe W*-ot kell í rnunk.) 

Ha az X értékek valósak, a komplex síkon is köny-
nyen követhet jük X„ meghatározását . A 10. ábrán 
t ün te t jük fel a 16a formula „i" és „N— z'-ik" tag­
jának a ha tásá t . Látszik, hogy a 

összevonás valós ér téket ad. 

2.5 Időeltolás hatása a Fourier-komponensekre 

A 11a ábra szerinti periodikus (impulzus) függvény 
Fourier-komponenseit jelöljük Q-val . Felmerül a kér­
dés, ha a függvényt t idővel jobbra toljuk (b áb ­
ra), hogyan vál toznak meg a komponensek. Az 
új komponenseket jelöljük Ck-ve\. A 3b alapformu­
lából kapjuk: 

To To 

C'k = f / * ( f - T)e^' i í "» í dt = ~ f f*(a)e-J"m<u+r) du = 
M> J ' 0 J 

= Cke"Jk,O0T. (17) 

Vagyis a 11c ábra szerint az új komponenseket 
f régiből —ko)0t elforgatással kapjuk. Ez megfelel 
a frekvenciával arányos fázisforgatásnak, ami szük­
séges is az alakhi'í időeltoláshoz. 

f x |t) f x H - f ) 

X1 X2 > <N-1 
*1 

X2 

iXo | X 0 t 

o! i 
i 
r—— 

2T 
To 

f 

- J 

*N-1 
X1 

X2 ) <N-1 

, X 0 | X o | t 

0! 
T 

Ck 

c, 
i B 13 o - i i ; 

11. ábra. f*(t) eltolása r idővel 
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Mintavételezet t függvényeknél fontos eset, ha r — 
rT, a mintavételezési idő egész számú többszöröse. 
Ekkor : 

jZnkr 

C'k = Cke-Jk""*T = Cke~ ~ = CkWkr. (18) 

Ha : T = -~ akkor jCk = Q e - M = ± Ck. (19) 

Megjegyezzük, hogy a r = r T időeltolás a D F T szem­
pontjából egyenértékű az X értékek ciklikus cseré­
jével. Például N = 4 és r = 2 esetén X 0 , Xx, X 2 , X3 

helyett az X 2 , X 3 , X 0 , X1 sorrend felvételével. 

2.6 Két egymástól távolságra levő impulzus 

A következőkben hasznos lesz, ha a 12a ábra sze-
T 

r in t i , ké t egymástól távolságra levő impulzus 
DFT- jé t kiszámítjuk. A második impulzust jelöljük 
XATvei . Ekkor a 12. formula szerint, mivel X = 2, kap-

T 
j u k : 

C0 = — X 0 + Xjv 
2_ 

c - I X0 — Xjy 
2 

(20) 

T | X 0 

X N 
2 , x o 

To 
b., 

12. ábra. Két impulzus eltolása rT idővel 

|B130-12] 

Könnyen ellenőrizhetjük, hogy a fenti ké t kom-
T 

ponens a t = 0 és helyen valóban előállítja az 

X 0 és XN é r téket . (k 

Azonban, mint előzőleg arra r á m u t a t t u n k , a köz­
benső helyeken a ké t komponens valamilyen nullá­
tól eltérő ér téket állít elő. 

Következő lépésként osszuk fel T 0 - t N egyenlő rész­
re (N legyen páros) és az impulzusfüggvény t = 0, 

T 
i l l . - ~ helyen legyen továbbra is X 0 és XN, de a 

2 T 
többi t=nT helyen legyen zérus. Ekkor N feltéte­
lünk van. 

N 

Mivel X ( = 0, ha í ^ O vagy— , a 12. formulából 

kapjuk: 

N 
— i 

x n +x N w 2 ' ÍV 
X ^ X ^ e - M 

2 

vagyis: 

L * ~ X 
X 0 + XJV 

2. 
ha £ = 0 ,2 ,4 , 7 V - 2 

ha 7Í=1, 3 . . . A 7 — 1 . 

} (21) 

Végül számoljuk k i a DFT- t , ha az impulzus­
függvényt x = rT idővel eltoljuk (12b ábra). A 18. 
formula szerint kapjuk: 

C o — Co' 

<^ = C 2W 2 ' ' (22) 

3. A DFT számításának az egyszerűsítése 

A D F T számítása hosszadalmas és sok algebrai mű­
velet elvégzését teszi szükségessé. A 12. formula sze­
r in t minden Ck együ t tha tó N tagból áll és ál talános 
esetben, ha X,- komplex, mivel W* is komplex, 
minden tagot ké t komplex szám szorzata képez, 
ami az 

(a + jb)(c + jd) = ac-bd + j{bc + ad) (23) 

összefüggés alapján négy valós szorzásnak és 3 össze­
adásnak felel meg. Ezen tagok összege, t e h á t N — 1 
komplex összeadás u tán kapjuk meg az egyes Q-kat. 
T e h á t az N számú Ck kiszámításához : 

N2 komplex szorzás 

és N(N—1)^N2 komplex összeadás (24) 

szükséges. Egyszerűsítést jelent, ha felismerjük, 
hogy speciális esetekben a komplex szorzások ke­
vesebb művelet te l elvégezhetők. 

Igya: 

N ± . 
k=— esetén: (a + jb)W2 = — a—jb 

N 
esetén: (a+ jb)W 4 = b — ja 

N -
k=~— esetén: (a + jb)W8 = 

o 

(25) 

= 0,707(a + b)+/0,707(6 - a) 

alakra hozhatók. Ezek az egyszerűsítések akkor al­
ka lmazhatók , ha N páros, illetve JV=2 S , k e t t ő egész 
számú hatványa* 

Lényegesebb egyszerűsítést és egyút ta l mélyebb 
bepil lantást ad a D F T számításába a következő 
módszer : Ha N páros, a 13. ábra szerint az impulzus-

N 

függvényt felbonthatjuk a fe l tünte te t t számú, 

csak ké t impulzust ta r ta lmazó függvényre. Jelöljük 
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*1 

I X 2 
X 3

 X 4 X 5 ,*6 
f*H> 

X 7 
• I I I 

jX-H-= X 4 

lx1 
« 1 I r » t 

<*2 | X 2 

| X 6 T=2T 

« 3 f3 , x 7 

t=3T 
t 

B130-13 

13. ábra. f*(t) felbontása impulzuspárokra 

őket <x0, <x1( OL/N ^-gyel. Ezeket a függvényeket 

T időeltolás u t án lineá-

* ( T - ) 

rendre OT, 1T, 2 T . . . ( y - l j 

risan szuperponálva, az eredeti függvényt kapjuk. 
Az eredeti impulzusfüggvény Ck együ t tha tó i t meg­
kapjuk, ha ezen időben eltolt részfüggvények meg­
felelő együ t tha tó i t összeadjuk. A 21. formula sze­
r in t az időben el nem to l t részfüggvények együt tha­
tó i : 

1 r " " ' k = 0, 2, . . . N-2 cki-N X, + X_ N 

Xj — X N 

N 

k = \, 3, . . . N-l \ (26) 

f = 0, 1,2, . . . _ - l . 
2 

Ahhoz, hogy az eredő együ t t ha tóka t kapjuk, a 
22. formula szerint figyelembe kell venni a t = ö, 
T, 2T, . . . időeltolásokat és az így kapott együt t ­
ha tóka t kell összegezni. Kap juk : 

'01"'"Co2 + C o,(f~i) 

} (27) 

^0 — ^00 "t" ̂ 1 

C1 = C10 + CUW + C1SW* + ...+ 

( " _ 1 W _ D 

W-D, ( T - i 

A fenti eljárással a műveletek száma kb. a felére 
csökkenthető. 

4. A gyors Fourier transzformáció 
(FFT, Fast Fourier Transzform) 

Ha a D F T - t jelátvitelben akarjuk használni, akkor 
a kiszámításhoz annyi idő áll rendelkezésre, ameny-
nyi az N minta tényleges átfutási ideje. Ez a „Real 
Time" üzemmód nagy N esetén és kis T mintavé­
telezési idő mellett még a leggyorsabb számítógé­

pekkel sem valósí tható meg az előzőekben ismerte­
te t t módszerekkel. 

Azokat a számítási módszereket, amelyek a D F T 
kiszámításához szükséges műveletek számát sokkal 
nagyobb mér tékben csökkentik, Gyors Fourier 
Transzformációnak nevezzük. 

Nagyszámú ilyen módszer létezik, de ezek lénye­
gében mind ké t alapvető módszerre vezethetők visz-
sza : 

a) Az eredeti impulzusfüggvény időbeli felbontása 
(Decimation In Time); 

b) Az eredeti impulzusfüggvény frekvencia sze­
r in t i felbontása (Decimation in Frequency). 

4.1 A „Decimation In Time" módszer 

A legismertebb és legelterjedtebben használ t F F T 
eljárást J. W. Cooley és J. W. Tukey ismertette 
1965-ben. Lényegét az előző pontban t á rgya l t ak 
alapján könnyen megérthetjük. Vegyük például N = 

Í ° X 1 Í 2 1 1 . X 8 ! , , I h f 1 5 

, x 8 

|*2 , x10 

|X1 , X 1 2 

| x 6 , x14 

|X1 , x 9 

| X 3 |X« 

| X 5 ,X13 

| X 7 ,X15 

I XQ , x 8 ,X12 

| X 2 , x 6 l X 1 0 

,X1 , x 9 , x 1 3 

| X 3 • , x 7 ,x , i ,X15 

| X o , x 2 . X * l x 6 , x 8 |X10,X12|X14 

|X1 , x 3 , x 5 
, X 7 jXg ( X n , X 1 3 ) X i 5 

<4o 

A>=
 °o + o í 4 U T ) 

/J2=c<2+o<6(4T) 

/ W * 7 U T ) 

? 1 = / 3 1 + / 3 3 ( 2 T ) 

IB130-MI 

14. ábra. f*(t) felbontása „Decimation In Time" FFT 
számításához 

= 16 esetét. A 14. ábra szerinti impulzusfüggvényt 
felbonthatjuk 8 darab két impulzust t a r t a lmazó rész­
függvényre. Célszerűségi okokból szétválasztot tuk a 
páros és pára t lan sorszámú impulzusokat t a r t a lmazó 
függvényeket. 

Bejelöltük, hogy az egyes függvényeket milyen 
idővel kell eltolni, hogy az eredeti helyükre kerül­
jenek. Egyön te tűbb a számítás menete, ha a pá ra t ­
lan függvényeket először 0, T 2T-vel toljuk el, majd 
összegezzük őket és utolsó lépésként alkalmazunk 
egy közös T eltolást. Látszik, hogy ez a módszer 
a lapjában véve teljesen megegyezik a 13. ábrán is­
mertetett módszerrel. A különbség, ami a művele tek 
számát lényegesen lecsökkenti, az lesz, hogy a rész-
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függvényeket nem egy lépésben adjuk össze, hanem 
először párosával összevonva négyes csoportokat ké­
pezünk, majd ezeket a négyeseket újra páronként 
összevonjuk és így tovább , amíg az összevonás ered­
ménye az eredeti függvényt adja. Az eljáráshoz 
szükséges, hogy N = 2S számú legyen. 

A számítás menete a köve tkező : 

a) Először a 14. ábrának megfelelően ' részekre 
való felbontást végezzük el. Minden a,-hez két 
együ t tha tó tartozik. A 20. formula szerint: 

C()Oa=-X 0 + X j y = X 0 + X 8 

2 
X n — XM = XN — X s 

(28) 

b) A következő lépés a ,,/S/'-k kiszámítása. A 14. 
áb rában (nT) indexszel jelöljük az illető „ a " 
időeltolását. A 22. formula szerint: 

0)1/9—Colot 

+CN -. 
— Oa 
4 

+CN , 
— , l a 

00<x + ^ÍOa 

-c 4 1 aw 4 

+CN w 8=c o n+c ( 

T ' 0 a 

40a W
8 

(29) 

Olct 
T'lcc 

W12 + C + C W!2 

Hasonlóképpen számoljuk k i a többi /?,-t is. 

c) E z u t á n y kiszámítása következik, majd esetünk­
ben yn és y1 összevonásából a végeredményt kap­
juk , oc két , fi négy, y nyolc és a végeredmény 
m á r a 16 együ t tha tó t tartalmazza. 

A szükséges műveletek száma lényegesen lecsök­
kent. Ugyanis, ha N=2S, az «, /?, y... lépések 
száma s = lg 2iV. Mind az a, mind a fi, y... rész 
számításaiban összesen N együ t tha tó t kell kiszá­
molni és minden együ t tha tó számítása egy komp­
lex szorzást (a W*-val való szorzást) és egy komplex 
összeadást k íván . (Az a,-knél a komplex szorzás el­
marad, de nagy N esetén ez nem lényeges). így 
összesen: 

N]gtN 

összeadásra és szorzásra van szükség, szemben iV 2 -
vel, ha a 12. formula szerint számolunk. A csökke­
nés a r á n y a : 

N2 N 
a-7^N=l^N- <3°> 

Tehá t AT=128-nál a 18-ad részére, AT= 1000-nél a 
100-ad részére csökken a szükséges műveletek szá­
ma. 

W ° = 1 ; W 4 = - 1 
B130-15 

lő. ábra. Folyamatábra a „Decimation I n Time' : 

FFT számításához 

Az előzőekben ismertetett eljárást jól köve the t ­
jük a 15. ábra szerinti folyamatábrán, N = % esetén. 
Az ábrán a nyilak mellé ír t W" számok a balról 
jövő információ W - n e l való szorzását jelentik, a kis 
körök pedig a beérkező információk összegezését. 
A számítási folyamat előrehaladásával az a, fi, y 
függőleges síkok az előző számítás menetének felel­
nek meg. 

Bá r c ikkünkben csak elvi számítási módszerekkel 
foglalkozunk, ké t szempontra r á m u t a t u n k , amelyek 
számítógéppel való számolás esetén felmerülnek. 

Az elgő szempont a beérkező N adatnak a szá­
mítás ál tal megkívánt sorrendbe való rendezése. 
Ez legegyszerűbben az ún. b i t sorrend megfordítá­
sával (bit reversal) történik. Lényege a köve tkező : 
ha a beérkező adatokat az alábbi t áb láza t szerint 
binárisan számozzuk, akkor a bitrendet megfordít­
va, az új sorrend éppen a számítások ál tal megkí­
ván t 0, 4, 2, 6, 1, 3, 5, 7 lesz. Könnyen igazolható, 
hogy állí tásunk bármilyen N = 2S esetén igaz. (Az 
N = 8 esetet az 1. táb láza t tün te t i fel.) 

1. táblázat 

A „bit reversal" N = S esetén 

Bináris számozás Fordí to t t számozás Új sorrend 

x0 000 000 X 0 

001 100 x 4 

010 010 x 2 

XS 011 110 X 6 

x4 100 001 X i 

x5 101 101 x 5 

xs 110 011 X 3 

x7 111 111 X , 
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A másik szempont, amire rá akarunk mutatni , 
hogy a számítógép gazdaságos kihasználását nagy­
mértékben befolyásolja a szükséges memóriaelemek 
száma. Az ismertetett számítási módszer ebből a 
szempontból is igen előnyös. Ugyanis, ha a bejövő 
N adatot beír tuk a feltétlenül szükséges N számú 
tárolóba, további tárolókra már elvileg nincs szük­
ség. Ugyanis kövessük például végig a 15. ábra 
folyamatábráját . Válasszunk k i az oc síkon k é t ösz-
szetar tó pár t , például X x és X 5 -ö t . Az X1+X5 és 
X x — X 5 művelet elvégzése u t án X x és X 5 - re , t e h á t 
a bejövő tá r ra nincs többé szükségünk, e z é r t X 1 + Xs 

és X j — X s é r tékét mindjár t beírhat juk X1 és X 5 

tá r jába . Hasonló a helyzet a /? síkon a 4, a y síkon 
a 8 összetartozó ér tékpárra l . A tárolók ilyen k i ­
használását „computa t ion in place"-nak nevezzük. 

Nem minden F F T eljárás rendelkezik ezzel a le­
hetőséggel. 

4.2 A „Decimation In Frequency" módszer 

Lényege a következő: A 16a ábra szerinti impul­
zusfüggvényt a 6. formulának megfelelően k é t részre 

bontjuk: a csak páros és a csak pára t lan harmoni-
kusokat t a r t a lmazó részre ( I . és I I . ) . 
A 2-es osztót, amely csak arányossági tényező, el­
hagytuk. E z u t á n külön-külön képezzük e ké t rész­
függvény DFT- jé t . Az első rész C0, C 2 , Q , • • --et, 
a második pedig C1, C3, . . .-at adja. Mindkét rész 

N 
m á r csak —- számú komponenst tartalmaz. 

A páros rész számításánál nincs probléma, az — 
T 

impulzus —p időközönként szabályosan ismétlődik. 
2 N 

A pára t l an rész azonban, bá r csak — számú kü-

T 
lönböző impulzust tartalmaz, ezek —2 időközönként 
vá l to t t polaritással követik egymást . 

Hogy a számítási módszerünk homogén legyen, 
a pá ra t l an részt a lakí tsuk á t . í r juk fel a 12a for­
mula alapján a Ck együ t tha tó t . Figyelembe véve, 
hogy az I . esetében X = X , a I I . esetben pedig 

+ a 
Xt=— Xj £ , kapjuk: 

2 

I . Ci­

li. Cí 

X'0+XiW+X'zWV+...+X' w 
T " 1 

\2 ; 

x^+xi'wk+x^w2k+, 

1 +w 2 

,+x- w 
T-1 

\ 2 / 1 - W 

(31) 

Mivel W 2 = ± 1 , I . csak páros , ,k" , I I . csak pá­
ratlan „k" esetén ad zérustól eltérő ér téket . A k é t 
formula nagyon hasonló. Egyszerű számítással meg-
győződhetünk arról, hogy: 1 ^ 

^24+1=^2* [ha XQ, X{, X% 

X'Q', Xi'W, X ^ ' W 2 , X^'W3 . 

. . . helyébe 

- t í runk]. (32) x 3 «r 

x 1 X3 
x. N-1 

<*(t) 

X ' 0 = X 0 + X N 

T 
x N _ = X o + X J ± 

X , N_ = x 1 1 + 2 

IB130-17 

17. ábra. Folyamatábra a „Decimation I n Frequency" 
számításához 

xő= X Q - X ^ 

I 2 X1 
X N = ~ ( X o ~ X N 
T 

x N t r x i , 
T t 1 I T 

B 130-16 

16. ábra. f*(t) felbontása csak páros (I) és csak 
ratlan ( I I ) harmonikusokat tar talmazó részre 

pa-

Igy I I . számításá t visszavezetjük I-re. C" azonos lesz 
az így számolt Cp-vel, C's' azonos C^-vel stb. 

A hosszadalmas számítások helyett csupán a 17. 
ábrában a fo lyamatábrá t rajzoljuk fel. Az oc síkon 
befejeződik az impulzusfüggvény fent ismertetett 

N 
felbontása. Következő lépésként a most m á r 
elemet t a r t a lmazó k é t impulzusfüggvény újra 

2 
fel-
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bon tha tó csak páros és csak pára t l an harmonikuso­
kat t a r t a lmazó részre (természetesen 2co0 alapfrek­
venciára vonatkoztatva), így a /? síkra jutunk. Az 
eljárást addig folytatjuk, amíg csak egy komponens 
marad, ez megadja C 0 , C 2 , C 4 . . . , illetve Q , C 3 . . . 
ér tékét . 
Látszik, hogy ennél a módszernél a bejövő adatok 
természetes sorrendben, a kimenő adatok pedig a 
bit-fordításnak megfelelő sorrendben helyezkednek 
el. 

A 16. és 17. fo lyamatábrá t összehasonlítva, a fel­
tűnő különbség az, hogy amíg az első esetben két 
impulzust t a r ta lmazó elemi részfüggvényeket páro­
s í to t tunk egyre nagyobb, 4, 8, 16, . . . impulzust 
ta r ta lmazó részfüggvényekké, addig a második eset­
ben fokozatos lebontás tör ténik 8, 4, 2, 1 impulzust 
ta r ta lmazó részfüggvényekké. 
A folyamatábrából látszik, hogy a „Decímation In 
Frequency" módszer szintén alkalmas „computa t ion 
in place" számításra és hogy a szükséges műveletek 
száma i t t is N l g 2 N a r á n y b a n csökken. 

5. A DFT, a Nyquist tétel és az „Aliasing" jelenség 

Amin t arra r á m u t a t t u n k , ha az Xn ér tékek valósak, 
a D F T redundáns . Ez abban jelentkezik, hogy 
CN_k = C%. A viszonyokat a 18. ábrán tün te t jük fel. 
A Cx vektor az alapharmonikus frekvenciájával, 

2TT 
ft)0=— sebességgel forog, Ck és CN_k pedig k, 

* o 
i l l . N—k-szoT gyorsabban. A D F T szempontjából 
csak a vektorok t=nT, n = 0, 1, . . . időpontokban 
levő helyzetének van szerepe, vagyis a Cx vektor 
-jy- n, a Ck vektor nk és a CN_k vektor 

f i t ) 

2^ / A T , * „ 2TI — n(N-k) = 2nn- — nk (33) 

szögelfordulásainak. 
A 2nn teljes fordulatokat nem véve figyelembe, 

ez megfelel CN_k negat ív -— nk nagyságú szögel-
N 

fordulásának. 

N-k 

B130-18 

19. ábra. A Nyquist tétel igazolása 

így a CN_k vektor forgása a D F T szempontjából 
azonos a. —kco0 sebességű forgással. K ö n n y e n iga­
zolható, hogy minden (rN~k)mfí sebességgel forgó 

T 2TC 
vektort ( r = 0 , 1 , 2 , . . . ) minta vételezve T = 0 

N oj0N 

18. ábra. Az „aliasing" jelenség magyaráza ta 

időközönként, a kw0 sebességgel forgó vektor azo­
nos időközű mintavételezésével megegyező i m ­
pulzusfüggvényt kapunk. Ezt a jelenséget, amikor 
egy forgó vektor, illetve egy szinusz függvény min­
tavételezéséből nem tudjuk egyértelműen megha­
tározni az eredeti függvény egyes komponenseinek 
a frekvenciáját, „al iasing" jelenségnek nevezzük. 

Tehá t valós X„-ek esetén CN_k frekvenciája azonos 
Ck frekvenciájával. így T 0 idő alatt N valós m i n t á t 

N 
egyértelműen meghatározza az — számú szinusz jel, 

N 2 

co0, 2to 0, . . . . — co0 frekvenciával. Mivel a frekven­
ciák T0 által adottak, az egyes komponensek jellem­
zéséhez csak az ampli túdóra és a kezdőfázisra van 
szükség, amelyeket a Ck-k ha tároznak meg. Az elő­
zőek alapján szemléletes módon igazolhatjuk Nyquist 
tételét . Vegyük a 19. ábra szerinti folytonos jelet a 
0—T 0 időközben. A jel tetszőleges lehet, egyetlen 
kikötésünk, hogy sávkorlátozot t legyen 0 és / 1 = A 7 / 0 

között , ahol f0 = —. (Ez pontosan nem lehet igaz, 
^ o 

mert ha a jel időben korlátozva van, a sávja nem 
lehet kor lá tozot t . De ha /„ igen kicsi a sáv legmaga­
sabb frekvenciájához képest , azaz N^s>l, akkor a 
fellépő hiba elhanyagolható.) 

Ha T0 igen nagy, akkor a viszonyok nem változ­
nak lényegesen, ha a 0 — T0 időközön kívül a jelet 
ismétlődőnek tekint jük. Ekkor felírhatjuk a perio­
dikus j e l Fourier-sorát . / 0 = ^ r a z alapharmonikus 

o 
és mivel a j e l Nf0-nál sávkorlá tozot t , csak véges 
számú N harmonikus léphet fel. Az ampl i túdók és 
kezdőfázisok 2N adatot jelentenek. T e h á t sávkorlá­
tozott je lünket T 0 idő alatt 2N adat, például 2N 
minta egyértelműen meghatározza. Egyenletes min­
tavételezés mellett ez 

/„,=— = 2N.f0 = 2h [minta/s] (34) 
1 o 

mintavételezési sebességnek felel meg. Ezzel tulaj­
donképpen be is bizonyí tot tuk Nyquist mintavé­
telezési tö rvényét . 
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6. Példák 

6.2 Első példaként ha tározzuk meg a 20a ábra sze­
r in t i öx(f) mintavételező függvény Fourier-sorát . 
Az egyes impulzusok területe legyen T. H a t á r ­
esetben az impulzusokat tekintsük Dirac impul­
zusoknak. A kezdő pontnak az ábra szerinti 
megválasztása mellett a számítás igen egyszerű. 
A páros szimmetria miat t csak koszinusz össze­
tevők lépnek fel, és ha az impulzusok szélessége 
igen kicsi, t^O, akkor a Fourier-komponensek 
kiszámításánál szereplő integrálok az impulzus 
területnek egy konstanssal való szorzására egy­
szerűsödnek. A 2. és 3b formulákból kapjuk: 

A = T 
S ( t ) 

a 0 = l 

2T 
--2, k = l, 2, 3, 

V (35) 

Ck = l, k = 0, + 1 , ± 2 , . . . 

vagyis: 

dx(t)=l+2 cos w0t + 2 cos 2co0í + . . . = 

ahol: 

2n 

A D F T szempontjából dx(t) egy A f = l mintájú 
impulzusfüggvénynek tek in the tő , ami C 0 = l-gyel jel­
lemezhető. A 20b áb rán a komplex síkon fel tüntet­
jük C 0-t, a „c" áb rán a D F T által előáll í tott f(t) 
folytonos és az fx(t) mintavéte lezet t függvényt. 

6.2 A váltott polaritása mintavételező függvény (21a 
ábra) Fourier-sora 

A kezdőpontnak az ábra szerinti felvételével i t t is 
csak koszinusz összetevőket kapunk. A 2,, i l l . a 3b 
formulákból: 

«0=o c0=o 

aA = ~ 2 T = 2 k = í, 3, 5 
1 o 

dxx(t)=2cos o) 0í+2cos 3a>0f+ . 

ahol: 

Ck = l 

2TI 71 
«>«=-=-= 

• o 

(36) 

A D F T szempontjából dxx(f) egy N = 2 mintájú 
impulzusfüggvénynek tek in the tő , ami C 0 = 0 és p±=1-
gyel jellemezhető. A 21b ábrán a komplex síkon 
fel tüntet jük Cj-et, sebességgel forog és előállít­
ja a „ c " ábra szerinti f(t) függvényt. Látszik, hogy 
f(t)a t = nT diszkrét helyeken felveszi a ± 1 ér téket , 
másu t t komplex. 

T=T n 

i l a 
2 2 

Co 

AI*) 

-f*(t) 

T 2T 3T t 

c . 

20. ábra. A mintavételező függvény, ő*(t) 

2T 3T 

2 2 
+ 1. 

i 
I \ i 

"XT7 2T 

V 
komplex 

c, 

3T 

' v L - - f (t) 

IB130-211 
21. ábra. A vá l to t t polaritású mintavételező függ­
vény, <5**(t) 

Xo Xi X 2 X 3 N _ 4 

* 'I 'I VI ' j • 
T i 

C 2 . 

2aA r > 3 < " V Q 9 y -"o 
o 0 3 

b, 

22. áöra. Példa DFT számítására 

|B 130^22] 

6.3 Határozzuk meg a 22a dí>ra szerinti impulzus­
függvény DFT- jé t . 

A 12a formula szerint: 

C 0 = i (4 + 8 + 8 + 12)=8 

C 1 = i ( 4 - / 8 - 8 + / 1 2 ) = - l + / 

C2=^ ( 4 - 8 + 8 - 1 2 ) = - 2 

Cs=l ( 4 + / 8 - 8 - / 1 2 ) = - l - / . 

(37) 
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A 22b ábrában a komplex síkon fel tüntet jük a 
C,-ket. Könnyel ellenőrizhető, hogy ha a C ; vektorok 
a jelzett szögsebességgel forognak, akkor t = nT idő­
pontokban előállítják az X 0 , X 1 5 X2, X 3 ér tékeket , 
közben pedig egy komplex függvényt. Az „a l ias ing" 
jelenség következtében azonos eredményt kapunk, 
ha C 3 „ — o)0" sebességgel forog. 
A 16a formulából ellenőrizhetjük X(nT) előállítá­
s á t : 

> (38). 

X 0 = 8 + ( - l + 7 ) - 2 + ( - l - / ) = 4 

X 1 = 8 + ( - l + / ) / + 2 + ( - l - / ) ( - 7 ) = 8 

X 2 = 8 + ( - l + / ) ( - l ) - 2 + ( - l - / ) ( - l ) = 8 

X 8 = 8 + ( - l + / ) ( - 7 ) + 2 + ( - l - / ) / = - 1 2 . 

6.4 Határozzuk meg a 23d ábra szerinti impulzus­
függvény DFT- jé t FFT-vel. Először W ha tvá­
nyait számít juk k i . (A „b" áb rán ábrázoljuk, 
vagy táb láza tba foglaljuk, számítógépes számí­
t á sban a t á r a k b a n helyezzük el őket.) E z u t á n a 
28, 29 formula szerint megkezdjük oc, /? . . . szá­
mí tásá t . Kap juk : 

C 2 f a = X 2 + X 6 = — 6 Cooa — X 0 + X 4 — 8 "OOct 

„ ÍCioo= = x i + 

\ c U a = x 1 -

X 4 = - 4 

+ X S = 0 

X 5 = 4 

oc2 • 

« 3 

"21a" = X 2 — X 6 = 

[Qoa — X 3 + X 7 — 8 

L^31a — Xg — X 7 = 
í C —C + C20a — 2 

C o V = C o l a + C 9 t e W » = - 4 - / 2 

C 0 2 ^ C o f t x + C 2 0 c t W * = 1 4 

C 0 3 ^ C 0 U + C 2 1 a W ° = - 4 + / 2 

Q V = C U a + C 3 l c t W 2 = 4 

^ = C 1 0 a + C 3 0 a W ^ - 8 

= 0 

(39) 

A következő lépésben m á r a végeredményt kapjuk: 

C 1 = C 0 V + C l w W = 2 V 2 - 4 - / ( 2 + 2 y 2 ) 

C a = C w + C w W « = 14+/8 

C 3 = C 0 3 ^ + C 1 3 ^ = - 4 + / 2 

C , = C w + C M W « = - 6 10,8 F 

Q = C 0 1 „ + C 1 1 / ; W 5 = 4 - / 

(40) 

C 6 = C 0 2 / 3 + C 1 2 / s W 6 = 1 4 - / 8 

^ = ^ + ^ 3 ^ = 2 f 2 - 4 + / (2 + 2 / 2 ) . ] 

5.5 4z efó'zo pe'/rfa szerinti impulzusfüggvényt az 5. 
és a 6. formula szerint bontsuk fel fí(t) és fl(t) 
pára t l an és páros függvényre, valamint ezeket a 
függvényeket bontsuk tovább csak pára t lan és csak 
páros harmonikusokat t a r t a lmazó részre. A felbon­
tá s t a 24a ábra t ün te t i fel, az ábra alatt i táblá­
zatban pedig az egyes részfüggvényekhez tar tozó 
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X„ X] x 2 x 3 x4 x 5 x 6 x 7 

2 2 - 2 4 6 - 2 - 4 4 
N=8 

i 

W 
w 6 

w 7 

0 T l2T 4T I [ 7T 

^W8 

f 4 4 
B130-23 

23. ábra. Példa FFT számítására 

x0 x, x2 x3 x4 x5 Xg x 7 

2 3 - 3 1 6 1 - 3 - 3 
3 3 

• 1 1 3 0 - 3 - 1 1 

© 

© 

r ; -3 2 
1 1 

1 1 

2 - 3 2 
1 1 . 

-2 1 
I 

1 
0 -1 2 

1 

1 
- 1 0 1 

i ( 
I 
0 -2 

1 

? ' l 
0 

i - 1 

- 2 ° I 2 . I 
0 1 

i 
1 1 
i i 

0 
1 

-1 -1 -1 

cos 
2 k o J D 

sin 
2koo 0 

sin 

y f $ ( í ) 

a, 

Co Cl c 2 C3 C4 
10 -4*2\/2~ 14 -4 -2V2 -6 

- - j(2 + 2V?) )8 j ( 2-2 V2 ! -
© 10 - 14 - -6 

- - 4 + 2V̂ 2 - -4-2 \ /2 -
® - - — -
© - - j (2+2V2) - j (2-2 V2) -

fj 130 -24] 

24. áöra. A 23. ábra szerinti impulzusfüggvény fel­
bontása 

1* ^ C 4 Ci C 0 C 2 

C 5 c 7 

0 c* , 

C6 

Co C 2 

C5 C 7 

C6 

C2 

C3 
Cl 

C2 
C 7 

C 6 

C3 

c 7 

C5 

•Cg 

® © 
B130-251 

25. ábra. A 23. ábra szerinti impulzusfüggvény D F T 
komponensei 

D F T együ t tha tóka t adjuk meg. (A lényegtelen N = 
= 8-as osztót nem ve t tük figyelembe és a C 5 , C 6 , C 7 

konjugál t együ t tha tóka t sem t ü n t e t t ü k fel.) 
A táblázatból jól látszik a törvényszerűség: 

a) Páros függvény esetén Ck valós; 
b) Pá ra t l an függvény esetén Ck képze tes ; 
c) Csak páros harmonikusokat t a r t a lmazó függ­

vény esetén Cv C 3 . . . —0; 
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d) Csak pára t lan harmonikusokat ta r ta lmazó 
függvény esetén C0, C2, C 4 . . . = 0. 

Az egyes részfüggvényekhez ta r tozó Ck együ t tha tó ­
kat a komplex síkon a 25. ábra t ün te t i fel. 

7. A D F T és a Fourier-sor 

A 2.2 pontban a periodikus impulzusfüggvény Fou-
rier-sorából vezet tük le a D F T számítási módszerét. 
Levezetésünk teljesen egzakt volt , a D F T az N szá­
mú Xn értékhez egyértelműen hozzárendelte a Ck 

együ t tha tóka t és fordítva. Azonban éppen az egy­
szerű levezetés okozhatja a D F T hamis értelmezését 
és okoz nehézségeket a D F T helyes megértésében. 
A viszonyokat a 26. ábra szerinti egyszerű példán 
t isztázzuk. Határozzuk meg az ábra szerinti négy­
szögjel Fourier-sorát és DFT- jé t (a jel oldalait kis 
mértékben döntjük, hogy a 2. és 6. pontokban ne le­
gyen gond a függvény értelmezésével. De teljesen 
általánosan a szakadási pontokban a függvény ér té­
ke mindig a ké t szomszédos pont középértéke). 
Ismeretes, hogy a négyszögjel Fourier-sora: 

/(0=- cos a>Qt—— cos 3coQt-\-^r cos 5co0/~ 
o 0 

2 
71 

.J. g/5tt>0/ ^ _ g—y3co0(_|_ 

3 3 

Tehá t a Four ie r -együt tha tók : 

C , = - = 0,637 
71 

(41) 

C,= - ~ = -0 ,212 stb. 
OTl 

A D F T meghatározására osszunk fel egy periódust 
például N = 8 részre. A 12a formula szerint, az 
együ t tha tóka t vesszővel jelölve: 

C'k=I [ 1 + W - W 3 * - Wík - W 8 * + W7k]. 
o 

Tehá t a D F T komponensek: 

Co — C 2 = C 4 = C 6 = 0 

C[=C-, = ~ ( l + / 2 ) = 0,6036 

(1-V2) = -0,1036. 

(42) 

A 41. és 42. formula összehasonlításából látszik, 
hogy C[«Cx, de C'3 és C 3 közö t t már rossz az egye­
zés. A Fourier-sornál a magasabb rendű komponen­
sek véges ér tékük, a DFT-né l C'b és C, negat ív frek­
venciáknak felel meg, magasabb harmonikusok pe­
dig nincsenek értelmezve. 

Látszólag el lentmondásra ju tot tunk. Azonban el­
lentmondásról szó sincs. Ugyanis a Fourier-kompo-
nensek igyekeznek a folytonos görbét (esetünkben a 
négyszögjelet — de éppen így másik folytonos gör­
bét is felvet tünk volna, amely a 0, 1, 2 . . . pontok­
ban + 1 vagy —1 ér téke t vesz fel —) megközelí-

r 

- ! L _ L _ 

5 |6 
I 
; 
i 

V 
I 
I 

1 ' 

B130-26 

26. ábra. Négyszögjel mintavételezése 

teni. Ha véges számú Fourier-komponenst összege­
zünk, csak véletlenszerű lehet, ha ezek tényleg elő­
állítják az adott pontokban a + 1 értéket . Ezzel 
szemben a D F T ha tá rozo t tan elállítja a jelzett pon­
tokat, de a közbenső értékekre semmit sem mond. 

így nem is várha t juk , hogy a Fourier- és a D F T 
komponensek azonosak legyenek. 

Ennek ellenére, minden matematikai levezetés nél­
kü l is be lá tha tó , hogy ha N számát növeljük, szük­
ségszerűen kisebb lesz az eltérés a Fourier és a D F T 
komponensek közöt t , és csak a magasabb harmoni­
kusoknál vá rha tó nagyobb eltérés. Ez összhangban 
van a 2.2 pontban a Fourier-sorok felbontóképessé­
gével kapcsolatban mondottakkal. (Javasoljuk az ol­
vasónak, hogy az előző számításokat végezze el na­
gyobb N értékre is, például 16 vagy 32-re.) 

A fentiek alapján világos, hogy ha egy folytonos 
periodikus függvényt egyenletes közönként minta­
vételezünk, a mintákból képzet t D F T komponensek 
jó közelítéssel egyeznek a Fourier-komponensekkel. 
Minél nagyobb N, annál jobb a közelítés. A D F T 
alkalmazásának éppen ez a legfontosabb terüle te , 
periodikus vagy bizonyos fenntartással folytonos je­
lek spek t rumának a jó közelítéssel való megha tá ro­
zása. I t t a lapvető kérdés a pontosság, valamint a 
felbonthatóképesség ha tá ra . 

8. Folytonos időfüggvény spektrumának 
a meghatározása DFT-vel 

A folytonos időfüggvényeket a következő főbb cso­
portokra oszthatjuk: 

a) Periodikus, sávkor lá tozot t ; 
b) Periodikus, sávban nem kor lá tozot t ; 
c) Nem periodikus, sávkor lá tozot t ; 
d) Nem periodikus, sávban nem korlá tozot t . 

A fenti függvények a „ d " esettől eltekintve a teljes 
— o o < í < + o o i dő ta r tományban véges ér téket vesz­
nek fel. A D F T képzés viszont csak véges N min tá ­
ra lehetséges, t ehá t csak a folytonos időfüggvényből 
k ivágot t véges hosszúságú szakaszra, az ím. „ablak­
ra" a lka lmazható . 

Ez szükségszerűen a spektrum kisebb-nagyobb 
meghamisí tásával j á r együt t . A viszonyokat a 27. 
ábrán szemléltetjük. Az „ a " ábra szerinti folytonos 
függvény (egyszerűség kedvéér t páros függvényt ve­
szünk) spektrumba legyen a „b" ábra szerinti a(f). 

A Fourier integrál elméletéből ismeretes, hogy egy 
függvényben az éles levágások a t ranszformál t függ­
vényben hullámosságot okoznak. így a négyszög 
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27. ábra. Mintavételezett folytonos függvény DFT-je 

ablak alkalmazása a „ 6 " ábrán a pontozottan jelölt 
spektrumot hozza létre . Minél nagyobb T0, annál 
kisebbek a hullámok. 

Hogy a számításmenete t digitalizálni tudjuk, kö­
vetkező lépésként vegyük az ablak által k ivágot t 
függvényrészt periodikusan ismétlődőnek ( „ c " áb­
ra). Ekkor a spektrum a „d" ábra szerinti lesz, a C-
Four ier -együt tha tók a „b" ábra pontozott görbéjé­
nek a metszetei. 

A „d" ábrán egy T0 időközt mintavéte lez tünk 
és N = 8 minta alapján meghatároz tuk a DFT- t 
( „ e " ábra) . C's, C6, C'rt (és Ci felét) negatív frek­
venciáknak vehetjük. így a D F T komponensek jó 
közelítéssel megegyeznek a Fourier-komponensekkel. 
Minél nagyobb N, annál jobb az egyezés. Végered­
ményben a D F T burkológörbéje jó közelítéssel meg­
egyezik az a(f) görbével, t e h á t a D F T alkalmas a(f) 
számítására. 

Pontos egyezést csak akkor kapunk, ha: 
a, f(t) periodikus és sávkorlátozot t . 
P a mintavételezés frekvenciája legalább a kétszerese 
a legnagyobb jelfrekvenciának. 
y az ablak hossza, „ T 0 " pontosan megegyezik egy 
periódusidővel. 

Minden más esetben az „al iasing" jelenség és az 
ablak miat t ponta t lanság fog fellépni. 
Az ablak zavaró hatásáról és a hosszának a szerepé­
ről egy egyszerű példa alapján is meggyőződhetünk. 
Vegyük a 28a ábra szerinti szinusz függvényt. Ha 
az ablak hossza T0 azonos a periódusidővel, akkor 
a Fourier-sor és a D F T is csak egyetlen harmoni­
kust tartalmaz, t e h á t helyesen írja le az eredeti 
függvényt. Ha az ablak nem a periódusidő egész szá­
mú többszöröse, például a „b" ábra szerint TQ = 
= 1,5 T0, akkor az ismétlődő je l a szaggatott görbé­
vel folytatódik. A Fourier-sor és így a D F T képzés 

b, 
IB130-28I 

28. ábra. Szinusz függvényre alkalmazott To és Tó = 
= 1,5 To ablak 

f 

1 

• • 

a(f ) 

t — . . . . . . f 

Négyszög ablak 
To To 

f (t) 

To Jo 
' 2 2 

Heming obiak 

29. ábra. A négyszög és a Hanning ablak és a Fourier-
transzformáltjuk 

is durva h ibá t hoz be, hiszen az eredeti től eltérő 
függvényt u tánoz le. 

9. A „súlyozott ablak" 

Az ablak zavaró ha t á sá t csökkenthet jük, ha a négy­
szögletes ablak helyett valamilyen az időben súlyozó 
fA(i) ablakot használunk. Sok t ípusú ablak létezik. 
Mindegyik közös vonása, hogy a T0 hpsszúságú idő­
közön kívül zérus ér tékű. A leggyakrabban használ t 
a Hamming ablak: 

/ A ( í ) = a + (1 — oc) cos 
Int 

: f < ^ > . (43) 

Az a = 0,5-höz tar tozó ablakot megkülönböztetésül 
Hanning ablaknak nevezzük: 

/ A ( / ) = 0,5 + 0,5 cos 
2nt 

••t^-£. (44) 

A négyszög és a Hanning ablakot, valamint a 
Fourier- t ranszformált jukat a 29. ábra t ün t e t i fel. 
Csak röviden utalunk arra, hogy hogyan befolyásol­
ja az ablak a spektrumot. 

Ha f(t) és fA(t) Fourier-transzformált ja F(f) és 
FA(J), akkor az ablak által k ivágot t rész transzfor­
máltja : 

/(0-/A(0^^(/)*^(/)- (45) 
Mivel a Hanning ablak hullámossága sokkal k i ­

sebb, mint a négyszögablaké, a DFT-ben az ablak­
ha tás miat t fellépő termékek ampl i túdója is sokkal 
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30. ábra. Szinusz hullám DFT-je négyszög és Hanning ablák esetén 
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f 

24 31 N 
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kisebb lesz. Há t rányos viszont, hogy a Hanning ab­
lak transzformáltja kiszélesedik, így a 45. formula 
szerinti konvoluciónak megfelelően a felbontóképes­
ség csökken, a tényleges ampl i túdók mintegy „el­
kenődnek" , b izonyta lanabbá válik a felismerésük. 
Matematikailag be lehet bizonyítani , hogy minél 
kisebb a hullámosság, annál szélesebbé válik az ab­
lak transzformáltja. A Hanning ablak körülbelül az 
optimálisnak tek in the tő . Egy példát a 30. ábra t ün ­
tet fel. 

Az „A" ampli túdójú folytonos koszinusz hul lám 
spektruma azonos a Fourier-komponensek együt tha-

, j± 

tójával , esetünkben + <y-nál —-vei . Ha az ablak 
például 3,5 periódusidőnek felel meg, N = 3 2 esetén 
a D F T - t az „a" ábra t ün t e t i fel. A Hanning ablak 
alkalmazásánál az eredeti függvény a ,,b" ábra sze­
r in t erősen eltorzul, de a spektrum mégis jobban 
közelíti az eredetit. 

Példaképpen a 30. ábrán fel tüntetjük egv szinusz­
hul lám DFT-jé t , Az ablak hossza: T n = 3,5 TV ahol 
7\ a periódusidő. Legyen A?" = 32. Ekkor az ,,a" 
ábra tün te t i fel a D F T - t négyszögletes ablak ese­
tén , a „ b " ábra pedig Hanning ablak esetén. Ösz-
szehasonlításul a folytonos szinuszjel spek t rumát is 
fe l tünte t tük. Látszik, hogy a Hanning ablak lénye­
gesen lecsökkenti a parazita termékek ampl i túdójá t . 
Megjegyezzük, hogy a D F T nem tartalmazza a szi­
nusz jel alapfrekvenciáját, ahogy az ablak által k i ­
vágot t jel ismétléséből álló periodikus jel Fou-

1 3,5 
rier-sora sem tartalmazza az = — = — f r e k v e n -

J i Jo 3 
ciájú komponenst. Ehelyett a DFT-ben az f = -^r c s 

4 ' ' ' " 
— frekvenciájú komponensek eredője állítja elő 
' o 
közelítőleg az eredeti 0,5 A ér téket . 

10. Iteiejezés 

Cikkünknek a célja az volt, hogy a D F T és az F F T 
eljárások megértését elősegítse. Lényegében a Fou-
rier-sorból indultunk k i és a mintavéte lezet t függ­
vény egyszerű geometriai felbontásából szinte köz­

vetlenül és szemléletesen megkaptuk a végeredményt . 
Röviden a fellépő pontat lanságokra és azok okaira 
is r á m u t a t t u n k . A D F T és F F T híradástechnikai al­
kalmazásával egy későbbi cikk keretében k ívánunk 
foglalkozni. 
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