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A digitális technikában fontos az, hogy Boole-függ-
vényeket i r redundáns alakra hozzunk. E dolgozat 
szerzőjének sikerült ú j , elegáns, jól programozható 
algoritmust kidolgoznia a sokismeretlenes Boole-
függvények optimalizálására. 

Véges antivalencia gyűrű 

Gyűrűnek nevezzük az R=(R, +, .) algebrai struk
tú rá t , amelyben a „ + " és „ • " műveletek kétvál tozó
sak, és amely „ + "-ra Abel csoport és a „ -"- ra pedig 
monoid, és érvényesek az a(b + c) = ab + ac, illetve 
(a + b)c = ac+bc disztr ibutív azonosságok minden 
a, b, c £ i?-re. 
Abel csoport ( k o m m u t a t í v csoport), olyan A halmaz, 
melynek „ + " műveletére érvényes a kommutativi-
tás és asszociat ivi tás: 

x+y = y+x, x+(y+z) = (x + y) + z 

Ezenkívül van olyan 0£ A zéruselem, amelyre érvé
nyesek az alábbi egyenlőségek: 

x + 0 = 0 + x = x , x+( — x)=( — x)+x=0 

ahol ( — x) az x elem inverze. £ 
Monoidnak nevezzük a B(xy) = x-y kétváltozós mű
velettel el látot t M halmazt, amelyben érvényes az 
asszociat ivi tás: 

x(y-z)=(x-y)z minden x, y, z M-re. 

Ezenkívül van olyan l £ M egységelem, amelyre az 
alábbi egyenlőség érvényes: 

l - x = x - l = x minden x£M-re. 

A fentiek és az [1] -es irodalom alapján a következő
képpen definiáljuk a kétér tékű, véges antivalencia 
g y ű r ű t : 

Tegyük fel, hogy van a, b, c, . . . jel együttesünk, 
melynek elemei 0, illetve 1 ér téket vehetnek fel. Ezen
kívül létezik ké t binér művelet „ 0 " és „ . " , valamint 
egy binér reláció: „ = " . 

Akkor nevezhetjük a H halmazt antivalencia gyű
rűnek , ha a következő axiómák teljesülnek: 

AXt: Ha a£H és b£H, akkor a©ö<EH 
AX2: Ha a£H és b£H, akkor a-b£H 

A két művelet asszociatív: 
AX3: (a®b)®c = a®(b + c) 
AX4: (a-b)'C = a-(b-c) 

Érvényes a kommuta t iv í t á s 

AX5: a®b = b®a 
AX6: a-b = b-a 

Létezik zérus elem és egység elem: 

AX7: a © 0 = a; a-l = a 

Disztr ibut iv i tás : 
AX«: a-{b@c)={a-b)®a-c 

Végül: 

AX9: a-a = a 
AX10: a®a = 0 

Az AX10 axiómából következik: a = — a, vagyis 
az „ a " inverze önmagának. 

A fenti tíz axióma egyértelműen definiálja az anti
valencia ( ® ) és konjukció (.) műveleteket. Ennek 
szemléltetésére az ax iómák alapján felírjuk a két mű
velet t áb lá t 2x2-es mát r ix a lakjában! 

főátlójában csak „ 0 " van. Az AX5 miatt 
a mellékátló két eleme egyforma, és ez az 
AX7 miatt csak „1" lehet. 

a@b 1 0 

1 0 1 
0 1 0 

a • b 1 0 

1 1 0 
0 0 0 

Beérkezett : 1980. I I I . 5. 

Konjunkció: AX9 miatt a főátló: 1,0. 
Az AX6 miatt a mellékátló két eleme 
egyforma, ami AX8 miatt csak zérus lehet: 

Vezessük be a diszjunkciót( + ) és a negációt (a) a kö
vetkező definíciókkal: « 

Dfl a + b = a@b®(a-b) 

Df2 a = l 0 a 

Az így definiált diszjunkció és konjunkció azonos azzal 
amely a maximum, minimum elvből származta tha tó : 

a + ö = max (a,b) 

a-b = min(a,b) 

Boole algebra és az antivaleneia gyűrű 

Boole algebrának nevezzük az egyértelműen 
komplementumos disztr ibut ív hálót . A hálónak két 
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műveletét „ + "-al és ,,-"-al jelöljük. Ha a H hálónak 
„ 0 " a legkisebb és „ 1 " a legnagyobb eleme akkor 
az x£H komplementumának nevezzük az x£H ele
met, a m e l y r e x - í = 0 és .r + x = 1. Egyér t e lműenkomp-
lementumoshálóha , minden elemének egyetlen komp-
lementnma van. Könnyű belátni, hogy az egyértelmű 
komplementum a gyűrűben definiált negált változó
nak felel meg. 

A disztributív hálók axiómái a következők: 

Asszociativitás: 

HAX1: (a-b)-c^a-(b-c) 

HAX2: (a + b) + c = a+(b + c) 
Kommuta t iv i t á s : 

HAX3: a-b = b-a 
HAX4: a+b=b+a 

Disztr ibut iví tás : 

HAX5: a-(b + c)=(a-b)+(a-c) 

HAX6: a+(b-c)=(a + b)-(a + c) 

Végül a hálókra talán a legjellegzetesebb abszorpciós 
ax iómák: 

HAX7: a-(a + b) = a 

HAX8: a+(a-b) = a 

A fenti axiómákból következik: a-a = a, a + a = a. 
Könnyű belátni azt is, hogy a konjunkciót, a „ + " 
pedig a diszjunkciót jelöli. 

Vizsgáljuk meg, hogy az antivalencia gyűrű Boole 
algebra-é? Ezér t próbáljuk felírni a HAX7 és HAX8 
abszorpciós axiómákat az antivalencia gyűrűben: 

a-(a®b)~a~b, illetve a®(a-b) = a~b. 

Látjuk az antivalencia gyűrű nem Boole algebra. 
Részletesebb vizsgálat szerint az antivalencia gyűrű 
félháló. 

A kétér tékű Boole algebra és a kétér tékű véges 
antivalencia gyűrű bijekció. Antivaíencia gyűrűből 
Boole algebrába illetve vissza az alábbi egyenlőségek 
alapján térhetünk á t : 

a + b = a®b®a-b 

a = l®a 

a®b = a-b+1-a 

Különböző kétértékű rendszerek transzformációja 

Ismeretes, hogy 2n db egymástól különböző n 
változós kétér tékű algebrai kifejezés létezik. K é t 
algebrai kifejezést akkor mondunk ekvivalensnek 
ha azok a változók bármilyen értékkombinációja 
mellett mindig egyforma ér téket vesznek fel. Lehet 
tehá t ké t alakra egészen eltérő kifejezés ekvivalens. 

A műszaki alkalmazás azt kívánja, hogy adott 
függvényhez tar tozó kifejezéseket úgy írjuk fel, hogy 
a műveletek száma a legkisebb legyen. A művelete
ket az elektronikában kapuáramkörökkel relizáljuk, 

kevesebb kapuáramkör gazdaságosabb megvalósí tás t 
jelent. 

Az emlí te t t antivalencia gyűrű illetve Boole algeb
ra egy-egy rendszert ( s t ruk tú rá t ) alkot. A rendszert 
az axiómákkal illetve alapműveletekkel definiáljuk. 

Funkcionálisan teljes az a rendszer amelyben az 
összes 2" db egymással nem ekvivalens n változós k i 
fejezés az alapműveletekkel felírható. 

Az eddig ismertetett funkcionálisan teljes rendsze
rek a lapművele te i : 

— kétfajta kétvál tozós művele t : antivalencia, 
konjunkció; 

— kétváltozós műveletek: konjunkció, diszjunkció, 
és egyváltozós művele t : negáció. 

Sokszor előnyös bőví te t t funkcionálisan teljes 
rendszert használni. Például az antivalencia gyűrű 
alapműveletei t bővíthet jük az egyváltozós negáció-
va l : 

— antivalencia, konjunkció, negáció. 

Mint ismeretes vannak egyműveletes funkcionáli
san teljes rendszerek: 

— NEM/VAGY, műveleti jele: - f 
— N E M / É S , műveleti jele: / 

Bővítsük ezeket a rendszereket a negációval, így 
a következő azonosságokat írhatjuk fel: 

a-Jf-b^a-b _ (a + b)-f-(a if-b) = a@b 
illetve 

a7b = a-b {atb)t{a*b) = a@b 
és 

at~b = a + b a+b—a+b 

Egyszerűsítés antivaíencia gyűrűben 

Az egyszerűsítést a diszjunktív normál alak felírásá
va lkezdjük . A normál alak diszjunkciói helyett azon
nal antivalenciát í rha tunk, mert a normál alak bár
melyik két termjének a konjunkciója zérus. E z u t á n 
az a= 1 © a azonosság (definíció) alkalmazásával á t t é 
rünk a nem bőví te t t antivalencia gyűrűre amelyben 
nincs negáció. 

Az egyszerűsítés azon alapszik, hogy az affia = 0 
axióma értelmében a redundáns termeket azonnal 
kiej thet jük. 

Például ab + abc = ab © abc® abc = ab, illetve 
abc + abc = acb®abc = abc®ab(l®c) = ab. 

Egyszerűsítés u tán visszatérünk Boole algebrába, 
vagy á t t é rünk a N E M / É S illetve N E M / V A G Y rend
szerre. 

A számítógép program készítésére alkalmas al
goritmusunkban numerikus ér tékeket használunk. 
A termekben a vál tozókat , , l " -gyel a negált vál tozó
kat ,,0"-val jelöljük. Amennyiben valamelyik vál
tozó e l tűnt a termből , a helyére ,, — 1" kerül. 

Algoritmusunkat úgy készí tet tük, hogy a memória 
igény és a futási idő lehetőleg kicsi legyen. Adot t n 
változó esetében a lehetséges termek száma 2", ami 
elég tekintélyes. Ezen úgy segí thetünk, hogy először 
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azokat a termeket olvastatjuk be amelyekben a zéru
sok száma a legkisebb. Egyetlen term beolvasása 
u tán a zérusok helyébe azonnal „ l " - e t , illetve „ — 1"-
í ra tunk , így képezzük az új termeket. Ezu t án beol
vastatva a következő termet, mindjár t most is végre 
hajtva az „ 1 " , illetve „ — 1" helyettesí tést , a kapott 
termeket azonnal összehasonlíthatjuk memóriában 
már bentlevő termekkel. í gy az egyforma termeket 
rögtön törölhet jük. 

A futási idő és a memória igény együt t csökkent
hető , ha előzetes összevonást végzünk. Az előzetes 
összevonás a t tól függ, hogy hány Haming távolság 
van a ké t term közöt t . A programunk három Há
ming távolságot vesz figyelembe maximálisan. 

Algoritmusunk lépései t ehá t a következők: 
1. Felírjuk a Boole függvény diszjunktív normál 

alakját . 
2. A logikai vál tozók helyébe „ l " - e t a negált vál

tozók helyébe „0" -á t , a diszjunkció műveleti jel 
helyébe antivalencia műveleti jelet írunk. 

3. A termeket növekvő zérus-szám szerint rendez
zük. 

4. Háming távolság szerint párosí tunk, minél k i 
sebb Haming távolságot keresve, a legtöbb zérust 
t a r ta lmazó termekkel elkezdve páros összevonást 
végzünk. 

5. A legkevesebb zérust t a r ta lmazó termekkel el
kezdve a termekben zérus helyébe „ l " - e t , majd 
„ — l " - e t í runk. 

6. Az a ® a —0 axióma alkalmazásával az egyforma 
termeket páronként kiejtjük. 

7. Visszatérünk Boole algebrára, miu tán negációval 
bővítést végeztünk. Algoritmusunk alapján FORT
R A N nyelvű programot í r tunk. 

Példák 

a) Minimalizáljuk az alábbi négy változós függvényt: 

F=abc+bcd+abcd + ab~c + abcd + abcd+abcd+abcd+ 

+ abcd 

A hiányzó vál tozók helyébe „ l " - e t és „0" - t is írva 
t íz termet kapunk: 1111 © 1110©0111ffill01 © 1100© 
ffil011ffil001©0010©0110©0101 

Végezzük el a páros összevonásokat: 0 — 110© 
© 0 1 - 1 1 © 1 0 - 1 1 © 1 1 0 - 1 © 1 1 1 - 1 

Ahol a Haming távolság kicsi írjunk a „ 0 " helyébe 
„ l " - e t és , , - l " - e t : 0 - l l O f f i l l - l l © - 1 1 - 1 1 © 
© 1 1 - 1 1 © 1 - 1 - 1 1 © 1 1 1 - 1 © 1 1 1 - 1 ©11 - l - l 

A kiejtések u t án kapjuk a végeredményt : 

acd®bd®ad®ab = acd+bd+ad+ab 

A visszatérésre kell kissé ügyelnünk egyébként igen 
elegáns ez a jól programozható módszerünk. 

b) Minimalizáljuk az alábbi függvényt: 

f = abc + abd+abc + abd +abc 

Az ismertetett módon normál formulára á t té rve hé t 
termet kapunk: 

/ = 0111 © 1011 ©0101 ©0110© 1001 ©0100© 1000 

Az egy Haming távolságra levőket tetszés szerinti 
párosí tásban összevonva a következő termeket kap
j u k : 1 0 0 - 1 0 1 - 1 0 

0 1 - 1 1 1011 

Lát juk ké t term újra egy Haming távolságra kerül t 
egymástól , ezért folytatva az összevonást, az ered
m é n y : 

f = 1 0 0 - l © 0 1 - l - l © 1 0 1 1 

T e h á t : 
f = abc® ab® abcd 

A részeredményünket úgy ellenőrizhetjük, hogy a 
„ — 1 " helyébe „ 0 " - á t és „ l " - e t visszaírva, az AX10 
axiómát figyelembe véve, vissza kell kapnunk a nor
mál formula termeit. 

Befejezésül vissza kell t é rnünk a Boole algebrába. 
A Boole algebra a + a = a axiómája miatt adott eset
ben egyszerre több term értéke is „ 1 " lehet, ezért 
az abcd termben a „ c " elhagyható visszatéréskor: 

f=abc + ab + abd 

A visszatérés ezen részletproblémái is algoritmizálha
tok és programozhatók. 

c) Minimalizáljuk az alábbi függvényt: 

f=abc+abc+abc 

/ = 1 0 0 f f i l l l © 1 1 0 

Helyet tes í tsünk a „0"-ok helyébe „ l " - e t és „ — l " - e t : 
111, 1 - 1 1 , 1 1 - 1 , 1 - 1 - 1 , 111, 111, 1 1 - 1 

Az AX10 ax iómát alkalmazva : l l l f f i l - l l f f i l — 1 — 1 
Most kétféleképpen is visszatérhetünk a Boole al
gebrába : 

f = abc + ác = ab + ác 

A ké t Boole algebrai kifejezés természetesen ekviva
lens, de a második előnyösebb. A visszatranszformá-
lást végző programnak ilyenkor a második kifejezést 
kell adnia. 

A fenti példákon kívül figyelmet érdemel még az 
az eset, amikor a termek közöt t szerepel a csupa zé
rust ta r ta lmazó term is. 

A programunk a közbenső antivalencia gyűrűs egy
szerűsített kifejezést is kinyomtatja mielőtt á t t é r 
Boole algebrára, és az emlí tet t ellenőrzést is elvégzi. 
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