Boole-fiiggvények optimalizalasa

véges antivalencia gytiriiben

A digitalis technikaban fontos az, hogy Boole-fiigg-
vényeket irredundans alakra hozzunk. E dolgozat
szerzdjének sikeriilt Gj, elegans, jol programozhaté
algoritmust kidolgoznia a sokismeretlenes Boole-
fliggvények optimalizalasara.

Véges antivalencia gyfird

Gytirtinek nevezziikk az R=(R, +, .) algebrai struk-
tarat, amelyben a ,,+ "’ és ,,-”” miiveletek kétvaltozo-
sak, és amely ,,+ ’-ra Abel csoport és a ,,.”’-ra pedig
monoid, és érvényesek az a(b+c)=ab+ac, illetve
(a+b)c=ac+bc disztributiv azonossagok minden
a, b, ¢ € R-re.
Abel csoport (kommutativ csoport), olyan A halmaz,
melynek ,,+” miiveletére érvényes a kommutativi-
tas és asszociativitas:
r+y=y+z, x+F+z)=(@+y)+z
Ezenkiviil van olyan 0¢ A zéruselem, amelyre érvé-
nyesek az aldbbi egyenléségek:
rH(—2)=(—2)+2=0
ahol ( —2) az x elem inverze.

Monoidnak nevezziik a B(ay)=z-y kétvaltozos mii-
velettel ellatott M halmazt, amelyben érvényes az
asszociativitas: )

Cx4+0=0+z=2,

z(y-z)=(x-y)z minden z, y, z M-re.

Ezenkivill van olyan 1€ M egységelem, amelyre az
alabbi egyenléség érvényes:

l.x=x.1=2x minden x¢€ M-re.

A fentiek és az [1] -es irodalom alapjan a kovetkez6-
képpen definidljuk a kétértékii, véges antivalencia
gytriit:

Tegyiik fel, hogy van a, b, ¢, ... jel egyiittesiink,
melynek elemei 0, illetve 1 értéket vehetnek fel. Ezen-
kiviil 1étezik két binér miivelet ,,0’” és ,,.””, valamint
egy binér relacié: ,,=".

Akkor nevezhetjitk a H halmazt antivalencia gyt~
riinek, ha a kovetkezé axiomak teljesiilnek:

AX1: Ha acH és bc H, akkor adpbcH
AX2: Ha ac H és be H, akkor a.beH
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A két miivelet asszociativ:

AX3: (adb)dec=ad(b+c)
AX4: (a-b)-c=a-(b-c)

Ervényes a kommutativitas

AXS5: a®b=bDa
AXG6: a-b=b-a

Létezik zérus elem és egység elem:

AX7: a®0=a; a-1=a

Disztributivitas:

AXS8: a-(bpc)y=(a-b)Da-c

Végiil:

AX9Y: aca=a

AX10: a®a=0

Az AX10 axiémabél koévetkezik: a= —a, vagyis

az ,,a” inverze 6nmaganak. :
A fenti tiz axiéma egyértelmfien definidlja az anti-

valencia ( @) és konjukcid (.) miiveleteket. Ennek

szemléltetésére az axiémak alapjan felirjuk a két mii-
velet tablat 2X2-es matrix alakjaban!

Antivalencia: Az AX10 miatt a matrix
féatlojaban csak ,,0” van. Az AX5 miatt

ad®b| 10

a mellékatlé két eleme egyforma,ésezaz 1 | 0 1
AXY7 miatt csak ,,1” lehet. 0410
Konjunkecié: AX9 miatt a f6atlé: 1,0. a-5| 1 O

Az AX6 miatt a mellékatlé két eleme 1110
egyforma, ami AX8 miatt csak zérus lehet : 0o loo
Vezessiik be a diszjunkciot ( +) és a negaciot (a) a ko-
vetkez6 definiciokkal: .

Dfl a+b=a®bd(a-b)

D2 a=1Da

Az igy definialt diszjunkci6 és konjunkeié azonos azzal
amely a maximum, minimum elvbél szarmaztathaté6:

a+b=max (a,b)
a-b=min (a,b)
Boole algebra és az antivaleneia gyfiri

Boole algebranak nevezziik az egyértelmiien
komplementumos disztributiv halét. A halénak két
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miveletét ,,+’-al és ,,-’-al jeloljik. Ha a H halonak
,,0” a legkisebb és ,,1” a legnagyobb eleme akkor
az ¥€ H komplementumaénak nevezziik az x¢ H ele-
met, amelyre x-t=0¢ésr+x=1. Egyértelmien komp-
lementumos halo ha, minden elemének egyetlen komp-
lementnma van, Konnyud belatni, hogy az egyértelmii
komplementum a gydriben definialt negalt valtozo-
nak felel meg.

A disztributiv halok axiomai a kovetkezok:
Asszociativitas:
HAX1: (a-b).c=a-(b-c)
HAX2: (a+b)+c=a+(b+c)
Kommutativitas:
HAX3: a-b=b-a
HAX4: a+b=b+a
Disztributivitas:
HAXS: a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
HAXG6: a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
Végiil a halokra talan a legjellegzetesebb abszorpcios
axiomak:
HAX7: a-(a+b)=a
HAXS: a+(a-b)=a
A fenti axiomakbadl kovetkezik: a-a=a, a+a=a.
Konnyi belatni azt is, hogy ,,-”” a konjunkeiot, a ,,+”
pedig a diszjunkciot jelsli.
Vizsgaljuk meg, hogy az antivalencia gyird Boole

algebra-e? Ezért probaljuk felirni a HAX7 és HAX$8
abszorpcids axiémakat az antivalencia gy(riiben:
a-(a®b)y=a-b,

illetve  a®(a-b)=a-b.

Latjuk az antivalencia gylri nem Boole algebra.
Részletesebb vizsgalat szerint az antivalencia gyiri
félhalo.

A kétértéki Boole algebra és a kétértéki véges
antivalencia gyird bijekcid. Antivaiencia gy(riibdl
Boole algebraba illetve vissza az alabbi egyenléségek
alapjan térhetiink at:

a+b=adpbpa-b
a=1®a
adb=a-b+b-a

Kiilonbozd kétértéeki rendszerek transzformacioja

Ismeretes, hogy 2" db egymastol kiilonbozé n
valtozos kétértékid algebrai kifejezés létezik. Két
algebrai kifejezést akkor mondunk ekvivalensnek
ha azok a vdltozok barmilyen értékkombinaciéja
mellett mindig egyforma értéket vesznek fel. Lehet
tehat két alakra egészen eltéré kifejezés ekvivalens.

A miszaki alkalmazas azt kivanja, hogy adott
fliggvényhez tartozoé kifejezéseket igy irjuk fel, hogy
a miveletek szama a legkisebb legyen. A miivelete-
ket az elektronikdban kapuaramkorokkel relizaljuk,
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kevesebb kapudaramkor gazdasagosabb megvalositast
jelent.

Az emlitett antivalencia gyuri illetve Boole algeb-
ra egy-egy rendszert (strukturat) alkot. A rendszert
az axiomakkal illetve alapmiiveletekkel definidljuk.

Funkciondlisan teljes az a rendszer amelyben az
osszes 2" db egymassal nem ekvivalens n valtozos ki-
fejezés az alapmiiveletekkel felirhato.

Az eddig ismertetett funkciondlisan teljes rendsze-
rek alapmuveletei:

— kétfajta kétvaltozéos mivelet: antivalencia,
konjunkcio;
— kétvaltozdés miiveletek : konjunkecié, diszjunkcio,

és egyvaltozos mivelet: negacio.

Sokszor elényos bgvitett funkcionalisan teljes
rendszert hasznalni. Példaul az antivalencia gyird
alapmiveleteit bévithetjik az egyvaltozos negacio-
val:

— antivalencia, konjunkci6, negacio.

Mint ismeretes vannak egymiiveletes funkcionli-
san teljes rendszerek:

— NEM/VAGY, miveleti jele: #
— NEM/ES, miiveleti jele: #

- Bévitsiik ezeket a rendszereket a negacioval, igy
a kovetkez6 azonossagokat irhatjuk fel:

arb=ab (a#b)+(atrb)=adb
illetve .

asb=a-b”  (asb)s(asb)=adb
és

asb=a+b atb=a+b

Egyszerisités antivalencia gyiiriiben

Az egyszerisitést a diszjunktiv normal alak felirasa-
val kezdjiik. A normal alak diszjunkcioi helyett azon-
nal antivalenciat irhatunk, mert a normal alak bar-
melyik két termjének a konjunkcibéja zérus. Ezutdn
az a=16 a azonossag (definicio) alkalmazasaval atté-
rink a nem bévitett antivalencia gydrilire amelyben
nincs negacio.

Az egyszerisités azon alapszik, hogy az a®a=0
axioma értelmében a redundans termeket azonnal
kiejthetjiik.

Példaul ab+ abc=ab@ abc @ abc=ab, illetve
abc + abc = acb @ abc = abc @ ab(1 @ c) = ab.

Egyszeriisités utan visszatériink Boole algebraba,

~ vagy attériink a NEM/ES illetve NEM/VAGY rend-

szerre. )
A szamitogép program készitésére alkalmas al-
goritmusunkban numerikus értékeket hasznalunk.
A termekben a vialtozékat ,,17-gyel a negalt valtozo-
kat ,,0”-val jelsljiikk. Amennyiben . valamelyik val-
tozo eltiint a termbél, a helyére ,,—1" keriil.
Algoritmusunkat gy készitettiik, hogy a memoria
igény ésa futdsi idé lehetéleg kicsi legyen. Adott n
valtozo 'esetében a lehetséges termek szama 27, ami
elég tekintélyes. Ezen tgy segithetiink, hogy elészor
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azokat a termeket olvastatjuk be amelyekben a zéru-
sok szdma a legkisebb. Egyetlen term beolvasisa
utan a zérusok helyébe azonnal ,,17-et, illetve ,, —1"-
fratunk, igy képezziik az 0j termeket. Ezutén beol-
vastatva a kovetkezé termet, mindjart most is végre
hajtva az ,,17, illetve ,,—1" helyettesitést, a kapott
termeket azonnal Osszehasonlithatjuk memériaban
mar bentlevs termekkel. Igy az egyforma termeket
rogton torolhetjiik.

A futasi id6 és a memoria igény egyiitt csokkent-
het6, ha el6zetes Osszevondst végziink. Az elGzetes
osszevonds attél figg, hogy hany Himing tdvolsag
van a két term kozott. A programunk harom Ha-
ming tavolsagot vesz figyelembe maximalisan.

Algoritmusunk 1épései tehat a kovetkezk:

1. Felirjuk a Boole fiiggvény diszjunktiv normaél
alakjat.

2. A logikai valtozok helyébe ,,1”-et a negalt val-
tozok helyébe ,,07-at, a diszjunkcié6 mitiveleti jel
helyébe antivalencia mfiveleti jelet irunk.

3. A termeket novekvd zérus-szam szerint rendez-
ziik.

4. Haming tévolsag szerint pérositunk, minél ki-
sebb Haming tdvolsagot keresve, a legtobb zérust
tartalmazo termekkel elkezdve paros oOsszevondist
végziink.

5. A legkevesebb zérust tartalmazé termekkel el-
kezdve a termekben zérus helyébe ,,17-et, majd
ss—17’-et irunk.

6. Az a@a—0 axioma alkalmazasaval az egyforma
termeket paronként kiejtjiik.

7. Visszatériink Boole algebrara, miutan negaciéval
bévitést végeztink. Algoritmusunk alapjan FORT-
RAN nyelvl programot irtunk.

Példak

a) Minimalizaljuk az al4bbi négyvaltozés fiiggvényt:

F =abe -+ bed + abed + abc + abed + abeod + abed + abed +
+abed

A hianyz6 valtozdék helyébe ,,17-et és ,,07-t is irva

tiz termet kapunk:1111 11109 011101101 1100
@ 1011100190010 01109 0101

Végezzik el a paros Osszevonasokat: 0—110
®01-11910-119110—-1p111 -1

Ahol a Haming tavolsig kicsi irjunk a ,,0” helyébe
»17-et és ,,—17-et: 0—-110011-11p —11—-110
pli-11pi-1-11pllli—-11ll—-1pii-1-1

A kiejtések utan kapjuk a végeredményt:
dcd @ bd @ ad @ ab = acd + bd + ad + ab

A visszatérésre kell kissé iigyelniink egyébként igen
elegans ez a jol programozhaté médszeriink.

b) Minimalizdljuk az alabbi fiiggvényt:
f="abc+ abd + abc + abd + @bc
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Az ismertetett médon normal formuléra attérve hét
termet kapunk:

[=0111910119 01010110 1001 01009 1000

Az egy Haming tadvolsagra levéket tetszés szerinti
parositdsban 0sszevonva a kovetkezd termeket kap-

100—1 01-10
01—11 1011

juk:

Latjuk két term ujra egy Haming tavolsigra keriilt
egymastol, ezért folytatva az osszevonést, az ered-
mény :
f=100-1901-1-191011
Tehat:
f=abc® abd abed

A részeredményiinket gy ellenérizhetjiik, hogy a
,»—17" helyébe ,,07-4t és ,,1”-et visszairva, az AX10
axiémat figyelembe véve, vissza kell kapnunk a nor-
mal formula termeit.

Befejezésiil vissza kell térniink a Boole algebréba.
A Boole algebra a-+a=a axiéméja miatt adott eset-
ben egyszerre tobb term értéke is ,,1” lehet, ezért

az abed termben a ,,¢”” elhagyhaté visszatéréskor :
f=abc+ab+abd

A visszatérés ezen részletproblémai is algoritmizalha-
tok és programozhatok.

¢) Minimalizdljuk az alabbi fiiggvényt:
f= abc+ abc -+ abc
f=10001119p 110

Helyettesitsiink a ,,0”’-ok helyébe ,,17-et és ,,—1""-et:
111, 1 —11, 11 —1, 1 —-1-—1, 111, 111, 11 -1

Az AX10 axiémat alkalmazva: 1111-1141—-1—1
Most kétféleképpen is visszatérhetiink a Boole al-
gebraba:

f=abc+ dc=ab+ ac

A két Boole algebrai kifejezés természetesen ekviva-
lens, de a masodik elényosebb. A visszatranszformé-
last végz6 programnak ilyenkor a mdsodik kifejezést
kell adnia.

A fenti példdkon kivill figyelmet érdemel még az
az eset, amikor a termek kozott szerepel a csupa zé-
rust tartalmazé term is.

A programunk a kdzbens6 antivalencia gyfiriis egy-
szerlsitett kifejezést is kinyomtatja miel6tt attér
Boole algebrira, és az emlitett ellendrzést is elvégzi.
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