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Zajelnyomás szempontjából egy szűrő szelektivitását 
a szűrő ekvivalens zaj sávszélességével jellemezhetjük 
a legegyszerűbben. Az eljárásnak ké t alapvető hiá
nyossága van. Egyrészt , hogy a szűrő kimeneti zaj-
teljesítményére csak „fehér" bemeneti zaj esetén 
kapunk helyes értéket , másrészt, hogy a szűrő ekvi
valens zaj sávszélessége csak egy rendkívül nehézkes 
integrálással nyerhető a szűrő átviteli függvényéből. 

A szűrő átviteli függvényét egy alkalmas korrekciós 
tényezővel kiegészítve az elsőként emlí te t t probléma 
gyakran megkerülhető. Egy ilyen korrekció azonban 
bizonyos zaj források (p l . flickerzaj) esetén csak durva 
közelítéssel ta lá lható, ugyanis a zaj teljesítmény
spektruma nem áll í tható elő egy koncentrá l t para
méterű szűrő átviteli függvényeként [ 1 , 2]. 

Az a lábbiakban a másodikként emlí te t t problémá
val fogunk foglalkozni. Egy egyszerű módszert mu
tatunk be, ami lehetővé teszi az ekvivalens zaj sáv
szélesség meghatározásához szükséges integrálás el
kerülését. 
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az i-edik pólus multiplicitása, 
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Az ekvivalens zajsávszélesséjj meghatározása 

A K(p) átviteli függvénnyel rendelkező szűrő ekvi
valens zajsávszélessége 

t 
|ff(2*77„H a 

^\K{2njf)\Mf, (1) 

ahol /„ a normálási frekvencia. Az egyszerűség 
kedvéért a továbbiakban a \K(2n,if^\ ér téket mindig 
egységnyinek választ juk. Megjegyzendő, hogy az 
ekvivalens zajsávszélesség definíciójában \K{2Ttjfn)\ 
helyett gyakran az átviteli függvény abszolút ér téké
nek a maximuma, |K(27tjfm)\ szerepel. Vizsgálataink 
során az előbbi, ál talánosabb definíciót fogjuk hasz
nálni . 

Az ( l)-ben szereplő ha tá rozot t integrál analitikus 
ú ton tör ténő meghatározása lehetséges ugyan néhány 
speciális esetben [3, 4 és 5], de szükségesnek látszik 
egy általános érvényű eljárás kidolgozása is. 

Közismert , hogy racionális törtfüggvények inverz 
Laplace-transzfórmációja egyszerűen végezhető el a 
Heaviside-féle kifejtési tétel alkalmazásával [6]. 
A módszer lényege, hogy a racionális tör t függyényt 
parciális tör tek összegévé bontjuk, és az inverz transz
formációt t agonként végezzük el. Kézenfekvőnek 
látszik, hogy az ekvivalens zaj sávszélesség számítása 
során felmerülő bonyolult integrálást is hasonló mó
don próbáljuk meg elkerülni. 

K(p)-t írjuk fel polinomok hányadosakén t : 

K(p) = MP) 
B(p) (2) 

Az átviteli függvény pólusait jelöljük p^-vel, az 
ijedik pólus mult ipl ici tását pedig ^.-vel. 

Beérkezett: 1979- V I I I : ti. B{p)=n n(p-p<)k (3) 
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Abban az igen gyakori esetben, amikor az átviteli 
függvénynek csak egyszeres pólusai vannak a szá
mítások jelentősen egyszerűsödnek, ezért célszerűnek 
látszik ezzel a speciális esettel nem csak az általános 
megoldás részeként, hanem önállóan is foglalkozni. 

Kifejtési tétel egyszeres pólusok esetére 

Az ekvivalens zaj sávszélesség definíciójában szereplő 
ha tá rozo t t integrál a rgumen tumá t jelöljük <7(<»)-val. 

ahol 

0= ^g(co)df==^ J* g{a>)dcű, 

0 0 

9(co)HK(p)K(-p)]p=Ja> 

(4) 

(5) 

<7(co)-ra alkalmazzuk az egyszeres pólusok esetére 
vonatkozó Heaviside-féle kifejtési t é t e l t : 

g(co) = [il B'(pL 

A(Pi)A(-Pi) 1 

m-Pt+BiPtWi-p,) P - P i 

A(~Pi)A(Pl) 1. 
+ / S B'i-p^Bip^+Bi-pJB'ip,) - P - P i j p = j m 

(6) 

(6)-ban figyelembe ve t tük , hogy \K(p)\2 pólusai 
rendre pt és — pi(i=í, 2, . . . ) . 

Hozzuk közös nevezőre a pt és a — p (. pólusokhoz 
tar tozó parciális tö r teke t és használjuk k i , hogy 
B(Pi) = 0. 

9^> [Á B'(Pt)B(-Pi) p? -p* 

= 2 J MpdM-pd -Pi 

p=ja> 

/= i B\pí)B{-pí) p ? + 0 ) 2 
(7) 

A (7) szerinti g(o>) függvényt helyettesí tsük be 
(4)-be: 

p J _ £ A(Pi)A(-Pl) 
TI tti B'(Pi)B( Pd J 

- p , 
pf+cos 

dco (8) 

A (8) szerinti ha tározot t integrál tetszőleges 
komplex z mellett I(z) [7]: 

I(z) 
z2 + co2 

dm-
0 ha z = 0 , 

TZ/2 ha R e z > 0 és 
-JT /2 ha R e z < 0 . 

(9) 

Mivel Re p, mindig negat ív, /3-ra az alábbi vég
eredményt nyerhetj ü k : 

MPÍ)M-PÍ) 
P 1 Á B'(Pi)B(-Pí) 

(10) 

A fenti végeredménnyel kapcsolatban fel kell hív
nunk a figyelmet arra, hogy /J-t akkor kapjuk a szo
kásos mértékegységben, t ehá t Hz-ben, ha a pólusok 
ér tékét is a szokásos mértékegységben, t e h á t rad/sec-
ban helyettesítjük be. Ha a pólusok és zérusok értéke 

Hz-ben áll rendelkezésünkre, a (10) egyenlet jobb 
oldalát 2jz-vel meg kell szorozni, hogy /?-t vá l toza t 
lanul Hz-ben kapjuk meg. > 

Példák a kifejtési tétel a lkalmazására egyszeres 
pólusok esetén 

Egyszeres valós pólusük 

Határozzuk meg egy lemezjátszó korrekciós erősítő 
ekvivalens zajsávszélességéti Célunk a kifejtési té te l 
számítástechnikájának bemuta tása , ezért az egész 
számok érdekében némileg el térünk a szabványos 
korrekciós karakteriszt ikától . A korrekciós erősítő 
átviteli függvénye: 

* . ( » ) = _ - 4 . 0 1 1 0 ^ + 0 0 0 ) 
(p + 10)(p + 50)(p+(2000)(p'+20 000) K ' 

A korrekciós erősítő átviteli függvénye 1 kHz-re 
van normáivá (1. ábra). A 11. szerinti Kk{p)-hen 
azt is figyelembe ve t tük , hogy a tényleges szűrőt 
tar ta lmazó erősítő átvitele 10 H z alatt és 20 K H z 
felett 20 dB/D meredekséggel csökken. 

.A korrekciós erősítő ekvivalens zájsávszélessége p \ . 
A (10) egyenletbe tör ténő behelyettesítéskor vegyük 
figyelembe, hogy a törésponti frekvenciákat Hz-ban 
adtuk meg I 
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1. ábra. A korrekciós erősítő átviteli függvénye 

Egyszeres komplex póluspárok 

Komplex póluspárok esetén a (10) egyenlet szerinti 
összegezésnél Célszerű figyelembe venni, hogy a 
komplex póluspárok csak páronként adnak valós 
eredményt , azaz 

1/2 A(Pl)A( - p , ) + A(pf)A(-pry 
(p^Bi-pd B ' ( p ? ) B ( - p f ) J 

= R e 
A(Pi)A(-Pi) 
B'ip^Bi-p,) 

(13) 
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A (13) egyenlet felhasználásával korábbi vég
eredményünket írjuk á t egy látszólag ugyan bonyo
lultabb, de komplex póluspárok esetén a gyakorlat
ban jobban használható alakba: 

• fí=112 v A < f t > x < - f t > 4."1+y "W ^ ( f t M C - P i ) 
P 7 Á B ' ( P / ) B ( - p , ) - t V i B'(Pi)B(-Pl) 

(14) 

K(p)-nek valós pólusa és n 2 komplex póluspárja 
van, t ehá t az összes pólus száma n = n 1 + 2 n 2 . 

Példaként határozzuk meg az alábbi 10 Hz-re 
hangolt harmadfokú egyenletes (Csebisev-) közelítésű 
sávszűrő ekvivalens zaj sávszélességét, /3s-et. A sáv^ 
szűrő átviteli függvénye 

K,(P> 
2-43 10 5 p 3 

" (p 2 +0 .9p+43) (p 2 +3p + 100)(p 2+21p + 233) 

(15) 

A vizsgált sávszűrő átviteli függvénye a 2. ábrán 
l á tha tó . 
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2. ábra. A sávszűrő átviteli függvénye 

A fenti eredményeink alapján a Ks(p) átviteli 
függvénnyel rendelkező sávszűrő ekvivalens zaj sáv
szélessége minden további nélkül meghatározható . 
Célszerű azonban a feladatot az alábbi tétel felhasz
nálásával egyszerűsíteni [5]. 

Ha egy Ka(p) átviteli függvénnyel rendelkező alul
áteresztő szűrő a p/co^ — yjp/coo+mjp frekvencia
transzformációval egy Ks(p) átviteli függvénnyel 
rendelkező sávszűrővé t ranszformálható, akkor a ké t 
szűrő ekvivalens zajsávszélessége közöt t az alábbi 
egyszerű kapcsolat áll fenn: ' 

(16) 

Mivel a vizsgált sávszűrő átviteli függvénye loga
ritmikus frekvencialéptékben szimmetrikus, a fenti 
segédtétel alkalmazásával feladatunkat jelentősen 
egyszerűsíthetjük. Vegyük észre, hogy Ks(p) a 
P( — )p/10+10/p helyettesítéssel nyerhető az alábbi 
alúláteresztő jellegű átviteli függvényből: 

Ka{p) = 
0,243 

(p + 0.3) ( p 2 +0 .3p +0.81) 
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(17) 

Ha tá rozzuk meg a fenti aluláteresztő szűrő ekvi
valens zaj sávszélességét, /?a-t. Ka(p) pólusai —0.3 és 
—0.15 ± / 0 . 8 9 . A behelyettesítés részleteit ezút ta l 
mellőzve: 

p a =0,767 Hz (18) 

(16) szerint a keresett ekvivalens zajsávszélesség: 

A=10/3 a =7,67 Hz. (19) 

Kifejtési tétel többszörös pólusok esetén 

Általánosí tsuk a fenti eljárást többszörös pólusok 
esetére is! Az (5) szerinti g(co) függvény a szokásos 
módon parciális tör tek összegére bon tha tó . 

9i^2 2 c„ (20) 

A Cik együ t tha tók az alábbi módon ha tá rozha tók 
meg [6] : 

*<-/ö>)U 

~k(^+p^K(jw) 

(21) 

A keresett ekvivalens zajsávszélességet a (20) 
egyenletnek a (4)-be tör ténő behelyettesítésével nyer
he t jük : 

• n ' IH r 

*2 2Cik \ 
dco 

(o> 2+P?r 
(22) 

Tetszőleges z komplex számra [5] 

dco 
I ( z ) 

(z2+coz)k z 2*- 1 " >' 
(23) 

ahol I(z) a (9) egyenlet szerinti, és N(k) az a lább 
indexfüggvény: 

N(k) = M / 2 . 3 / 4 . . . . . ( 2 f t - 3 ) / ( 2 * - 2 ) = 

(2k~2)\ 
~~ ((A- - l ) ! ) 2 2 2 ' - 2 

Mivel Re pt- mindig negatív i ( p f ) = —n/2, 

N(k) - T I 

P 
ahol 

-CikN(k) 

P=V2*2 Écik^r^=2 2sik> 
1 = 1 /í=l Pi A í = l 

(24) 

(25) 

Sik 4p? 24-1 (26) 

A (25) egyenlet szerint az ekvivalens zaj sávszéles
ség meghatározása nagyon egyszerűen, az Sjk együt t 
ha tók összegzésével végezhető el. Sajnos azonban az 
Sfk, i l l . ezen belül a Cik együt tha tók meghatározása 
komoly nehézséget jelent. 

Ha a K{p) átviteli függvényt a Cik együt tha tók 
meghatározása előtt egy egyszerű transzformációnak 
vet jük alá, akkor a Clk együ t tha tóka t a továbbiakban 
már a racionális törtfüggvények inverz Laplace-
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transzformációjánál megszokott és viszonylag egy
szerű módszerrel számíthat juk k i . 

1 8*'-* 
c ' * = ( 7 ^ e ^ ( p " P í í ) í < ' K ' ( p ) (27) 

p=pu 

ahol plt és Kt(p) az alábbi transzformált mennyi
ségek: 

Pit=~Pl (28) 
és i 

Kt(p)=K(p)\ 
IPi — pu 

(29) 

Ez a megoldás természetesen egyszeres pólusok 
esetén is a lkalmazható , de ebben az esetben már 
a segédtranszformáció nélkül kapott e redményünk, 
(10) is egyszerű behelyettesítéssel szolgáltatja a ke
resett ekvivalens zajsávszélességet. 

Valós pólusok esetén Sik is valós, míg komplex 
póluspárok esetén a k é t megfelelő komplex együt t
ha tó összege lesz valós. 

Mivel a Cik együt tha tók meghatározása még a 
javasolt számítástechnikai eljárás mechanikus alkal
mazása esetén is meglehetősen nehézkes, célszerűnek 
látszik a többszörös pólusokat több egymáshoz közeli 
különböző pólusként kezelni. A számításokat ilyen
kor feltétlenül kalkulátorral kell végezni, mert ez az 
eljárás fokozottan érzékeny a részeredmények számí
tási pontat lanságaira . 

Példa a kifejtési tétel alkalmazására többszörös 
pólusok esetén 

Határozzuk meg az alábbi Kb(p) átviteli függvénnyel 
rendelkező ampl i túdókorrektor ekvivalens zajsáv
szélességét! 

K Á P ) - C P T T ? — ( 3 0 ) 

Az átviteli karakterisztika 0 Hz-re van normáivá 
(3. ábra). 

A Cik együt tha tók meghatározásához végezzük el 
Kb(p)-n a szükséges á ta lak í tás t : 

, (p + 0,25)(p + 4) 
(31) 

A C í f t együ t tha tóka t a (27) egyenlet felhasználásá
val ha tározhat juk meg. A nulladik-, első- és másod
rendű derivál tak rendre p 2 + 4,25p + 1 , ' 2p + 4,25 és 
2, így C i 3 = - 0 , 5 6 , C 1 2 =0,56 és C u = 0,25. Mivel a 
zérusok és pólusok frekvenciáját Hz-ben adtuk meg 

, &=27r(0.25+0.56/2—0.56.3/8)=2.0125 Hz (32) 

- Min t arra már korábban utaltunk, többszörös pó
lusok esetén is kielégítő pontosságú eredmény nyer
hető az egyszeres pólusok esetére kapott eredmé
nyünk (10) felhasználásával. 

Bontsuk fel a Kb(p) átviteli függvény nevezőjét az 
alábbi közelítés felhasználásával: 

Kb(p)'. 
( p + 0 , 5 ) ( p + 2 ) 

(p + 0,99)(p + l ) ( p + l,01) (33) 

3. ábra. Az amplitúdókorrektor átviteli függvénye 

A (10) egyenletben kijelölt összegzések elvégzésével 
j3b közelítő értékére 2,0128 Hz-et.kapunk. A számí
tások során több közel egyforma nagy szám különb
ségét kell képeznünk, ami M t r á n y o s a végeredmény 
pontossága szempontjából. Más szóval, ez az eljárás 
a részletszámítások során kihasználja a kalkulátor 
pontosságát (és gyorsaságát is). 

Következtetések 

A fentiekben á t tek in te t tük a Heavisíde-féle kifejtési 
té tel a lkalmazásának lehetőségét koncentrál t para-
méretű, lineáris, invariáns szűrők ekvivalens zajsáv
szélességének meghatározására. A parciális tör tek 
együt tha tó i t a jólismert módon határozhat juk meg, 
amelyekből a keresett ekvivalens za j sávszélesség 
egyszerű összegzéssel nyerhető. A javasolt módszer a 
legegyszerűbb kalkulátorral is, gyors, pontos ered
ményt szolgáltat. 
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