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Inhomogén szigetelésii hullzimVezet(ik
diszperzios figgvényének szamltasa

orbafe]tessel

Olyan veszteségmentes, inhomogén szigetelésii cs6-
tapvonalakkal foglalkozunk, amelyeknél a szigeteld-
anyag permittivitdsa és permeabilitasa a kereszt-
metszet egyes tartomanyaiban 4lland6. Modszert

; mutatunk be, amellyel a terjedési egyiitthaté frek-
| ‘ venciafiiggését hatvanysor alakjaban lehet meghat4-
rozni. Stevenson [1], [2] szérasi problémak elektro-
magneses- terét szamitotta frekvencia szerinti hat-

vanysor segitségével, a nulla frekvenciat valasztva

) -a sorfejtés kozéppontjaul. A most vizsgalt probléma
bonyolultabb, mert nemcsak a tér, hanem a terjedési
egyiitthaté sorat is -meg kell hatdrozni, és esetiink-
ben a sorfejtés kozéppontja tetsz6leges frekvencia
lehet.

A sajatérték-feladat d1fferenc1alegyenlete
és hatarfeltételei \

A koordindtarendszer z-tengelye legyen parhuza-
mos a hullam terjedési iranyaval, és az ebbe az
irAnyba mutat6 egységvektort jelolje k. A kereszt-
metszet A, -mel jel6lt m-edik tartomanydban, ahol
a permittivitds és a permeabilitds az e¢,, ill. g,
érték, az elektromos és a magneses térerésség komp-
lex kifejezését az alabbi alakban irjuk fel:

E,=(ern+e,m) exp(—pz), (1)
I:[m =(hTm +hzm) exp( —pz). . (2)

Itt p a terjedési egyiitthatot jeldli, az eT,/,, és hp,
vektor merdleges a z-tengelyre, az e,, és h,, vektor
parhuzamos azzal, és mind a négy csak a kereszt-
metszetbe esd két koordinatatél fiigg. A tovabbiak-
ban, ha ez nem okoz félreértést, az A,, tartomanyra
utalé m indexet elhagyjuk.

Az e; vektorral a mésik harom vektort a kivet-
kezdképp lehet kifejezni:

1

ez=% div ey, 3
h,= —.—1—— rot ey, (4>
T jou
hy =1£-» X( jweeT‘+ijI? rot rot eT) =
- __k_. % ( per + grad div eT) ®)
T’

N
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Minden tartomany belsejében e, kielégiti a
- der+(p*+epaw®er=0 (6)

egyenletet, a tartoményok hatardn pedig az alabbi
hatarfelteteleket Az idedlis vezet6k kontirja mentén

Q)
®

és a sz1geteloanyag A, és A, tartominyat elvalasztd
kontdr mentén

nxer=0,

div e;=0,

nXer,=nXer, )
- Emllery, = £ Mery, (10)
div ep,,=div ez, - (11)
1 1
~—rote m=——rote s (12)
" Pm d 177 T

ahol n a kontdrra merdleges egységvektort Je]ol [3].
A (6) egyenlet és a (7)—(12) hatarfeltételek egy az
er vektorialis fiiggvényre vonatkozé peremérték-
feladatot jelolnek ki, amelyben w? egy paraméter
szerepét jatssza. Minden ? érték mellett ezen :
peremértékfeladat megoldasaként végtelen sok p?-
sajatérték adodik. fgy a p%w?) fiiggvénynek végte-
len sok 4ga van, amelyek megfelelnek a kiilonb6z6
modusoknak. A p*(w?) fiiggvény egyes 4dgaihoz, vagy-
is az egyes modusokhoz tartozik egy e(r, w?) fiigg-
vény, amely a médus tranzverzalis elektromos terét
adja meg a frekvencia fiiggvényében.

A sajatérték-feladat megolddsa frekvencia szerinti
hatvanysor alakjaban

Az ep(r, w?) és p*(w?) fiiggvény vizsgilt 4gat egy
w? pont kornyezetében w? szerinti hatvanysor alak-
jaban hatdrozzuk meg. j tetszéleges pozitiv érték
lehet. A sorfejtéshez célszerdi bevezetni a

woL

Wo=———
e

wL
w=— 6és
c

(13)
dimenziétlan mennyiségeket, ahol ¢ a fénysebesség
vdkuumban és L egy tetszdleges, hosszlisag dimen-
zi6jh 4llandé. A hatvéanysorokat a

‘ pr=LrZa(ur—ui, (14)
er= Se,(w—wy (15)

i=0
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alakban irjuk fel. Itt az a, egyiitthatok dimenziot-

lanok.

A (13)—(15) osszefiiggéseket a (6) egyenletbe he-
lyettesitve, (w?—w3) hatvanyainak egyiitthatoibol
az e; vektorokra a tartoményok belsejében az al4dbbi
egyenletek adédnak:

L2Aey+(wie, p, + ag)e, =0, (16)
L2Aei +( w%e,,u, +ao)ei =
=g e — 20, I1=1,2... a7
= ‘

ahol ¢, és u, a tartomanyban érvényes relativ per-
mittivitast, ill. permeabilitast jeloli. Mivel az e
vektor minden frekvencidn teljesiti a hatarfeltétele-
ket, az e; vektoroknak is minden i értékre kiilén-
kiilon teljesiteniiik kell azokat.

A (16) egyenlet és a hatarfeltételek egy peremér-
tékfeladatot jeldlnek ki, amelybdl a, mint sajatérték
meghatarozhato. a,-t meghatdrozni ugyanaz, mint a
hulldmvezetdére vonatkozd sajatértékfeladatot meg-
oldani az w, frekvencidn. Ha a vizsgdlt médushoz
tartozo sajatérték egyszeres, akkor a (15) alatti sor
e, egyiitthatéjat a peremértékfeladat egy konstans
szorzé erejéig egyértelmilen meghatérozza. Ez a
szorz6 tetszélegesen megvalaszthato. El6szor az ilyen
egyszeres sajatértékek esetével foglalkozunk.

A hatvanysorok egyiitthatéinak meghatdrozasa
egyszeres sajatérték esetén

Az a, és e, ismeretében az a; és e, egyiitthatokat
egymads utan egy rekurzios eljarassal lehet szdmitani.
Az e; vektort a (17) egyenlet és a hatarfeltételek
altal kijelolt peremértékfeladatbol kell meghatéroz-
- ni. Mivel ezen peremértékfeladat homogén megfele-
16jének van nem trivalis megolddsa, az inhomogén
feladatnak csak akkor van megolddsa, ha a (17)
egyenlet jobb oldala bizonyos feltételt kielégit [5].
Ebbd] a feltételb6l hatarozhaté meg az q, egyiitthato.

A feltételt egy olyan h vektor segitségével fogal-
mazzuk meg, amely megadja a (2)-ben szereplé hy
vektort az e, frekvencian. A h vektor az

L2Ah +(wie, g, + aghh =0 (18)

egyenletbd] hatdrozhaté meg az alabbi hatarfeltételek
figyelembevételével [3]. Az idedlis vezetd konturja
mentén

nh=0, (19)
rot h=0. (20)
Az A és A, tartomanyt elvalaszté kontir mentén
nthznxhk, 21)
Brthy, = mby, (22) -
div h,, =div h,, (23)
L rot h,, ::—1— rot h,. (24)
Em &k

Mivel az a, sajatérték egyszeres, a-fenti peremérték-
feladatbél h egy konstans szorzé erejéig egyértelmiien

- természetesen azt jelenti, hogy az egyes A,

meghatdrozhaté. Ha a vizsgalt moédus nem egy

‘olyan kvazi-TE vagy kvazi-TEM moédus, amelynek

w, épp hatérfrekvencidja, vagyis ha az q, és div e,
mennyiségek koziil legalabb az egyik nem nulla, ak—
kor egyszertibb h-t az (5)-b6l adodo

L2
h=kx (w?,a,eo — rot rot eo) =

r

= Ml( aqe,+L2grad div ey) X k (25)
r

Osszefiiggésbdl szamolni.

Bebizonyithatd, de itt a bizonyitastol eltekintiink,
hogy csak akkor létezik a (17) egyenletet és a ha-
tarfeltételeket kielégité e, fiiggvény, ha teljesiil a

f [(e,,u,ei,1+ > aje[_,) % h} dA=0  (26)
Pt 2
A .

feltétel, ahol az A feliilet a szigetel6anyag kereszt-
metszetét jeloli. Az A felilletre végzett integralas
tarto-
manyokra kell integralni, és ezeket az integralokat
Osszeadni. Vezessiik be az

w= [ (e,xh)da, 7)
A
0= [e,u,(e;xh) da " (28)

A

jeloléseket. Ha h szamithato a (25) osszefiiggés alap-
jan, akkor u; és v; az alébbi alakban is megadhato:

r

: 2
= f(wge,eoej—i— rot e, rot ej) dA,  (29)

A

V= fe,(L2 div e, div e;— ageqe;) dA. (30)

A

Ezekkel a jelolésekkel a (26) feltételbsl az a; egyiitt-
hatoéra az
a;= —(v

érték adodik, feltéve, hogy u, nem nulla. Az uy=0
eset arra utal, hogy a pXw? fiiggvény az wj pont
korill nem fejthet6 Taylor-sorba. Ez akkor fordul
elé, ha o} a p*w?) fiilggvénynek elagazasi pontja [3].

Az el6z6ek alapjan felépithet6é egy rekurzids el-

i—-1
i—1+,2; ajui—-j)/uo (31)
j=

"jaras. Az eljargs i-edik lépésének megkezdésekor is-

mert az a,- + - a,_; 6s ;- + + € ,_; egyiitthat6. Ezekbdl
(31) alapjan szdmithato q;, a (17) és a (7)—(12)
osszefilggések alapjan pedig e;. Itt jegyezziik meg,
hogy ehhez hasonlé eljaras épitheté fel a magneses
térer6sség tranzverzdlis komponense alapjan. Ennek
alkalmazésa példaul akkor kényelmesebb, ha a vizs-
galt modus olyan kvazi-TE médus, amelynek o, épp
hatarfrekvenciaja.
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A hatvanysorok egyiitthatoinak meghatarozasa
tobbszords sajatérték esetéh :

Ha az a, sajatérték tobbszoros, vagyis az e, fiigg-
vényre vonatkozé peremértékfeladatnak tobb egy-
mastol linedrisan fiiggetlen megold4asa létezik ugyan-
azon a, mellett, akkor tobb olyan médus van, amely-
nek a terjedési egyiitthatéja az w, frekvencian
ugyanaz a p= VaO/L érték.

Legyen a, egy k-szoros sa]atérték. Hatérozzuk meg
valdmilyen moédon a (16) és a (7)— (12) osszefugge-
ssek 4ltal kijelolt sajatértékfeladat k szamu, egymas-
- t6] line4risan fiiggetlen e,, megoldasat, majd a(18)—
(24) osszefiiggések Aaltal kijelolt peremértékfeladat
“k szAmu, egymastol linedrisan fiiggetlen h, megolda-
sat.. A vizsgalt modushoz tartozd e, egyiitthat6 az
e, figgvények egy linedrkombinacidjaként adhatod
meg: :

k
€= 1—2; by (32)
Hasonloképp, ha e} a (17) egyenletet és a perem-
feltételeket kielégitsé partikularis megoldas, akkor a
keresett e; egyiitthat6 az aldbbi alakban adhat6
meg: .

k

e;=ef +121' byeg- (33)

Most a (26) feltételnek mind a k szamu h, fiigg-
vényre teljesiilnie kell. Ezt a k szamu feltételt egy
matrix-egyenletbe foglaljuk 6ssze. Ehhez a (32) és
(33) 0sszefiiggésben szerepl§ by, egyiitthatokat osz-
szefoglaljuk egy k elem( b, vektorba. Ertelmezziik az
ugyancsak k elemd a;,=[u;], uj=[uf] és v;=[v;]
-vektordkat, tovabbd a kXxk elemli §=[s,] és 1=
=[t,,] métrixokat, amelyek elemeit az

uy= [(e,xhy da, (34)
A
uf= [(e}xhy)dA, (35)
A
0u=[ep (e xhyda, (36)
A
sg= [(eogXD) aa, (37)
A
tg= [ e ey 1) dA, (38)

A
osszefiiggések adjak meg. Ezekkel a ]elolesekkel a
(26) feltételek a
(1+ a;5)b, =0,
- - _ = T
(t+a®)by=-v—a;uf — 3 aui;_;py i=1,2... (40)
: =2

alakba irhatok at.

A (39) egyenletnek csak akkor van nem trivalis
megoldésa, ha a {+@a,5 matrix szinguléris. Az innen
adodo algebrai egyenletbél a; meghatérozhato. Itt
csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a; a rea
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(39) .

vonatkozo algebrai egyenletnek egyszeres gyoke.

Ilyenkor a (39) egyenletbsl a megfelels b, vektor és
ezzel egyiitt az e, egyiitthatdo egy konstans szorzo
erejéig egyértelmtien meghatarozhat6. A

({+a,5)=0 (41)

egyenletbél ugyancsak egy konstans szorzé erejéig

‘meghatarozhaté a ¢ vektor. A (40) egyenletnek csak

akkor van megoldésa, ha jobb oldala ortogonilis. a
¢ vektorra. Innen az a,,; egyiitthatora az

A= —C (v,.+a1u,- +Zaj'ﬁ,_j+1)/c n, i=1, 2...

(42) -
osszefiiggés adodik. ‘
Az el6zbek alapjan felépithet6 a rekurzios eljaras.
Az eljaras i-edik lépésének megkezdésekor ismert az
ag+ + ~q,65az ey~ « +€,_, egyiitthato. Ezek ismeretében
meghatarozhato a (17) egyenlet egy. ef partikularis -
megoldésa, majd (42)-bél az a,,; egyiitthato, (40)-bél

a b, vektor és ezzel egyiitt az e, egyiitthato.

Ha a; a re4d vonatkozo egyenletnek tobbszoros
gyoke, akkor 4ltaldban két vagy tébb olyan egymas-
tol linearisan fiiggetlen b, vektor talalhato, amely ki-
elégiti a (39) egyenletet. Ez arra utal, hogy létezik
két vagy tobb olyan moédus, amelyeknél mind az q,
mind az a; egyiitthatéo megegyezik, vagyis, amelyek

- diszperziés gorbéje nemcsak metszi, hanem érinti is

egymast az w, frekvencian. Ezek a médusok csak az
ay, egyiitthato alap]an kiilonboztethet6k meg, egy-

mastol. Igy a b, vektor meghatirozisdhoz ismerni
kell az a,, a; mellett még az a, egyiitthatot is, ha-
sonloképp b, meghatarozasahoz az a, , egyiitthatot
is. Mivel ez az eset csak igen specialis paraméter-
kombinaciok mellett fordulhat el6, az ilyenkor ko-
vethetd szamitasi eljaras ismertetésétol itt eltekin-
tink. Bizonyos szimmetrikus elrendezéseknél els-
fordulhat, hogy két vagy tobb modus teljes disz-
perzios - gbrbéje, vagyis az Osszes q, egyiitthatoja
megegyezik. Ezek a modusok csak tovabbi szem-
pontok alapjan kiilonithet6k el egymastol. Ezen
szempontok érvényesitésével altaldban a szamitas
elvégezhet6 ugy, mint egyszeres sajatértéknél.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy ha w, a vizsgalt
modus hatarfrekvencidja, akkor megadhato6 egy olyan
eljards a hatvanysorok meghatarozasara, amely az
itt leirtnal sz4dmitéstechnikailag elényosebb. Ezzel
foglalkozik két korabbi dolgozatunk [3], [4], ame-
lyekben numerikus példak is szerepelnek.
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