
G A Á L J Ó Z S E F 
BME Híradástechnikai Elektronika Intézet 

Szóráscsökkentő mintavételi módszerek 
alkalmazása lineáris hálózatok 
Monté Carlo analízisének gyorsítására 

ETO S19.Z45.621.3.011.71 

Egy ha tékony statisztikus áramköranalízis program­
rendszer kidolgozása érdekében rendkívül széles fron­
ton indí tha tó k u t a t á s (direkt vagy szimulációs mód­
szerek; statisztikus eszközmodellezés; statisztikus 
mintavételezés és becslés; ismételt hálózatarialízis; 
számítástechnikai vonatkozások stb.). A sokféle te­
rületen jelentkező lehetőségek közül jelen dolgozat­
ban azokra a speciális statisztikus módszerekre hívom 
fel a figyelmet — és röviden beszámolok az elért 
eredményekről — melyekkel a statisztikus á ramkör -
analízjs szimulációs módszere (Monté Carlo módszer) 
csupán mintavételezési és becslési fogások alkalma­
zásával (apriori információ felhasználásával) gyor­
sabbá tehető. 

A szóráscsökkentő mintavétel i módszerek ötletei 
a matematikai statisztikai i rodalmában viszonylag 
régen ismertek [ 1 , 2, 3, 4, 5, 6]. Az elektronikus á r am­
körök Monté Carlo t ípusú analízisében tör ténő alkal­
mazásukra t öbb javaslat és kísérlet t ö r t én t már [7, 
8, 9, 10], azonban ezek még vagy csak ötlet formájá­
ban ismertek, vagy nem elég hatásosak, vagy alkal­
mazhatósági terüle tük nagyon szűk. 

Jelölések 

E{r]} az fn sűrűségfüggvényű ÍJ valószínűségi vál­
tozó vá rha tó é r t éke : 

E{r)}=$t.fv(t)dt, 

E{rf) az 7) valószínűségi vál tozó z'-edik momen­
tuma, 

var {77} az r\ valószínűségi vál tozó szórásnégyzete: 
var {rj} = E{r]2}-E2{ri}, 

cov {77,$} az rj és •& valószínűségi vá l tók kovariancia 
együ t tha tó ja : 

cov {rj, &}=E{r}-&}-E{n}>E{&}, 

cor { r\, €) az r] és •& valószínűségi változók korrelációs 
együ t tha tó j a : 

. . cov {r}, ti) cor {rj, i>}= i i ' } —j 

y var {íj}'var {#} 

fj mintaelemek á t laga : 

1 ^ 
n i = x 

a felülvonás mindig n darab azonos elosz­
lású, független valószínűségi vá l tozó szám­
tani közepét jelenti, 

á a sapka az a statisztikus jellemzőire a min­
taelemekből számítot t becslést jelenti . 

Általános áttekintés 

A statisztikus áramkör analízis feladata a követ­
kezőképpen fogalmazható meg: Adot t az á r amkör 
topológiája, az áramköri elemek J C 0 = { X 1 0 , X 2 0 , 

x k 0 } névleges értékei és a £ = { | j , | 2 , . . . , | k } á ramkör i 
paraméterek , mint valószínűségi vál tozók együt tes 
F | eloszlása, i l l . sűrűség függvénye és ezek ismere­
tében meghatározandók a y> = h(^) há lózat jellemző­
nek, mint valószínűségi vál tozónak a statisztikus 
tulajdonságai. Általában a h hálózatfüggvény az 
á ramkör i paraméterek bonyolult nemlineáris függ­
vénye. 

A szokásos szimulációs eljárás (Szimpla Monté 
Carlo, SMC) során az áramköri paraméterekre az ere­
deti Fs eloszlásuknak megfelelően sorsolunk k i vélet­
len számokat , majd gyors analízissel meghatá rozzuk 
a y> hálózatjellemző ér tékét . A ip hálózatjellemzőre 
kapott n elemű mintától számítjuk a statisztikus je l ­
lemzők (várható érték, szórásnégyzet, selej tarány, 
sűrűségfüggvény, regressziós együ t tha tók stb.) becs­
léséül szolgáló s ta t isz t ikákat . 

A mintaelemek és a belőlük számí to t t s ta t i sz t ikák, 
azaz becslések valószínűségi változók. Egy a statisz­
tikus jellemzőre adott á becslés pontosságát a leg­
egyszerűbben és a legpontosabban a becslés var {d} 
szórásnégyzetével jellemezhetjük. (Mivel az alkal­
mazott becslések á l ta lában közel normális eloszlá­
súak, így a becslések pontosságának szemléletes mér­
tékéül szolgáló konfidencia intervallumokat var {á} 
ismeretében könnyen számíthat juk [10]). Az alkal­
mazott becslések szórásnégyzete aszimptotikusan 
(n -v 00) mindig fordítva arányos az n mintanagyság­
gal. Ezt figyelembe véve eredeti feladatunk, mely 
szerint az adott pontosság (var {a}) eléréséhez szüksé­
ges n mintanagyságot akarjuk csökkenteni (ezzel 
gyorsí tva a Monté Carlo analízist), ekvivalens azzal, 
hogy adott n mintanagyság esetén olyan becsléseket 
konst ruál junk, melyeknek szórásnégyzete lehetőleg 
minimális. 

H á r o m szóráscsökkentő mintavéte l i és becslési 
eljárás — módosí tot t eloszlás szeririti mintavételezés 
M E M , kontrol változó alkalmazása K V A , összeren­
delt min tapárok alkalmazása ÖMA — elvét, lehető­
ségeit tek in t jük át . Egy becslés H N hatásosságán azt 
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*Az á, vár {á} és HN becsléseket az ún. momentu­
mok módszerét alkalmazva [5] kons t ruá lha t juk meg. 

Ha a becsülendő mennyiséget, pl . var {á}-t előállít­
j u k olyan valószínűségi változók momentumainak 
függvényeként, melyekre m i n t á t gyűj tünk , a mo­
mentumokat pedig a mintából számí to t t á t lagokkal 
becsüljük, akkor olyan, p l . vár {á} becsléseket 
kapunk, melyek torzí ta t lanok és konzisztensek, azaz 
vár {á} sztochasztikusan konvergál var {a} elméleti 
ér tékhez. 

A mintavétel i módszerek elvének összefoglalása 
az 1. táblázatban ta lá lható . A táb láza t első oszlopá­
ban a módszert jelöltük meg. A második oszlopban 
a tolerált á ramkör i elemekre sorolt valószínűségi vál­
tozót (<? vagy 4f*) és sűrűségfüggvényüket ( / f , i l l . / V ) 
— mely szerint sorsolásuk tör ténik — t ü n t e t t ü k fel. 
<f-vel jelöltük az áramköri paramétereket , melyek 
az eredeti, az analízis elején megadott statisztikus 
tulajdonságokkal (ál talában fs sűrűségfüggvénnyel) 
rendelkező valószínűségi változók. A módos í to t t el­
oszlás szerinti mintavételezésnél és esetleg az össze­
rendelt min tapárok alkalmazásánál is a szimuláció 
során nem ( i l l . nem csak) az eredetileg adott / f elosz­
lás szerint sorsolunk, hanem egy, az alkalmazott 
módszer ál tal adódó /|* sűrűségfüggvény szerint is. 

A harmadik oszlopban azokat a valószínűségi vál­
tozóka t t ü n t e t t ü k fel (a sorsolt ér tékek valamilyen 
függvényeit), melyekre, i l l . melyek vegyes és maga-

1. táblázol 

Módszer Sorsolás Mintagyfíjtés Becslés 

SMC 

E{y)} = m = y) 

É{(y)-yo)2}=(i2 = ( y - y o ) 2 = y 2 - 2 i / o f + yl 

SA = SI(tp) 

MEM 5* "/«•(*) 

y* = h(?*) 

/{(!*) 
íl> = 

E{yj} = m = yj*w 

É{(y>— yo)2} = /t 2 = (v* — yo)2-w=y)*2-w-2y0y>*w+ijoiv 

vár{y)} = 5 2 = (y)* — y)*-w)2w=y>*2-w— 2y)*w2 + tp*w2-w 

SA = SI{y>*}-w 

K V A 5 fs(x) 
v>* = »<$*) 

E{y)} = m = <x.-E{y>*} + ip — a.-yi* 

E{(y)-yo)2} = ^ = E{y>*2}-yl + ^-^*2-2y0(f-v^) 

v á r { y } = 0 3 = ai-i5{v* 2} —a2yo+V2 — V 2 — a i V * + a 2V* 2 

SA = a-E{$\(y)*)}+SI(y))-oi-SI(y)*) 

ÖMA 

? U(x) 

5* /?<*) 

5*=P(?) 

y = A ( í ) 

Í* = A(?*) 

w= 

É{y>} = m = 0,5-(y>+y>*) 

É{(y>-yo)2} = /J.2 = 0,5-(^+y^-2y0(ip+y*j+2-yl) 

vár{y)}=a2 = 0,5(y>2 — yj2+y>*2— y>*2) 

SA = 0,5-(SI(y))+SI(y>*)) 

303 

ért jük, hogy hányszor kevesebb mintaelemből ad 
az SMC módszerrel azonos pontosságú becslést. A spe­
ciális módszerek ha tékonyságának szisztematikus fel­
tárásakor mind a négy eljárásra (SMC, M E M , K V A , 
ÖMA) az m = E{ip} vá rha tó ér téket , a <r2 = var {\p} szó­
rásnégyzetet , a ia 2 = £ ' { ( i / ) ^ í / 0 ) 2 } névleges ér tékre vo­
natkozó másodrendű momentumot és az SA = 
1— P{y_< y>rsy+} (y_, Í / + a hálózatjellemzőre adott 
toleranciahatárok) selej tarányt illetően a követ­
kező számításokat és stat iszt ikák előállítását kell el­
végezni (a = 77i, ff2, lu 2 , SA): 

a definiáljuk a becsülendő jellem­
zőt, 

á becslésére egy olyan statiszti-
l im E{á} = a k á t áll í tunk elő, mely legalább 
n ™ aszimptotikusan torz í ta t lan , 
var {á}-* min szórásnégyzete lehetőleg mini­

mális, 
vár{a) a becslés szórásnégyzetének 

becslése aszimptotikusan torzí­
tatlan legyen 

v a r { á S M C } az SMC-hez viszonyí tot t ha t á -
v a r ffi\ sosság növekedés kifejezése (el-

n = n S M C m é j e t i é r t é k e ) 
és becslése, mely szintén aszimp­
totikusan torz í ta t lan legyen. 

HN= 

HN 
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sabbrendű momentumaira az adott módszernél min­
t á t gyűj tünk, f-vel jelöltük az eredeti feltételekhez 
( / i sűrűségfüggvényű áramköri paraméterekhez) tar­
tozó hálózatjellemzőt. Minden egyes módszernél vé­
gül is ennek a valószínűségi vál tozónak a statisztikus 
jellemzőit akarjuk becsülni. 

A táb láza t negyedik oszlopában a módszerre jel­
lemző, az esetek többségében az eddigi tapasztalatok 
szerint is ha tásos becslést adó s ta t i sz t ikákat tün te t ­
t ük fel. Ezen (és ehhez hasonló) becslések pontossá­
gát jellemző szórásnégyzetek algebrai kifejezéseit 
— melyek kiszámítása tulajdonságaik analitikus és 
szimulációs (számszerű futtatási eredmények alapján 
való) vizsgálata [11] egyébként jelen munka alapvető 
célja — terjedelmi okok miat t nem soroljuk fel, csu­
pán a következtetéseket ismertet jük és fut tatási ered­
ményeket ér tékelünk. 

A továbbiakban az egyes szóráscsökkentő eljá­
rások elvét tekint jük á t . Az alapötletekből adódó 
technika illusztrálása céljából néhány egyszerűbb 
becslés konstruálásának lépéseit is megmutatjuk, ter­
mészetesen a részletszámítások mellőzésével. 

Módosított eloszlás szerinti mintavételezés M E M 

Ennél a módszernél az á ramkör i paraméterekre az 
eredeti f( sűrűségfüggvényük helyett egy másik, cél­
szerűen megválasz to t t / { »sűrűség szerint sorsolunk k i 
ér tékeket . A ip=h(^) hálózatjellemző statisztikus 
tulajdonságairól az így kapott mintából a szokásos 
s ta t isz t ikákkal természetesen semmit sem mondha­
tunk, de a becslésekben használ t megfelelő fé és 
/{•-tói függő w súlyokat alkalmazva, a sorsolásnál 
e lkövete t t adott esetben igen lényeges torzí tás kom­
penzálható . 

Az 1. t áb láza tban ta lá lható s ta t iszt ikák a sorso­
lásnál alkalmazott / f« sűrűségfüggvénytől függetlenül 
torz í ta t lan ( i l l . aszimptotikusan torz í ta t lan) becslé­
sek. Ezen becslések szórásnégyzete azonban az / {» 
többvál tozós függvény megválasztásától már nagy 
mér tékben függ. Ez ad lehetőséget torz í ta t lan , mini­
mális (vagy legalább csökkentet t ) szórásnégyzetű 
becslések alkalmazására. A feladat t ehá t a becslések 
szórásnégyzetét minimalizáló /|« többdimenziós sűrű­
ségfüggvény meghatározása, mely függ az áramköri 
paramétereknek az eredeti F 5 eloszlásától, a h(x) 
hálózat függvényétől, t ovábbá a hatásosabbá teendő 
statisztika szerkezetétől. Ez utóbbi tulajdonságban 
rejlik egyébként a módszer egyik h á t r á n y a : nem lehet 
szimultán csökkenteni a különböző becslések szórás­
négyzetét . 

Az áramkör i paraméterek valamilyen 76{h(^)) 
függvényének, (mely függvény tartalmazza a h háló­
zatfüggvényt) a = E{ffi(h($))} vá rha tó ér tékeként 
definiálható statisztikus jellemzők (a = m, fx2, SA) 
esetén könnyen be lá tha tó , hogy 

£{aJ(A(§))} = £ 

amiből következik, hogy az egyszerű mintavételezés­
nél alkalmazott 

«SMC = ^ 5( / L(?)) 
becsléshez hasonlóan az 

d M E M = SB(A<S*))-a<S*) 

becslés is torz í ta t lan , azonban a var { a S M C } és a 
var { a M E M } szórásnégyzetek már nagymér tékben kü­
lönbözhetnek. K i m u t a t h a t ó , hogy var {áMdM} elmé­
letileg elérhető minimumához az 

/«•<*) = 

\\7ú(h(x))\.t,{x).dx 

sűrűség szerint kell sorsolni [11]. 
Mivel a h hálózatfüggvényt explicit formában nem 

ismerjük, így ez az elméleti optimumot biztosító /f» 
sűrűségfüggvény sem áll rendelkezésünkre. Viszont 
az y0 névleges érték és az 

Sr 
dh(x) 

differenciális érzékenységek ismeretében a hálózat­
függvényre a 

k 
i= l 

közelítést felhasználva, / {» kifejezésében h(jc) helyére 
helyet tesí tve, m á r explicite ismerjük azt az f$* sűrű­
ségfüggvényt, melyet alkalmazva közel optimális 
becsléseket kaphatunk. További feladat ezek u t á n 
az adott / j . együt tes sűrűségfüggvényének megfelelő, 
jellemzően nem független (az együt tes sűrűségfügg­
vény nem egyváltozós sűrűségek szorzata) vélet len 
számok előállítására algoritmust adni. 

Egy 1áh> h> 'k) sűrűségfüggvénnyel rendel­
kező % = { 1 1 , | 2 , . . . , | k } vektor valószínűségi vál tozóra 
véletlen számokat a következő elv szerint á l l í tha tunk 
elő [11]: 

Jelöljük fi(tlt t2, ..., / f)-vel az első í darab ' | 2 , | 2 , 
. . . I i valószínűségi változó sűrűségfüggvényét. Ez t 
/^(í)-ből a következőképpen kapjuk: 

/ i ( t 1 , t 2 , . . . í i ) = 

= J i+l,...k J" fs(i1...tl,tl+1...(k) dt. i+l> dL 

-.E{76(hg*)).w$*)} 

Az /,(<!, t2, . . . /,) függvények ismeretében előállít­
hatjuk a következő feltételes sűrűségfüggvényeket: 

/i/li, h, ...íi-l (*i) = 

- _ / i ( f 1 , g 2 , - - l i - i , f i ) 
/i-l(£l> ^2> • • - ^ i - l ) 

Ezek u tán az r)1, r\2, . . . rjk független, (0,l)-ben 
egyenletes eloszlású valószínűségi vá l tozóknak meg­
felelő véletlen számok ismeretében, az a lábbi 
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J / l ( ' l ) ^ l = 

= E{(y — y0)2} névleges értékre vonatkozó másod­
rendű momentum becslésének az esetét. 

Az egyszerű mintavételezésnél alkalmazott 

MSMC =( y> - Vof=w2 - 2'Jo-9+yl 
becslés és a módosí tot t eloszlás szerinti min tavé te ­
lezésnél alkalmazott 

PMEM = (y * - y 0 ) 2 » = V*2-w - 2y0ip*w+ y%-w 
ahol 

/ . /k/ft, 6 , . . . (*k) <#k = 

egyenletrendszert f x , | 2 , . . . | k - r a megoldva az / { (t) 
sűrűségfüggvényű | vektor valószínűségi változóra 
kapunk véletlen számokat . 

A fontosság szerinti mintavételezés technikájának zik. A szórásnégyzeteket y> i l l . %p* és w momentumai­
illusztrációjaként röviden tekintsük á t a y?= val kifejezve a következőket kapjuk: 

becslés egyaránt torz í ta t lan , azaz 

•B{I"IMC} = E{Í"MEM}=I«2 

A becslések szórásnégyzete azonban már különbö-

var {/2§MC} = I • (Etf) - E2{W

2} + 4yJ(E{ v»} - E 2 { w } ) - 4y0(E{y?} -E{f

2}.E{f})) 

var {fi2

MEM} = - • (E{y* 4 w 2 } - E2{y*2w} + 4y&E{y>*2w2} - E2{y>*w}) + y*0(E{w2} - E2{w}) - 4y0(E{y*hv2} -

- E{f*2w)-E{V * • w}) + 2yl(E{ ip*2w2} - E{y*2w} • E{w}) - 4yl{E{xp*w2} - E{y>*w} • E{w})) 

Ezen összefüggések a lapján a momentumok módsze- A£* = 
ré t használva kapjuk meg a fi2 becslések var {fi2} szó-
rásnégyzetének vár {fi2} becsléseit. 1̂ = 

Tételezzük fel, hogy a | j á ramköri paraméterek , 
eredetileg független, az ( x i 0 —ő,, xi04-<5i) intervallu- l e P e s > 
mon egyenletes eloszlásúak. Az áramköri paraméte-

' rek optimális /|* sűrűségfüggvényének — a sorsolás­
nál ezt a sűrűséget használva lesz var {/2MEM} mini ­
mális — az S, differenciális érzékenységek felhaszná­
lásával approx imál t f(* alakja: 

J (h(x)-y0)2-ff(x)dx. 

ha járj—x i 0 | minden i-re, különben nulla. 
A véletlen szám generátor , mely az á ramkör i para­

méterekre ezen f$*(x) együt tes sűrűségfüggvény sze­
r in t állít elő £*, í*, . . . I * véletlen számokat a követ ­
kező algoritmus szerint m ű k ö d i k : 

1. lépés: 

Ax = SJ 

= 0 

= 3 , - ( £ i + ^ r í i ) - 2 - > ) i - « i - < £ i + S f - í ! ) 

í 

B, 

CARD ( 4 „ , B l t E l t D x ) 

*10 + ^ 1 

2, 3, .k: 

E, = 

C, 

D, = 

= 
í,* = 

3 i ( C I - « l ( B I - M i ) - 2 í ? , ( C 1 + Sf«f)) 

CARD (Ait B{, Cj, Dj) 

ahol CARD ( A , B , C, D) az Ax3+Bx2 + Cx + D = 0 
egyenlet valós gyökét előállító függvényeljárás, to­
vábbá r j j , r j 2 , . . . r]k független, a(0,1)intervallum 
egyenletes eloszlású véletlen szám. 

Kontroll változó alkalmazása KVA 

Ennél a módszernél a becslések szórásnégyzetének 
csökkentését végső soron a h hálózatfüggvényre vo­
natkozó apriori információ felhasználásával érjük el. 
Ez t az információt a h(x) hálózatfüggvény y0 = h(x0) 
névleges értéke és parciális deriváltjai (S, differenciá­
lis érzékenységek) hordozzák. 

Az eljárás során az áramkör i paraméterekre az 
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eredeti eloszlás szerint sorsolunk ér tékeket . Az egzak­
tu l számí to t t y>=h(£,) mellett m in t á t gyűj tünk a 

k 
V>* = y<>+ 2 s Í ^ - X Í O ) 

i = l 
valószínűségi változóra is (kontroll változó), mely vár­
ha tóan erős korrelációban van y>-vel, ha az elsőfokú 
Taylor sor elég jó közelítést ad a tolerancia tarto­
m á n y o n belül. Ez a pozitív korreláció használható fel 
az SMC-hez viszonyí tot t ha tásosabb s ta t iszt ikák ké­
szítéséhez. 

A csökkentet t szórásnégyzetű becslések konstruál­
ásának szisztematikus módja : a keresett a mennyiség 
becslésére a J5, ip és y>* valószínűségi változókból a ve­
gyes és magasabb rendű momentumokat is felhasz­
náló, egy vagy több a pa raméte r t t a r ta lmazó a(a) 
s ta t i sz t ikát , készí tünk, mely az a paraméter(ek) ér té­
kétől függetlenül legalább aszimptotikusan torz í ta t ­
lan becslés lesz. Azonban var {a(a)j már függ a-tól. 
Meghatározzuk azt az elméleti a = a 0 é r téket , ahol 
var (a(a)} minimális. Mivel ezt az é r téke t pontosan 
nem ismerjük — hiszen ez függ a hálózatjellemző ke­
resett statisztikus tulajdonságaitól is — ké t lehető­
ségünk van. Az egyik, hogy a 0 becslésére további a 0 

s ta t i sz t iká t készí tünk, de az- így kapott á(S 0) becslés 
már olyan bonyolul t tá válik, hogy pontossága 
var {á(óc0)} kiértékelhetet len. A másik (á l ta lunk előny­
ben részesített) lehetőség, hogy az <x0-ra kapott elvi­
formális megoldás alapján plauzibilis feltevésekkel 
élve, apriori (azaz a szimuláció előtt , annak kimene­
telétől függetlenül) válasz tunk egy kedvezőnek lát­
szó a 0 é r téket és az a becslésére az á(« 0 ) s ta t isz t ikát 
használjuk, ahol a 0 nem statisztika, t e h á t nem való­
színűségi vál tozó, hanem előre rögzí tet t , célszerűen 
vá lasz to t t ál landó. így var (á(a 0)} még zár t alakban 
megadha tó , kézben t a r t h a t ó mennyiség, az elért ered­
mény ellenőrizhető, de nagyobb, mint az elvileg elér­
he tő minimum. 

A módszer technikájának il lusztrálásaképpen elő­
ször nézzük meg a szórásnégyzet becslésének esetét. 

Tekin tsük a következő aszimptotikusan torz í ta t ­
lan becslést: 

Ó'KVA = <x.iE{ip*2} — o^E^ip*} + ip2 — f2 — a ^* 2 + a.2y>*2. 

A felhasznált apriori információk: 

E{y>*}=y0 t ovábbá az St érzékenységek felhaszná­
lásával : 

i=l 

ahol: a\ az í-edik á ramkör i pa raméte r szórásnégy­
zete. 

Becslésünk szórásnégyzete: 

var {CTIVA} = A a? + Ba% + C a ^ + D a x + £ a 2 + F, 

ahol: A=var {y>*2} 

B = var {ip*2} 

C= — 2 cov {y>*2, y>*2} 

D = — 2 cov {ip2—f2, ip*2} 

E = 2 cov {ip2 — y 2 , y)*2} 

F = var {ip2 — f2} 

var {o^^-nak ip és momentumai szerint kifej­
tet t alakját (mely egyébként a vá r {CT^VA} becslés 
kulcsa) hely h iányában nem közöljük. Tá jékoz ta tá s 
céljából megemlítjük, hogy az eredmény k é t gépelt 
oldal hosszúságú, var '{CTIVA}

 a i e s a 2 megfelelő meg­
választásával minimalizálható. Az elméletileg elér­
hető minimumot biztosító oc10, ctw e g y ü t t h a t ó k r a 
kapha tó analitikus formulák alapján nemigen olvas­
ha tó k i ú t m u t a t á s arra vonatkozóan, hogy hogyan 
érdemes ó , 2

< V A becslés használatakor az adott eset­
ben meglevő apriori információt a kedvező a 1 0 és a 2 0 

paraméterek felvételére használni. Az eddigi tapasz­
talatok szerint az optimális becslést a 1 0 = a 2 0 = « 0 kö­
zelében talál juk. Ha y és ip* elég erősen korrelál (pl . 
kis mértékű megváltozások esetén), akkor a 0 = l 
egyébként pedig í-nél valamivel kisebb é r tékre cél­
szerű megválasztani 5c10, 5c20 pa raméte reke t . 

A szórásnégyzet becslése u t á n nézzük meg a selejt­
a rány eseté t ! 

Az SA selej tarányt az SI(y>) selej t indikátor vár ­
ha tó ér tékeként definiáljuk, ahol 

ha f^y_ vagy 
ha y_^ip^y+ 

Í7_ és y+ a hálózat jellemzőre adott alsó és felső tole­
ranciahatár . Tehá t az SA=E{SI(ip)} se le j tarányra 
az egyszerű mintavételezésnél használ t to rz í ta t l an , 

konzisztens becslés SASMC = SI(tp), melynek szórás­
négyzete : 

var { S A 8 M C } = i • var { S / ( V ) } = I . SA(1 — SA) 

A kontrol vál tozó alkalmazása során az E{SI(ip*)} 
— a kontroll változó selejtaránya — előzetes ismere­
tében lehetőségünk van az 

SAKVA = E{SI(f*)} + Sl^p) - Sí{^) 

becslésre, melynek szórásnégyzete 

var {SAKVA} = • (var {SI(y>)} + 

+ var {SI(y>*)} - 2 cov {SI(yi), SI(y>*)}) 

ip és xp* pozitív korrelációja esetén jóval kisebb lehet 
var {SASMC}-nél 

A fenti becslés akkor a lka lmazható , ha direkt ú ton 
(a statisztikus szimuláció előtt , illetve annak eredmé­
nyétől függetlenül) elég pontosan meg tud ják h a t á ­
rozni E{SI(ip*)} ér tékét . 

Ha az áramköri elemek értékei például egyenletes 
eloszlásúak, akkor E{SI(y*)} direkt meghatározása 
a következő feladattal ekvivalens: 

Egy k dimenziós téglatest egy á l ta lános helyzetű 
k—í dimenziós hipersíkkal elmetszve, mekkora a 
létrejöt t csonka téglatest tér fogata? Ennek a prob­
lémának algoritmikus megoldása igen nehézkes. 
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E{SI(y>*)} egzakt meghatározása helyett más lehe­
tőséggel is é lhetünk. Egy előzetes, a további vizsgáló­
dásoktól független Monté Carlo ciklussal adhatunk 
egy, a majdani eredményeknél lényegesen pontosabb 
(pl. 100-szor kisebb szórásnégyzetű) É{SI(y*)} becs­
lést. (Ebben az esetben az egyszerű mintavételezés­
hez viszonyí tot t hatásosság növekedésének az elő­
zetes becslés pontossága felső h a t á r t szab, továbbá 
megnő a futási idő (pl. 100 n elemi előzetes Monté 
Carlo ciklus esetén kb. kétszeresére). Ennek ellenére 
még így is elérhető 10—50-szeres eredő hatásosság 
növekedés. 

Összerendelt mintapárok alkalmazása (ÖMA) 

Ennél a módszernél a mintavétel i eljárást a követ­
kezőképpen végezzük. Először az eredeti F f eloszlás 
szerint sorsolt !• á ramköri paraméter értékeknél meg­
határozzuk a y = h(E,) hálózatjellemzőt, majd egy cél­
szerűen megválasztot t = P(§) transzformációval új 
ér tékeket adunk az áramköri paramétereknek és i t t is 
elvégezzük a hálózatanalízist , azaz meghatározzuk 
a ii>* = h(E,*) = h(P(£>)) hálózatjellemzőt. Ha a ip* való­
színűségi változó eloszlása eltér y> eloszlásától, akkor 
k i kell számolnunk a w (%*) súlyozó tényezőt is. Ezt 
ez eljárást ismételjük meg n-szer. Ezek u t án a háló­
zat jellemzőjére kapott kétvál tozós {ip, y>*) mintából 
számítjuk a becsléseket. A Z)* = P(E)) transzformációt 
úgy választjuk meg, hogy a ip = h(£l) és a y)* = h(E*) 
valószínűségi vál tozók közöt t olyan statisztikus füg­
gőség lépjen fel, amely a megfelelő — egyébként tor­
zí ta t lan — stat iszt ikák szórásnégyzetét csökkentik 
az SMC-nél alkalmazott s tat iszt ikákhoz képest . 

I l lusztrációként nézzük meg az m = E{ip) vá rha tó 
érték becslését. Az egyszerű mintavételezésnél (SMC) 
az rhS!AC = ip becslést használjuk, melynek szórásnégy­
zete 

var{mSHC} = ~.(E{w*}-E*{f}) 

Az egyszerűség kedvéér t a továbbiakban kössük k i 
az alábbi ké t feltételt, melyek azonban még nem zár­
j ák k i a gyakorlatban felmerülő esetek döntő többsé­
gé t : 

a) A fj paraméterek / f t sűrűségfüggvénye legyen 
szimmetrikus az £{fj} = x i 0 vá rha tó ér tékre , mely 
megegyezik a névleges ér tékkel . 

b) A 5* =P(5) transzformációra nézve az áramkör i 
paraméterek sűrűségfüggvénye invariáns legyen, azaz 
/« = /*•• 
Ezen feltételek mellett az 

"kJMA = a - f + ( l - a ) v * 

becslés torz í ta t lan , szórásnégyzete pedig: 

var {mÖM/s) = i - (a 2- var {y>} + ( 1 - a) 2- var {y>*} + 

+ 2<x-(l — a) cov {y>,y>*}) 

A k ikö tö t t feltételek mellett var {m Ö M A } -nak a = 

= — -nél van minimuma. Ekkor : 

var {m0MA} = ^ - ( £ M - £ 2 M + E { W * * } - E * { V * } + 

+ 2-E{y>-ip*}- 2-E{y) • E{i/>*}) 

Az elérhető hatásosság növekedés ebben az esetben: 

HN--
var {mSMC} 
var { m Ö M A } 

1 

nsMc = 2*nöMA 
1 + cor {tp,f*} 

Lá tha tó t ehá t , hogy a szórásnégyzet annál kisebb, 
i l l . a HN annál nagyobb minél erősebb negat ív korre­
lációban van y = h(E)) és y>* = h(£,*). Ez a t ény adhat 
eligazítást a célszerű 1E)*=P(E)) transzformáció meg­
választásához. 

Mivel a minket érdeklő t a r t o m á n y b a n (tolerancia­
t a r tomány) a hálózatjellemző gyakran monoton függ­
vénye az áramköri paramétereknek, jó e redményt ér­
he tünk el, ha a P t ranszformációt úgy választ juk 
meg, hogy 1* * £-nek az E(£ ) = x 0-ra vonatkozó tükör ­
képe legyen, azaz 

§* = P(§) = * o - ( § - * o ) 
Az i t t leírt módszert alkalmazva, az eddigi tapasz­

talatok alapján megállapí that juk, hogy SMC-hez ké­
pest 10—1000-szer kevesebb mintaelemből kapha­
tunk ugyanolyan pontos becsléseket. 

Számszerű illusztráció és következtetések 

A 2. t áb láza tban egy konkré t példa kapcsán szám­
szerűen illusztrálják, hogy a speciális min tavé te le ­
zési és becslési 'eljárásokat alkalmazva az egyszerű 
mintavételezéshez viszonyítva hányszor kevesebb 
mintaelemre van szükség a különböző statisztikus 
jellemzők azonos pontosságú (azonos szórásnégyzetű) 
becsléséhez. A táb láza tban ta lá lható HN ha tásosság 
növekedés ér tékek egy másodfokú aluláteresztő ak t ív 
RC szűrő alaptagnak (1. ábra) egy áteresztő és egy 
zárótar tománybel i frekvencián végzet t Monté Carlo 
analízisnél kaptuk. A szűrőt az áramkör i elemek 2, 5 
és 10%-os toleranciái mellett vizsgáltuk meg. 

1. ábra 

A futási eredményekből kapott számok a lap ján 
lá tha t juk , hogy a speciális módszereket alkalmazva, 
előírt pontosság eléréséhez adott esetben a k á r t ö b b 
nagyságrenddel kevesebb mintaelemre van szükség, 
mint a konvencionális Monté Carlo analízis során. 
Ezen eredményhez képest elhanyagolható az a körü l ­
mény , hogy azonos mintanagyságra vonatkoztatott 
időigénye ezen bonyolultabb módszereknek 1,2—2-
szerese az egyszerű mintavételezés futásidejének. 

Az egyes módszereket összehasonlítva a k ö v e t k e ­
zőket á l lapí that juk meg: 
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1. Az összerendelt mintapárok alkalmazásánál 
(ÖMA) a a2 szórásnégyzet és az SA selejtarány becs­
lésének hatásosságát biztosító £*=P(1; ) transzfor­
máció ál talánosan érvényes, vagyis algoritmikus elő­
állítása még nem ismert. 

2. A módosí tot t eloszlás szerinti mintavételezésnél 
(MEM) a szórásnégyzet nem definiálható olyan függ­
vény vá rha tó ér tékeként , mely nem tartalmaz más 
ismeretlen statisztikus jellemzőt ( p l . vá rha tó érték). 
Éppen ezért kell a2 becslése helyett beérnünk a fi2 

névleges értékre vonatkozó másodrendű momentum 
hatásos becslésével. Ezen módszernél a selejtarány 
hatásos becslésének az az akadálya , hogy nem áll 
rendelkezésünkre a sele j t tar tomány kielégítő pontos­
ságú approximációja. (Sele j t tar tomány a k dimen­
ziós paraméter té rben azon pontok halmaza, mely 
pontokban az á ramkör nem teljesíti az előírást.) 

3. A kontroll vál tozó alkalmazása az a módszer (az 
eljárások jelenlegi fejlettségét tekintve), amely egy­
idejűleg ad a vá rha tó ér tékre, szórásnégyzetre, és a 
selej tarányra igen hatásos becslést. 

A 2. táblázatban levő számokból jól l á tha t juk , hogy 
az áramkör i elemek toleranciájának növelésével elég 
radikálisan csökken a módszerek hatásossága. Ennek 
természetes oka, hogy a megváltozások növekedésé­
vel a rendelkezésünkre álló apriori információ (álta­
lában az érzékenységek) használhatósága csökken. 
Ez mutatja egyébként ezen módszerek alkalmaz­
hatóságának kor lá ta i t is. Az eljárások addig alkal­
mazha tók , amíg 1 az előzetes információnk alapján 
v á r h a t ó , és a ténylegesen bekövetkező „események" 
közöt t még elég erős a korreláció. 

Elkészült Monté Carlo programok 

Lineáris hálózatok frekvenciatar tománybel i statisz­
tikus analízisére öt program készült el [11]. A prog­
ramok eredetileg A L G O L nyelven í ródtak a RAZ-
DAN—3 számítógépre. Jelenleg folyik F O R T R A N 
nyelvű á t í rásuk I B M 370/115 gépre. A m á r elkészült 
programok közvetlen célja nem egy konkré t ipari­
tervezői gyakorlat segítése, hanem a Monté Carlo 
tolerancia analízis demonstrálása (okta tás) , ku ta t á sa , 
a módszer gyorsí tására kínálkozó lehetőségek kipró­
bálása. Az egyes programok a következőképpen je l ­
lemezhetők : 

SMC Lineáris hálózatok ál talános célú Monté 
Carlo analízisét végzi. Az áramköranal ízis 
rész: L U dekompozícióval végzet t csomó­
ponti analízis. A statisztikai rész : egyszerű 
mintavételezés és becslés (Szimpla Monté 
Carlo). Ezen programmal kapott pontosság 
és időadatok szolgálnak referenciául a to­
vábbi ha tékonyabb módszerek vizsgálatá­
hoz, az összehasonlításhoz. 

LCS Az ismétel t analízis gyorsítása érdekében 
a hálózatfüggvényt (a hálózatjellemzőt, 
mint az áramkör i paraméterek függvényét) 
szakaszonként lineáris, többvál tozós függ­
vénnyel közelíti meg differenciahányadosok 

2. táblázat 

y var ( á s M c ) I ^ « S M C I 
— Tar {á} |n=DsMC— IÍ |var {á} = var {ásíttc} 

Módszer 
A becsült 
jellemző , 

(«) 

Az áramköri elemek toleranciája . 
Módszer 

A becsült 
jellemző , 

(«) 2% 5% 10% 

>> 
M E M 

m 3 070 496 95 

im
á

n
 M E M 

ffi 647 98 21 

ta
rt

c 

m 3 685 584 140 

sz
tő

 

K V A 482 75 18 

Á
te

re
; 

SA 100 100 95 

Á
te

re
; 

ÖMA m 1 476 235 57 

M E M 
m 21 390 3 433 838 

to
m

á
n

y
 M E M 

(fi 1 024 743 187 

to
m

á
n

y
 

. m 29 970 4 790 1 170 

ó
 t

a
r
 

K V A 508 420 101 

Z
á

r 
SA 100 100 98 

ÖMA m 17 592 2 804 693 

felhasználásával. Lényegesen gyorsabb az 
SMC-nél különösen a bonyolultabb á r amkö­
rök esetén, de természetesen pontatlanabb 
is. Egy tájékoztató jellegű statisztikus ana­
lízisnek lehet a gyors eszköze. 

MEM Ezen programok a speciális statisztikus 
K V A mintavétel i módszerek, módos í to t t eloszlás 
ÖMA szerinti mintavételezés, kontrol l vál tozó 

alkalmazása, összerendelt min tapá rok alkal­
mazása) elvei szerint működnek . Elsősor­
ban a szóráscsökkentő módszerekkel elér­
hető eredmények és a módszerek alkalmaz­
hatósági feltételeinek kísérleti vizsgálatára 
alkalmasak. 

A programoknak közös a „bemenet i nyelve" és 
hasonló formában adják az eredményeket is. A prog­
ramok ellenállásból, induktivi tásból , kapac i tásból 
és feszültségvezérelt áramgenerátorból (komplex, 
frekvenciafüggő, egytöréspontos vezérlési tényezővel) 
álló á ramkörök vizsgálatára alkalmasak. Az á ramkör 
leírásakor tetszőleges számú áramkör i pa r amé te r dek­
larálható tolerál t , valószínűségi vá l tozónak tekintett 
mennyiségként . 

A programok tetszőleges kapupá ron definiált fe­
szültségtranszfer függvény vagy transzferimpedancia 
abszolút értékéről (dB-ben) fázisáról, valós vagy kép­
zetes részéről adnak eredményeket : névleges ér ték, 
érzékenység, statisztikus jellemzők (vá rha tó ér ték, 
szórásnégyzet, névleges ér tékre vonatkoztatott má­
sodrendű momentum, selejt a rány , hisztogram, á ram­
köri elemértékekre vonatkozó regressziós együ t tha ­
tók) , t ovábbá becslés a statisztikus jel lemzők becs­
lésének a szórásnégyzetére. 
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Összefoglalás 

A cikk célja a Monté Carlo áramköranal ízis statisz­
tikus módszerekkel való gyorsítási lehetőségeinek a 
feltárása volt . A szóráscsökkentő mintavétel i és becs­
lési eljárások elvét mutat tuk be, a lkalmazásuk tech­
nikáját a cikk korlátai miat t csupán néhány példával 
szemléltet tük. A speciális módszerekkel elérhető ha tá ­
sosságnövekedést fut tatási eredményeken alapuló, 
számszerű mintapéldával is i l lusztráltuk. A mate­
matikai modell keretein belül felmerült lehetőségek 
kipróbálására, i l l . realizálására statisztikus áramkör­
analízis programrendszer készült el, mellyel a további 
empirikus k u t a t á s is lehetővé válik. 

A gyorsítási módszerekkel a Monté Carlo analízis 
ideje bizonyos esetekben akár nagyságrendekkel is 
csökkenthető. Azonban még kérdéses, hogy minden 
gyakorlati esetben felmerülő á ramkör és becsülendő 
statisztikus jellemző esetében is ilyen haszonnal alkal-
mazhatók-e ezek a módszerek. Ha esetleg univerzális 
gyorsító módszer nem is létezik, az eddigi eredmények 
alapján mégis joggal remélhetjük, hogy konkré t ese­
tekben a specialitásokat kihasználó célprogrammal a 
feladat a szokásosan kínálkozó megoldásnál sokkal 
gazdaságosabban, lényegesen kisebb gépidő felhasz­
nálásával oldható meg. 

Végezetül köszönetemet fejezem k i t aná romnak , 
Dr. Géher Károly egyetemi t aná rnak , hosszú időn á t 
nyúj to t t értékes segítségéért és Dr. Solymosi János 
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docensnek, jelen cikk kézira tának gondos á tnézéséér t , 
hasznos tanácsaiér t . 
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