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Szorascsokkenté mintavételi modszerek
alkalmazasa linearis halozatok

Egy hatékony statisztikus daramkoéranalizis program-
rendszer kidolgozasa érdekében rendkiviil széles fron-
ton indithat6 kutatas (direkt vagy szimuldciés mod-
szerek ; - statisztikus eszkdzmodellezés; statisztikus
mintavételezés és becslés; ismételt halozatanalizis;
szamitastechnikai vonatkozasok stb.). A sokféle te-
rilleten jelentkezd lehetGségek koziil jelen -dolgozat-
ban azokra a specidlis statisztikus médszerekre hivom
fel a figyelmet — és roviden beszamolok az elért
eredményekrél — melyekkel a statisztikus dramkor-
analizis szimuldciés modszere (Monte Carlo mddszer)
csupadn mintavételezési és becslési fogasok alkalma-
z4s4val (apriori informacié felhasznalasival) gyor-
sabba tehetd.

A szorascsokkentd mintavételi modszerek otletei
a matematikai statisztikai irodalmaban viszonylag
régen ismertek [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Az elektronikus aram-
korok Monte Carlo tipust analizisében torténé alkal-
mazéisukra tobb javaslat és kisérlet tortént mar [7,
8, 9, 10}, azonban ezek még vagy csak otlet formaja-
ban ismertek, vagy nem elég hatdsosak, vagy alkal-
mazhatdsagi teriiletiik nagyon szik.

Jelblések

E{n} az f, striiségfiiggvényt 7 valoszintiségi val-
toz6 varhaté értéke:
E{n}= [ t-f(0dt, -

E{%l}  az 7 valosziniiségi v4ltoz6 i-edik momen-
tuma,

var{n} az g vailészim’iségi valtoz6 szérasnégyzete:

var {n}=E{n*}—E*{n},

cov{n,d}az 7 és ¥ valésziniiségi valték kovariancia
egyiitthatéja:

cov {n, #}=E{n-9}—E{n}-E{9},

cor {n, 9} az 7 és ¥ valoszinliségi valtozok korrelacios
egyiitthatéja: ‘

cov {7, 9} ,
V var {n}.var {#}

] mintaelemek atlaga:

2 Mis
i=1

cor {1, 9}=

')71_—;

5k

302

Monte Carlo analizisének gyorsitasira
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a feliillvonds mindig n darab azonos elosz-
lasu, fiiggetlen valoszipidségi valtozd szam-
tani kozepét jelenti,

>N

a sapka az a statisztikus jellemzdire a min--
taelemekbdl szamitott becslést jelenti.

Altal4nos attekintés

A statisztikus aramkor analizis feladata a kovet-
kez8képpen fogalmazhaté meg: Adott az aramkor
topoldgidja, az aramkori elemek x,={x;5, Xg9, - - -»
Xyof Névleges értékei ésa & ={£,, &,, ..., & }dramkori
paraméterek, mint valdszintiségi valtozok egyiittes
F, eloszlasa, ill. f, stirliség fiiggvénye és ezek ismere-
tében meghatarozandok a yp=h(&) halézatjellemzs-
nek, mint valészintiségi valtozéonak a statisztikus
tulajdonsagai. Altaldban a h halézatfiiggvény az
dramkori paraméterek bonyolult nemlinearis fiigg-
vénye. .

A szokésos szimulaciés eljards (Szimpla Monte
Carlo, SMC) soran az dramkori paraméterekre az ere- -
deti F, eloszlasuknak megfelelden sorsolunk ki vélet-
len szamokat, majd gyors analizissel meghatarozzuk
a v halézatjellemzé értékét. A y haldzatjellemzére
kapott n elemti mintatdl szamitjuk a statisztikus jel-
lemz6k (varhato érték, szorasnégyzet, selejtarany,
stirtiségfiiggvény, regresszios egyiitthatok stb.) becs-
1éséiil szolgalé statisztikakat.

A mintaelemek és a bel6liik szamitott statisztikak,
azaz becslések valoszinfiségi valtozok. Egy a statisz-
tikus jellemzdre adott d becslés pontossigat a leg-
egyszerlibben és a legpontosabban a becslés var {d}
szorasnégyzetével jellemezhetjiik. (Mivel az alkal-
mazott becslések altaldban kozel normadlis eloszla-
stak, igy a becslések pontossaganak szemléletes mér-
tékéiil szolgald konfidencia intervallumokat var {d}
ismeretében konnyen szamithatjuk [10]). Az alkal-
mazott becslések szorasnégyzete aszimptotikusan
(n— o) mindig forditva ardnyos az n mintanagysig-
gal. Ezt figyelembe véve eredeti feladatunk, mely
szerint az adott pontossag (var {d}) eléréséhez sziiksé-
ges n mintanagysagot akarjuk csokkenteni (ezzel
gyorsitva a Monte Carlo analizist), ekvivalens azzal,
hogy adott n mintanagysag esetén olyan becsléseket
konstruljunk, melyeknek szérdsnégyzete lehetlleg
minimalis.

Harom szérdscsokkent6 mintavételi és becslési
eljards — modositott eloszlés szerirti mintavételezés
MEM, kontrol valtozé alkalmazisa KVA, osszeren-
delt mintaparok alkalmazasa OMA — elvét, lehetd-
ségeit tekintjiik 4t. Egy becslés HN hatasossiagan azt
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értjiik, hogy hanyszor kevesebb mintaelembdl ad
az SMC modszerrel azonos pontossagl becslést. A spe-
cidlis modszerek hatékonysaganak szisztematikus fel-
tarasakor mind a négy eljarasra (SMC, MEM, KVA,
OMA) az m= E{yp} varhato értéket, a o®=var {y} sz0-
rasnégyzetet, a g®>= E{(y—1,)?} névleges értékre vo-
natkoz6 masodrendli momentumot és az SA=
1-Ply_=y=y,} (y_, y, a halozatjellemzére adott
toleranciahatarok) selejtaranyt illetéen a kovet-
kezé szamitasokat és statisztikdk eldallitasat kell el-
végezni (a=m1, o?, u?, SA):

a definialjuk a becsiilendd jellem-
z6t,

d becslésére egy olyan statiszti-

lim E{d}=a kat allitunk el§, mely legalabb

n-—oo

aszimptotikusan torzitatlan,
szorasnégyzete lehetSleg mini-
malis,

a becslés szorasnégyzetének
becslése aszimptotikusan torzi-
tatlan legyen

az SMC-hez viszonyitott hata-

var {d} - min

var{d}

var {dsyc}

‘Az d, var {d} és HN becsléseket az (n. momentu-
mok moédszerét alkalmazva [5] konstrualhatjuk meg.

Ha a becsiilendé mennyiséget, pl. var {d}-t elallit-
juk olyan valoszinliségi valtozok momentumainak
fliggvényeként, melyekre mintat gy(jtiink, a mo-
mentumokat pedig a mintdbdl szamitott atlagokkal
becsiiljiikk, akkor olyan, pl. var {d} becsléseket
kapunk, melyek torzitatlanok és konzisztensek, azaz
var {d} sztochasztikusan konvergal var {d} elméleti
értékhez.

A mintavételi moddszerek elvének 0Osszefoglalasa
az 1. tdbldzatban talalhaté. A tablazat elsé oszlopa-
ban a modszert jeloltiik meg. A masodik oszlopban
a toleralt aramkori elemekre sorolt valoszintiségi val-
tozot (& vagy £*) és striiségfiiggvényiiket (fe, ill. f¢)
— mely szerint sorsolasuk torténik — tuntettiik fel.
&-vel jeloltiik az 4ramkori paramétereket, melyek
az eredeti, az analizis elején megadott statisztikus
tulajdonsagokkal (4ltaldban f, striiségfiiggvénnyel)
rendelkez$ valdszinlségi valtozék. A maodositott el-
oszlas szerinti mintavételezésnél és esetleg az ossze-
rendelt mintapirok alkalmazasandl is a ‘szimulécio
soran nem (ill. nem csak) az eredetileg adott f, elosz-
las szerint sorsolunk, hanem egy, az alkalmazott

=" var {d} sossag novekedés kifejezése (el- modszer altal adodo fex slirtiségfuggvény szerint is.
e "= méleti értéke) : A harmadik oszlopban azokat a valdsziniiségi val-
HN ésbecslése, mely szintén aszimp-  tozdokat tiintettiik fel (a sorsolt értékek valamilyen
totikusan torzitatlan legyen. fliggvényeit), melyekre, ill. melyek vegyes és maga-
1. tabtazat
Médszer Sorsolds Mintagytijtés Becslés
E{y)=m =¥
' Bllp—-yoB=p2 = (p—yoye=p— 24P+ 1o
SMG £ fix) p="h(g) X . -
var {yp}=o? = (p-PP=y2—p?
§4 = 51y
E{p}=m = y*w
‘ p*=h(E*) Bly—yo)}=p2 = (w*—yo)2~w=w*2-w—2yow*w+y3§) .
MEM E*  Jex(x) L) X . ——— .,
Ry var {p}=62 = (p*—yprwPu=y*2Tw-2p*0 + o w
SA = SHypYYw
E{y}=m = @By p-ayt
‘ p=h(E) Blp-yo?)=p2 = E{yp*®)— o+ v~ p*— 2y0(p— p*)
Kva E  fe®) s — —_
p*=h(E*) var{p}=6° = aE{p*?}—aspo+ 92— 97— arp* + aap*
5A = a-E{SI(yp*)}+ S1(p)— «-S1(p¥)
p=h(&) ﬁ’{w}=r;1 = 0,5‘(17""1/’—*)
& [fix) - - — — .
*—h(E* E{(p—yo)2}=p2 = 0,5:(9>+ ¢*2—200(@+ p*)+ 2y
OMA Y Je(x) ST=IED . g ! — 012 ’ )
E*=P() we JEED var{p}=32 = 0,5 -2+ yp*i—y*)
(€ * —~ —
T+ &%) 54 = 0,5-(SI(p) + STp™)
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sabbrendd momentumaira az adott médszernél min-
tat gytijtink. y-vel jeloltitk az eredeti feltételekhez
(f. stiriiségfiigggvényti dramkoéri paraméterekhez) tar-
tozo halézatjellemz6t. Minden egyes moédszernél vé-
giil is ennek a valdszintiségi valtozonak a statisztikus
jellemz6it akarjuk becsiilni. :

A tablazat negyedik oszlopaban a modszerre jel-
lemz6, az esetek tobbségében az eddigi tapasztalatok
szerint is hatasos becslést adé statisztikakat tiintet-
tiik fel. Ezen (és ehhez hasonld) becslések pontossa-
gat jellemzdé szoérasnégyzetek algebrai kifejezéseit
— melyek kiszdmitdsa tulajdonsagaik analitikus és
szimulacios (szdmszerti futtatési eredmények alapjan
vald) vizsgalata [11] egyébként jelen munka alapvet
célja — terjedelmi okok miatt nem soroljuk fel, csu-
pan a kdvetkeztetéseket ismertetjiik és futtatési ered-
ményeket értékeliink.

A tovabbiakban az egyes szorascsokkentd elja-
rasok elvét tekintjitk 4t. Az alapbtletekb6l adodo
‘technika illusztralasa céljabol néhany egyszeriibb
becslés konstrualasanak lépéseit is megmutatjuk, ter-
mészetesen a részletszamitasok mell6zésével.

Moédositott eloszlas szerinti mintavételezés MEM

Ennél a modszernél az aramkori paraméterekre az
eredeti f, s{irl’iségfﬁggvényﬁk helyett egy masik, cél-
szertien megvalasztott fgr silirfiség szerint sorsolunk ki
ériékeket. A p= h(é‘) halézatjellemzé statisziikus
tulajdonsagairél az igy kapott mintabol a szokasos
statisztikdkkal természetesen semmit sem mondha-
tunk, de a becslésekben hasznilt megfelels fe és
fe-toi fiiggé w stlyokat alkalmazva, a sorsolasnal
elkévetett adott esetben igen lényeges torzitas kom-
penzilhaté.

Az 1. tablazatban talalhato statisztikak a sorso-
lasnal alkalmazott f slirliségfiiggvénytdl fiiggetleniil
torzitatlan (ill. aszimptotikusan torzitatlan) becslé-
sek. Ezen becslések szorasnégyzete azonban az fg
tobbvaltozos fiiggvény megvalasztasatél mar nagy
mértékben fiigg. Ez ad lehetdséget torzitatlan, mini-
madlis (vagy legalabb csokkentett) szorasnégyzetii
becslések alkalmazasara. A feladat tehat a becslések
szorasnégyzetét minimalizal6 fe« tobbdimenziés stird-

ségfilggvény meghatarozasa, mely fiigg az aramkori

paramétereknek az eredeti F; eloszlasatol, a h(x)
halézat filggvényétdl, tovabba a hatidsosabba teendd
statisztika szerkezetét6l. Ez utébbi tulajdonsigban
rejlik egyébként a modszer egyik hatranya: nem lehet
szimultan cstkkenteni a kiilénboz6 becslések szoras-
négyzetét.

Az 4ramkori paraméterek valamilyen ZG{h(&))
fiiggvényének, (mely fiiggvény tartalmazza a h halé-
zatfiiggvényt) a=E{#H(h(§))} varhato értékeként

definidlhato statisztikus jellemzék (a=m, p?, SA)..

esetén konnyen bel4athato, hogy

AN

. E{%<h<a>>}=E{%(h<z*»-%f%}=
— E(T(h(E")-w(E*)
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amibgl kiovetkezik, hogy az egyszerii mintavételezés-

nél alkalmazott
dsye =D(H(E))
becsléshez hasonl6éan az

dypn= %(h(&*))-w(g*)

becslés is torzitatlan, azoriban a var {dgy} és a
var {dygv} szordsnégyzetek mar nagymériékben kii-
lonbozhetnek. Kimutathato, hogy var {dygy} elmé-
letileg elérheté minimumahoz az

| B(h(x)) | -5(x)

fer(x)=—~— -
| 10(n )| 1oty

stiriiség szerint kell sorsolni '[11]. §

Mivel a h halézatfiiggvényt explicit formaban nem
ismerjiik, igy ez az elméleti optimumot biztosito fg»
stiriségfiiggvény sem 4ll rendelkezésiinkre. Viszont
az y, névleges érték és az

differencialis érzékenységek ismeretében a halézat-
fiiggvényre a

. x
h(x)=y, +i§ Si(x;—Tyo)

kozelitést felhasznalva, fg kifejezésében h(x) helyére
helyettesitve, mar explicite ismerjiik azt az fe sfirti-
ségfiiggvényt, melyet alkalmazva kozel optimalis
becsléseket kaphatunk. Tovabbi feladat ezek utdn
az adott fg egyiittes stirfiségfiiggvényének megfeleld,
jellemzéen nem fiiggetlen (az egyiittes siirtiségfiigg-
vény nem egyvaltozos stirfiségek szorzata) véletlen
szamok el6allitasara algoritmust adni.

Egy fudty, t, ..., 1) stirliségfiiggvénnyel rendel-
kez6§={&,,&,, ..., &} vektor valoszinfiségi valtozora
véletlen szamokat a kiovetkezd elv szerint allithatunk
el6 [11]:

Jeloljik f(t;, t, ..., t;)-vel az elsé { darab &,, &,,

.. & valoszinliségi valtozo siirtiségfiiggvényét. Ezt
f«f)y-bél a kévetkezbképpen kapjuk:
\

fitys by, - - )=

=ft+1, k f fly.

—0

Az f(t,, 1y, ... t) fiiggvények ismeretében elsallit-
hatjuk a kovetkezs feltételes siirfiségfiiggvényeket:

,filél, &gy i b1 (tl)=
\ . =fi(§1,£2, -."Ei—l’ti)
' fi—l(El’ 52’ .. 'éi—l)

Ezek utan az #,, 75, ... 7 fiiggetlen, (0,1)-ben
egyenletes eloszlasa valdszinfiségi valtozéknak meg-
felels véletlen szamok ismeretében, az alabbi

lp lx+1 ik) d_li+1’ v dtk
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&

| hwy aty=n,

&
J fi/el, &, ... Et—l(ti) dtl =N

.51:
f, ity s, ... s () Al =y,

—o0

egyenletrendszert &, &,, ... §,-ra megoldva az f, (f)
stirtiségfiiggvényd & vektor valészinliségi valtozéra
kapunk véletlen szdmokat.

A fontossag szerinti mintavételezés technikajanak
illusztracidjaként roviden tekintsik 4t a p?=

=E{(y—yo)?} névleges értékre vonatkozé masod-
rendli momentum becslésének az esetét.
Az egyszerd mintavételezésnél alkalmazott

Brc=(p —Yo)? =92 — 2y P+ 3

becslés és a modositott eloszlas szerinti mintavéte-
lezésnél alkalmazott

Fem =% —yo)'w=p*w — 2y p*w+ yi-w

ahol
f(E*)
, fe+(8)
becslés egyarant torzitatlan, azaz
E {ﬂgmc} = E{ﬂ%vxem} = p?

A becslések szorasnégyzete azonban mar kiilonbo-
zik. A szérasnégyzeteket p ill. p* és w momentumai-
val kifejezve a kovetkezéket kapjuk:

w=

var (i) = -+ (E(y)— By + 493(E( — B} — du B} — E)- Ew))

var {@#em}= ,1—1 - (E{y*w®} — EXy**w}+ 4y§(E{y**w?} — EX{y*w}) + yo(Ew?} — EXw}) — dy(E{y**w?} -

— E{y*w)- E{yp*.w}) + 2y E{yp**w?} — E{y*2w}. E{w}) — 4y(2,( E{y*w?} — E{y*w}- E{w}))

Ezen Osszefiiggések alapjan a momentumok moédsze-
rét hasznalva kapjuk meg a {2 becslések var {42} sz6-
rasnégyzetének var {j?} becsléseit.

Tételezziik fel, hogy a & aramkori paraméterek
eredetileg fiiggetlen, az (x,,—9;, X;o+6;) intervallu-
mon egyenletes eloszlastiak. Az aramkori paraméte-
* rek optimalis fg stirdségfiiggvényének — a sorsolas-
nal ezt a stirliséget hasznalva lesz var {@fgy} mini-
malis — az §; differencilis érzékenységek felhaszna-

lasaval approximalt f~5~ alakja:

o) =— (hCx) — yo)fe(x)
| ()= yoy2-1e(x) dx.

k 2
3‘( 2 Si(xi_xio))
i=1
= k K
2. 176> Sjéjz
iZ1 =1

ha |z;—x;| = é; minden i-re, kiilénben nulla.

A véletlen szam generator, mely az aramkéri para-
méterekre ezen f~y(x) egylittes siriségfiiggvény sze-
rint allit eld &F, &5, ... &F véletlen szamokat a kovet-
kez6 algoritmus szerint miikodik:

1. lépés:
Ay 53
B, = 0
k
E, = Z'Sjé?
=2
D, Oi-(E,+ A0} —2. 0,8, (E, + 51-67)

AE* = CARD (4,, By, E;, Dy)

§ = mypt+dE

2. 1épés,

i = 2,3,...k:

4, =8

B, = (B' —H 3. S_lAbl_l)
Si

E, = B,-St8

C, = E+; (?i)z

D, = §(C;—8(B;—8,4) —21(C, + StD))

AE* = CARD (4,, B, C;, D)

& = x+ AL,

ahol CARD (A, B, C, D) az Ax®*+ Bx*+Cx+D=0
egyenlet valos gyokét el6allité fiiggvényeljaras, to-
vabba %, 7., ... 7, fiiggetlen, a(0,1)intervallum
egyenletes eloszlash véletlen szam.

Kontroll valtozé alkalmazasa KVA

Ennél a moédszernél a becslések szérisnégyzetének
csbkkentését végsé soron a h halozatfiggvényre vo-
natkozé apriori informacié felhaszndlasaval érjiik el.
Ezt az informaciét a h(x) halozatfiiggvény y,=h(x,)
névleges értéke és parcialis derivaltjai (S; differencia-
lis erzekenysegek) hordozzak.

Az eljaras soran az aramkori parameterekre az
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eredeti eloszlés szerint sorsolunk értékeket. Az egzak-
tul szamitott p=h(E) mellett mintat gydjtiink a

k N
p*=yo+ i;; Si(§ — ;)

valészintiségi valtozora is (kontroll valtozd), mely var-
hatéan erés korrelaciéban van y-vel, ha az els6foka
Taylor sor elég jo kozelitést ad a tolerancia tarto-
maéanyon beliil. Ez a pozitiv korrelacié hasznalhato fel

az SMC-hez viszonyitott hatdsosabb statisztikik ké-.

szitéséhez.

A csokkentett szérdsnégyzet(i becslések konstrusl-
4sanak smsztemahkus modja: a keresett a mennyiség
becslésére a E, p és p* valészintiségi valtozokbél a ve-
gyes és magasabb rendli momentumokat is felhasz-
nalo, egy. vagy tobb o paramétert tartalmazé d(e)
statisztikat, készitiink, mely az o paraméter(ek) érté-
kétdl fiiggetleniil legaldbb aszimptotikusan torzitat-
lan becslés lesz. Azonban var {4(«)} mar fiilgg «-tol.
Meghatérozzuk azt az elméleti a=q, értéket, ahol
var {d(«)} minimalis. Mivel ezt az értéket pontosan
nem ismerjitk — hiszen ez fiigg a halézatjellemz6 ke-
resett statisztikus tulajdonsagaitol is — két lehets-
ségiink van. Az egyik, hogy «, becslésére tovabbi &,
statisztikat készitiink, de az igy kapott d(&,) becslés
mar olyan bonyolulttd valik, hogy pontossiga
var {d(%,)} kiértékelhetetlen. A masik (4ltalunk el6ny-
ben részesitett) lehetéség, hogy az «,-ra kapott elvi-
formélis megoldas alapjan plauzibilis feltevésekkel
élve, apriori (azaz a szimul4cié el6tt, annak kimene-
telétsl fiiggetleniil) valasztunk egy kedvezének lat-

sz6 &, értéket és az a becslésére az d(&,) statisztikat

hasznéljuk ahol &, nem statisztika, tehat nem valé-
szinliségi valtoz6, hanem elére rogzﬂ;ett célszertien
vélasztott allandé. Igy var {d(&,)} meg zért alakban
megadhato, kézben tarthaté mennyiség, az elért ered-
mény. ellenérizhetd, de nagyobb, mint az elvileg elér-
het6 minimum.

A modszer technikdjanak - illusztralasaképpen elé-
szor nézzilk meg a szérasnégyzet becslésének esetét.

Tekintsiik a kovetkez6 aszimptotikusan torzitat-
lan becslést:

Shva = E{p* ) — an B2y} + 9P — 02— sy p® 4 oy
A felhasznalt apriori informéciok:

E{p*}=y, tovabba az S; érzékenységek felhaszni-
lasaval:

| E(p)=yi+ 3 5o,

ahoi: a} az f-edik 4dramkéri paraméter szériasnégy-
zete.
Becslésiink szérésnégyzete:

var {6%va}=Awd+ Bad+Coy0t9+ Doty + Eay+ F,
ahol: A=var {p*2}
B= var {1p—*2}
C= —2 cov {p*?, *2}

D=—2cov {y? 7% y*?)
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E=2cov {—;é—"q‘)z’ VT’EZ}
F=var {F— 7%}

var {6&ya}-nak p és p* momentumai szerint kifej-
tett alakjat (mely egyébként a var {6%va} becslés
kulcsa) hely hidnydban nem kozoljiikk. Tajékoztatas
céljabol megemlitjitk, hogy az eredmény két gépelt
oldal hossztisagl. var{6%ya} «, és «, megfelel6 meg-
valasztdsaval minimalizalhat6. Az “elméletileg elér-
heté minimumot biztosité «,y, w,, egyiitthatokra
kaphaté analitikus formuldk alapjan nemigen olvas-
haté ki Gtmutatds arra vonatkozoan, hogy hogyan
érdemes 6%y, becslés hasznilatakor az adott eset-
ben meglevé apriori informéciot a kedvezé &,, és &y
paraméterek felvételére hasznalni. Az eddigi tapasz-
talatok szerint az optimalis becslést &, =y =&, ko-
zelében taldljuk. Ha vy és y* elég er6sen korrelal (pl.
kis mértéki megvéltozasok esetén), akkor &,=1
egyebkent pedig 1-nél valamivel kisebb értékre cél-
szerti megvalasztani &, &, paramétereket.

A szorasnégyzet becslése utan nézziikk meg a sele]t-
arany esetét!

Az SA selejtaranyt az SI(y) sele]tmdlkator Var-
haté értékeként definidljuk, ahol
ha Yy<y_

vagy  p>y,

1
SI{yp)= :
@ {0 ha gy =y=y,

y_ és y, ahalozatjellemzdre adott also és felss tole-
ranciahatar. Tehat az SA=E{SI(y)} selejtaranyra
az egyszer(i mintavételezésnél hasznalt torzitatlan,

konzisztens becslés QSMC=SI(1/)), melynek szoéras-
négyzete:

var {SA g} =117 - var {SI(y)} =% .SA(1—SA)

A kontrol valtozé alkalmazésa soran az E{SI(yp*)}
— a kontroll valtozo selejtardnya — elézetes ismere-
tében lehetdségiink van az -

SAyya=E{SI(y*)} + ST(p)— SI(p™)

becslésre, melynek szérasnégyzete
5 1
var {SAgva}= . (var {SI(y)}+

+ var {SI(y*)}— 2 cov {SI(y), Sl(w*)})

p és p* pozitiv korrel4cidja esetén joval kisebb lehet
var {SAgyc}-nél

A fenti becslés akkor alkalmazhato, ha dlrekt uton
(a statisztikus szimuldcio el6tt, illetve annak eredmé-
nyetol fiiggetleniil) elég pontosan meg tud]ak hata-
rozni E{SI(yp*)} értékét.

" Ha az dramkori elemek értékei példaul egyenletes
eloszlastiak, akkor E{SI(y*)} direkt meghatdrozisa
a kovetkez6 feladattal ekvivalens:

Egy k dimenzids téglatest egy altaldnos helyzeti
k—1i dimenziés hipersikkal elmetszve, mekkora a
létrejott csonka téglatest térfogata? Ennek a prob-
lémanak algoritmikus megoldasa igen  nehézkes..
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E{SI(y*)} egzakt meghatédrozisa helyett mas lehe-
t6séggel is élhetiink. Egy el6zetes, a tovabbi vizsgalo-
dasoktol fiiggetlen Monte Carlo ciklussal adhatunk
egy, a majdani eredményeknél lényegesen pontosabb
(pl. 100-szor kisebb szorasnégyzetli) E{SI(y*)} becs-
lést. (Ebben az esetben az egyszer(i mintavételezés-
hez viszonyitott hatisossag niovekedésének az el6-
zetes becslés pontossidga felsé hatart szab, tovabba
megndé a futdsi id6 (pl. 100 n elemi elézetes Monte
Carlo ciklus esetén kb. kétszeresére). Ennek ellenére
még igy is elérhet§ 10-—-50-szeres ered$ hatdsossig
novekedés. :

Osszerendelt mintaparok alkalmazéasa (OMA)
Ennél a médszernél a mintavételi eljarast a kovet-

kezéképpen végezziik. Elészor az eredeti F, eloszlas
szerint sorsolt § aramkori paraméter értékeknél meg-

hatdrozzuk a y=h(E) halozatjellemz6t, majd egy cél-'

szeriien megvalasztott §* = P(E) transzforméacioval 1j
értékeket adunk az aramkori paramétereknek és itt is
elvégezziikk a halozatanalizist, azaz meghatarozzuk
a p*=h(E¥)=h(P(§)} halozatjellemz6t. Ha a y* valo-
szintiségi valtozo eloszlasa eltér vy eloszlasatol, akkor
ki kell szdmolnunk a w (§*) sulyozo6 tényezét is. Ezt
ez eljarast ismételjik meg n-szer. Ezek utdn a halo-
zat jellemzgjére kapott kétvaltozos {y, »*) mintabol
szamitjuk a becsléseket. A §* = P(E) transzformaciot
ugy vélasztjuk meg, hogy a p=h(E) és a y*=hE¥)
valosziniiségi valtozok kozott olyan statisztikus fiig-
géség lépjen fel, amely a megfelel6 — egyébként tor-
zitatlan — statisztikdk szordsnégyzetét csokkentik
az SMC-nél alkalmazott statisztikakhoz képest.

Hlusztracioként nézzik meg az m=E{y} varhato
érték becslését. Az egyszerii mintavételezésnél (SMC)
az Migye =1 becslést haszndljuk, melynek szérasnégy-
zete

var {ﬁlsmc} = :7 - (E{y?} — E*yp})

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban kossiik ki
az alabbi két feltételt, melyek azonban még nem zar-
jak ki a gyakorlatban felmeriil6 esetek donté tobbsé-
gét: :

a) A & paraméterek f siirliségfiiggvénye legyen
szimmetrikus az E{§}=x, véarhato értékre, mely
megegyezik a névleges értékkel.

b) A E*=P(E) transzformaciéra nézve az aramkori
paraméterek stirtiségfiiggvénye invarians legyen, azaz

f = f £*-
Ezen feltételek mellett az

Mgya= 0P +(1—a)y*

becslés torzitatlan, szorasnégyzete pedig:
A 1
var {Mgy,}= n («*var {p}+(1—a)*var {p*} +

+ 2 (1 — o) cov {p,p*})

A kikotott feltételek mel}ett var {Myya}-nak o=

= % -nél van minimuma. Ekkor:

var {fowa) = 7 -(E(v%) — E*y) + E{y*®) — B2(y*} +

+2-E{p-p*} —2-E{p}- E{y*})
Az elérhetd.hatasossag novekedés ebben az esetben:

var {Mgyc} 1
HN =—=—=>~ e OT |
var {Mmgya} P =2onosA 14cor {y,p*}

Lathato tehat, hogy a szérasnégyzet annal kisebb,
ill. a HN annal nagyobb miné] erésebb negativ korre-
lacioban van p=h(§) és p*=h(E*). Ez a tény adhat
eligazitast a célszerti £* =P(§) transzforméci6 meg-
véalasztasahoz.

Mivel a minket érdeklé tartomanyban (tolerancia-
tartomény) a halézatjellemzé gyakran monoton fiigg-
vénye az aramkori paramétereknek, j6 eredményt ér-
hetiink el, ha a P transzforméaciot ugy valasztjuk
meg, hogy &* E-nek az E(§)=x,ra vonatkozo tiikor-
képe legyen, azaz

E*=P(E)=x,—(§—X,)

Az itt leirt modszert alkalmazva, az eddigi tapasz-
talatok alapjan megdallapithatjuk, hogy SMC-hez ké-
pest 10 —1000-szer kevesebb mintaelemb6l kapha-
tunk ugyanolyan pontos becsléseket.

Szédmszerdl illusztracio és kovetkeztetések

A 2. tablazatban egy konkrét példa kapcsan szam-
szeriien illusztraljak, hogy a specidlis mintavétele-
zési és becslési ‘eljarasokat alkalmazva az egyszeri
mintavételezéshez viszonyitva hanyszor kevesebb
mintaelemre van sziikség a kiilonbozé statisztikus
jellemz6k azonos pontossagh (azonos szérasnégyzetii)
becsléséhez. A tablazatban taldlhaté HN hatasossag
novekedés értékek egy masodfoki alulatereszté aktiv
RC szliré alaptagnak (I. dbra) egy ateresztd és egy
zarotartomanybeli frekvencidn végzett Monte Carlo
analizisnél kaptuk. A sziir6t az dramkori elemek 2, 5
és 10%-os toleranciai mellett vizsgaltuk meg.

‘ 2,807 nF
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1. Gbra

A futdsi eredményekbd]l kapott szamok - alapjan
lathatjuk, hogy a specidlis modszereket alkalmazva,
el6irt pontossag eléréséhez adott esetben akar tobb
nagysagrenddel kevesebb mintaelemre van sziikség,
mint a konvencionalis Monte Carlo analizis soran.
Ezen eredményhez képest elhanyagolhato az a koriil-
mény, hogy azonos mintanagysagra vonatkoztatott
idéigénye ezen bonyolultabb modszereknek 1,2—2-
szerese az egyszerd mintavételezés futasidejének.

Az egyes mddszereket Gsszehasonlitva a kovetke-
zdket allapithatjuk meg:
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1. Az obsszerendelt mintaparok alkalmazadsanal
(OMA) a a? szérasnégyzet és az SA selejtarany becs-
lésének hatasossagat biztosité E*=P(E) transzfor-
macio6 4ltaldnosan érvényes, vagyis algoritmikus els-
allitasa még nem ismert.

2. A modositott eloszlés szerinti mintavételezésnél
(MEM) a szoérdasnégyzet nem definialhaté olyan fiigg-

vény varhato értékeként, mely nem tartalmaz mas

ismeretlen statisztikus jellemzét (pl. varhaté érték).
Eppen ezért kell a® becslése helyett beérniink a w?
névleges értékre vonatkozdé masodrendii momentum
hatdsos becslésével. Ezen moédszernél a selejtarany
hatdsos becslésének az az akadalya, hogy nem 4ll
rendelkezésiinkre a selejttartomény kielégit6 pontos-
s&gl approximacitja. (Selejttartomény a k dimen-
zi6s paramétertérben azon pontok halmaza, mely
pontokban az dramkoér nem teljesiti az eléfrast.)

3. A kontroll valtozé alkalmazasa az a moédszer (az
eljardsok jelenlegi fejlettségét tekintve), amely egy-
idejiileg ad a varhaté értékre, szérasnégyzetre, és a
selejtardnyra igen hatésos becslést.

A 2. tdbldzatban lev6 szamokbol jol lathatjuk, hogy
az dramkori elemek tolerancidjanak novelésével elég
radikalisan csokken a moédszerek hatdsossiaga. Ennek
természetes oka, hogy a megviltozdsok novekedésé-
vel a rendelkezésiinkre 4116 apriori informaci6 (4lta-
laban az érzékenységek) hasznalhatésiaga csokken.
Ez mutatja egyébként ezen moddszerek alkalmaz-
hatosdganak korlatait is. Az eljarasok addig alkal-
mazhatok, amig az elézetes informaciéonk alapjan
varhato, és a ténylegesen bekovetkezé ,,események”
kozott még elég erés a korrelacié.

Elkésziilt Monte Carlo programok

Line4ris halézatok frekvenciatartomanybeli statisz-
tikus analfzisére 6t program készilt el [11]. A prog-
ramok eredetileg ALGOL nyelven frédtak a RAZ-
DAN—3 szamitégépre. Jelenleg folyik FORTRAN
nyelvi atirasuk IBM 370/115 gépre. A mar elkészilt
programok kozvetlen célja nem egy konkrét ipari-
tervezdi gyakorlat segitése, hanem a Monte Carlo
tolerancia analfzis demonstralasa (oktatas), kutatdsa,
a modszer gyorsitdsira kindlkozé lehetdségek kipro-
balasa. Az egyes programok a kovetkezGképpen jel-
lemezhet6k :

SMC Linearis halézatok altaldnos céld Monte
Carlo analizisét végzi. Az dramkoéranalizis
rész: LU dekompoziciéval végzett csomo-
ponti analizis. A statisztikai rész: egyszeri
mintavételezés és becslés (Szimpla Monte
Carlo). Ezen programmal kapott pontossag
és id6adatok szolgilnak referencidul a to-
vabbi hatékonyabb modszerek vizsgilata-
hoz, az 6sszehasonlitiashoz.

LGS Az ismételt analfzis gyorsitdsa érdekében
a halozatfiggvényt (a halézatjellemzot,
mint az dramkori paraméterek fuggvényét)
szakaszonként linedris, tobbvaltozés fiigg-
vénnyel kozeliti meg differenciahdnyadosok
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2. lablazat

. var {dsmc} L MsMc
= “var (@) |n=nswc  n |var {@}=var {dsmc}
A becsiilt Az gramkori elemek tolerancigja
Mébdszer jellemzd .
@ 2% 5% 10%
o m 3070 496 95
g MEM
g w2 647 98 21,
=} -
E m 3685 584 140
3 ,
b= KVA e 482 75 18
u .
7 :
e SA 100 100 95
b :
OMA m 1476 235 57
m 21 390 3433 838
MEM
g 2 1024 743 187
£ m 29970 | 4790 1170
ot
§ KVA | o? 508 420 101
L]
3 SA 100 100 98
OMA m 17 592 2 804 693
felhasznalasdval. Lényegesen gyorsabb az
SMC-nél kiilondsen a bonyolultabb dramko-
rok esetén, de természetesen pontatlanabb
is. Egy tdjékoztato jellegii statisztikus ana-
lizisnek lehet a gyors eszkoze.
MEM [Ezen programok a specidlis statisztikus
KVA mintavételi modszerek. modositott eloszlas
OMA szerinti mintavételezés, kontroll valtozé

alkalmazasa, gsszerendelt mintaparok alkal-
mazdasa) elvei szerint miikodnek. Els6sor-
ban a szérascsokkentd modszerekkel elér-
hetd eredmények és a modszerek alkalmaz-
hatosagi feltételeinek kisérleti vizsgalatara
alkalmasak.

A programoknak kozds a ,,bemeneti nyelve” és
hasonlé formaban adjik az eredményeket is. A prog-
ramok ellen4llasbol, induktivitasbol, kapacitasbol
¢s fesziiltségvezérelt Adramgeneratorbol (komplex,
frekvenciafiigg, egytoréspontos vezérlési tényezével)
all6 aramkoérok vizsgdlatara alkalmasak. Az dramkor
leirasakor tetszéleges szamu dramkori paraméter dek-
laralhat6 toleralt, valésziniiségi valtozonak tekintett
mennyiségként. ‘

A programok tetszéleges kapuparon definialt fe-
sziiltségtranszfer fiiggvény vagy transzferimpedancia
abszolt értékérél (dB-ben) fazisarol, valos vagy kép-
zetes részér6l adnak eredményeket: névleges érték,
érzékenység, statisztikus jellemz6k (varhato érték,
szorasnégyzet, névleges értékre vonatkoztatott ma-
sodrendii momentum, selejt arany, hisztogram, dram-
kori elemértékekre vonatkozdé regressziés egyiittha-
tok), tovabba becslés a statisztikus jellemzék becs-
1ésének a szordsnégyzetére. ‘
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Osszefoglalds

A cikk célja a Monte Carlo dramkoranalizis statisz-
tikus modszerekkel valé gyorsitési lehetosegelnek a
feltarasa volt. A szoérascsokkenté mintavételi és becs-
Iési eljarasok elvét mutattuk be, alkalmazasuk tech-
nikajat a cikk korlatai miatt csupan néhany példaval
szemléltettiik. A specidlis modszerekkel elérhet( hata-
sossagnovekedést futtatasi eredményeken alapuld,
szdmszeri mintapéldaval is illusztraltuk. A mate-
matikai modell keretein beliil felmeriilt lehetéségek
kiprobalaséra, ill. realizalasara statisztikus dramkér-
analizis programrendszer késziilt el, mellyel a tovabbi
empirikus kutatas is lehetévé valik.

A gyorsitasi modszerekkel a Monte Carlo analizis
ideje bizonyos esetekben akar nagysagrendekkel is
csokkentheté. Azonban még kérdéses, hogy minden
gyakorlati esetben felmeriil6 dramkor és becsiilendé
statisztikus jellemzé esetében is ilyen haszonnal alkal-
mazhatok-e ezek a modszerek. Ha esetleg univerzilis
gyorsité modszer nem is létezik, az eddigi eredmények
alapjan mégis joggal remélhetjiik, hogy konkrét ese-
tekben a specialitasokat kihasznalé célprogrammal a
feladat a szokasosan kindlkoz6 megoldasnal sokkal
gazdasagosabban, lényegesen kisebb gépid()’ felhasz-
nalasaval oldhaté meg.

Végezetiill koszonetemetl fejezem k1 tanaromnak,
Dr. Géher Kdroly egyetemi tandrnak, hossza idén at
nyujtott értékes segitségéért és Dr. Solymosi Jdnos
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docensnek, jelen cikk kéziratanak gondos 4tnézéséért,
hasznos tanacsaiért.
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