CZESLAW KOSCIELNY
Wroctawi Miiszaki Egyetem Mliszaki Kibernetikal Intézet

Hibacsomo-javitas hardware megvalositasa
ciklikus Reed-Solomon-kddok segitségével

Modern digitalis hirkozl6 rendszerekben egyetlen
elemi jel rendszerint egy bitnél t6bb informaciot
hordoz. Ezért a jelenlegi gyakorlatban elterjedt bi-
naris hibajavité kodok, amelyekben a kddszo elemet
biniris szimbélumok, nem talzottan hatékonyak.
Ugy tlinik, hogy tébbszintd ciklikus kédok elényosen
alkalmazhat6k nagy sebességli bonyolult adatatvi-
teli osszekottetésekben (4800, 9600 bit/s és e folott),
mégnesszalagos tarolé rendszerekben stb. Ezekben
a rendszerekben a hibacsomék dominalnak, és olyan
kodok szitkségesek, amelyek hibacsomoékat képesek
javitani. Szerencsére a hibacsomé-javité ciklikus ko~
dok meglehet6sen egyszertien megvalésithatok. Kii-
l6nésen a ciklikus Reed —Solomon-kédoknak van jé
hibacsomé-javitd képessége. Minden RS (Reed —So-
lomon)-kéd egytttal maximalis, azaz az adott redun-
dancia mellett a minim4lis Hamming-tavolsaga maxi-
malis. Ez a kéd optimalis a Reiger-korlat ‘értelmé-
ben, ezért igen alkalmas hibacsomoék javitdsara.

1. Ciklikus RS-kédok
Matematikai szempontbél az RS-kéd, mint minden

ciklikus kéd, ideal a GF(q) test feletti, (x"—1) niodu-
lusti polinom-algebraban. A kéd generator-polinémja:

d—1 r
§@)=[[e—a)=o+ Sg 2, (LD
ahol
d — azon kod minimalis Hamming-tivolsaga,
amelyet az (1.1) polinom general,
« — a GF(g) primitiv eleme,

GF(q) — a kompozit véges Galois-test
és
9.EGF(g), 9,70, i=0,1, ‘
A kompozit megjelolés azt jelenti, hogy a testnek
q=p" eleme van (ahol p primszam), és p"=2. Az (1.1)
polinom 4ltal generalt kod ciklikus (n, k) kéd, amely-
re:

.., r—1.

a kéod hossza: n=q-—1,

az informéciés elemek szama: k=n-—r,

a redundans elemek szama: r=n—k=d-1,
a minimalis Hamming-tavolsag: d=r+1.

Minden V kodszé tekinthetd egy GF(q) feletti n-

dimenzids vektornak
V=[vg, V35 «+es Upy)- (1.2)

Az (1.2) vektorhoz kélcsondsen egyértelmiien hoz-
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zérendelhetd egy legfeljebb n—1-ed foku, GF(q) fe-
letti polinom:

n
o(X)= 3 v, 2", (1.3)
=1
Gyakorlati okokbél szisztematikus kédra van sziik-
ség, azaz a vy, Uy, ..., U,_; poziciok a redundans ele-
mek, mig v,, v,,;, ..., V,_, az informaciés elemek.

2. A kodoléasti eljaras
Jelolje-
X : :
(@)= 2 fo-ra™ 2.1)

az informacios polinomot, amellyel ekvivalens vek-
tor:

F.=[f,, fr+1’ ooos foale (2-2)

A (2.2) vektor komponensei az informici6és szimbo-
lumok, amelyeket kédolni kell. A kodolasi eljaras a
kodvektor redundéns részének

F.=fo f1> -

kiszamitasat jelenti. Ez a kovetkezéképpen végezhetd
el:

fr—1]-nek a (2.3)

, .
fl@)= =Rt @)= 2 frir™ (2.4)
ahol Ry} y-nak a g(z) polinommal val6 osztas soran
kapott maradéka. A teljes polinom:
f@)=[dx)+f(x)= Zl famisx™™! 25
természetesen kédpolinom, hiszen t6bbszérose a g(x)
generatorpolinomnak. {gy a kédvektor a kovetkezé:

F=[fo» f1s - s fual- (2.6)
Egy mésik k()dolési‘eljérés az
R,
R=(-1) I;{"‘z ; (2.7)
R,

k.r dimenziés matrixot hasznalja fel, ahol a matrix
sorvektorai:

R =[rnjor Taoj1s «+ o5 Taeprad 2.8)
az
T f@) =Ryl = 31, ,2 (29)
: i=1
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osszefiiggésbdl -szamithatok. Most a redundans vek-
tor az F; k-dimenzi6s sorvektor és az R matrix szor-
zataval egyenlé:

F,=F,R. (2.10)
Az R matrix transzponaltja r-k matrix:
H,

RT=(-1) 1:12 (2.11)

Hr ~ -
. ahol , |
Hiz[hi,O? fyys s ﬁi,k—l] (2.12)
és )
hix)=Ryx* . (2.13)

" Az el6bbiekhez hasonléan R/y] y-nak a h(x)-szel
valé osztas utani maradékat jeloli. h(x)-et paritas-
" polinomnak nevezik:

h(x) (x"— 1)/!](96)

3. A dekodolési eljaras

2
fiiggvény) véletlen hiba javitdsira szolgal felteve,
hogy a hibdk a kodvektor r=n—k ter_]edelmu részé-
ben helyezkednek el. A kodvektor O-adik és (n—1)-

A kovetkezd eljaras “szémﬁ ([x]=entier

edik pozicidja a kod ciklikus természete miatt szom- °

szédos.

Jelslje R a.vett kodvektort és r(r) az ennek meg-
felel6 pollnomot A vett vektor (polinom) a kodvek-
tor (polinom) és a hibavektor (polinom) 6sszege: ‘

R=V+E=[ry, 1y, ..., Inyql;
ahol :
V=(,, vy, - . .5 V,_;) adott kddvektor,
. E=(e,, €4, ..., €, ;) hibavektor,
Tehat ‘ :

R
@) =@+ o@) = 31,2
i=
a vett polinom, és

n
e(x) = Z en—i'xn_l
ci=1 -~

a hibapolinom.

A hlbapohnomnak megkiilonbdztethetjiik az 1nfor-
maciés szimbolumokat e(x), illetve a redundans
szimbélumokat e,(x) értinté részeit:

e(x)=e(x) +e,(x).

A hatékony dekoédolasi eljaras lehet6vé teszi e(x)
meghatarozisat. A dekodolds soran elsésorban a vett
vektor szindromajara van sziikség:*

(3.1)

S=[$g5 S15 «« 5 Sp_1]- 3.2)

A szindromapolinom

@)= Rfr@) = Rfe @] +e,@) = 35,2, (33)

——— -
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mert

. R[@]=0 és  Re(n)=e,).

Ezutdn megvizsgiljuk a szindrémavektor
ws) (3.4)
Hamming—éﬁlYét, vagyis a nem nulla elemek szamat.
Hérom esetet kiilonboztethetiink meg [2]: '

-1 .
1. Ha t= 5‘1—2—— -nél-nincs tobb hiba a vett vektor-

ban, és a hibak csak a rendundans részben helyez-
kednek el, akkor a szindromavektor Hamming-salya:

w(S)=t, " (3.5)
és !
e(x) =e,(x) =s(x). (3.6)

2. Ha t-nél nem t6bb hiba kovetkezik be az infor-
mdcios pozicidkban (és csak ott), akkor

e(@)=ea), 3.7)
s(@)=Re@)]. (3.8)

Ez azt jelenti, hogy
ex)— R Je@)]| = ¢,@) — s(x) (3.9

kédpolinom, ¢és igy nem nulla elémeinek szadma

. (2t+1)-nél nem lehet kevesebb [3]. Ezért 1, 2, ..., 1

informéciés szimbélumhiba esetén s(xr) nem nulla
elemeinek szima nem lehet kevesebb, mint 2¢, 2{—1,
, 141,

3 Ha dsszesen nincs £-nél tobb hiba, és a redundans
részben bekovetkezett hibak szdma z, akkor az infor-
maciés pozicidkban legfeljebb f—z hiba kovetkezett
be. Ezek az informéciés részben levé hibak f+z41
nem nulla elemet okozhatnak s(x)-ben. Ez a szim
legfeljebb z-vel valtozhat a hibas redundans pozicidk
hatdsara.

fgy ha a vett vektorban a hib4dk szima nem tobb
t-nél, akkor

wS)=t+1. (3.10)

Tehat a (3.4) szindroma Hamming-stilya alapjan
{ vagy kevesebb hibat kijavithatunk, ha a hibdk
a kodsz6 paritasrészében kovetkeztek be. (3.2)-t ki-
vonva a vett vektorbol kapjuk a javitott vett vek-
tort: : '

U=R—-8=[r,—s,,I;— Sp—1sTrs e eslpqls

(3.11)
A 2. és 3. esetben 4 hibdk javitdsa érdekében min-

Sps s sy —

~den informaciés poziciét at kell tolni a redundéns

részbe.
fgy

r(x)=x%1(x) mod (x"— = (3.12)

1)= Z I‘N_,--:IJ

i=1 ’
ahol N=n—a—imod (n). A (3.12) polinomnak meg-
felelé vektor:

ID‘az[f’n—a’ .

Ez a vektor a vett vektorbdl a szamu ciklikus
balra léptetéssel kaphato.
(3.13) szindrémaja.

ey Ty Tys oo iy Ty g s Ty_gql- - (3.13)
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(3.14)

. g—l]'

Sa(x) = Rg[ra(x)]’ Sa = [Sg s Sy ..

Ezért, ha a szindroma sulya {-nél nagyobb, meg kell
hatarozni s (x)-et a=1, 2, ..., k esetére. Ha valami-
lyen m=1I-ra fennall, hogy:

w(S,)=t, o Sl
akkor a hibajavitas a kovetkez6képpen végezhet el:

Um= I{m - Sm :[rn—

S,.=[s§, 7, - - (3.15)

s Do) =

—[sg v 81,0, ooty O] (3.16)
A dekddolasi eljaras utolsd lépése a (3.16) vektor
n—m hellyel valé jobbra léptetése, és a kovetkezo

javitott vektor (polinom) képzése :

u(x)=x"""-u,(x) mod (z"—1). 3.17)

Ha a (3.15) feltétel egyetlen a=1, 2, ..., k esetére
sem teljesiil, ez azt jelenti, hogy a hibidk nem tol-
hatok be a paritds poziciokba, vagy pedig legalabb
t+1 hiba kovetkezett be.

4. Miveletek GF(q)-ban

Hogy a kodolési és dekodolasi eljarasokat elvé-
gezhessiik, ismerniink kell a GF(g)-ban értelmezett
aritmetikai mtiveletek végrehajtasi maédjat.

Abban az esetben, ha ¢=p, ahol p=tetszileges
primszam, a GF(p) mfiveletek a jol ismert modulo
(p) aritmetikai miveletek. A feladat joval bonyolul-
tabb, ha ¢ p-nek valamilyen hatvanya. »

Legyen g=p", n=egész szam, akkor GF(q) multi-
plikativ csoportja [GF(gq) minden nem nulla eleme]
eléallithatd GF(g) primitiv elemeinek hatvényakgnt:

aiz[ai,o’ Q15 v o5 QG poahs “4.1)
ahol
#'= 3 a,, & (mod p@), (4.2)
és
PE)=2"+ 2 Ppirx™ (4.3)

Ez GF(q) felett primitiv, n-ed fokd polinom.

A legegyszerfibb madszer a GF(¢g)-beli miiveletek
elvégzésére az Osszes g—1 vektor (4.1) kiszdmitdsa.
Ekkor, mivel « rendje g— i, a szorzas szabdlya a ko-
vetkez6:

a'-af=a't* (mod(g— 1)). 4.4
Az 6sszeadds miivelete a kovetkezéképpen végezhetd
el: . .
o+ =[(ay o+ a5 0)p> « - +s (A poy + s 1))
ahol (x +y), a mod p dsszeaddst jeloli.
Vegyiik észre, hogy a (4.1) vektor g, elemei a

kovetkezd linearis rekurziv relaciobdl is klszamltha-
tok:

n—1
A o=— ij-a

ahol q; , az &' vektor elsd eleme és a pi—k a 4.3
pohnom egyiitthatoi.

(4.5)

i=n,n+1, ...,9—2, (4.6)

i—j—n,0°

(3.8)-ba behelyettesitve az q,,=1, @,
=a,_,,, kezddértékeket, kiszamithatjuk a (4 6) dssze-

fiiggés altal genéralt sorozat periddusat:

(4.7

Ao 05 (10> =+ s pt o> ++ > Ug_ge

Ezutan kereséssel megallapithato, hogy GF(q) tet-
sz6leges nem nulla o eleméhez taldlhatdé-e olyan
m(j), amelyre teljesiil, hogy

i=1, 2, . n—1,

4.8)
ahol x=1+m(j)(mod(g—1)). Ez jelentésen egyszert-
siti GF(g) multiplikativ csoportjanak kiszdmitasat.
1. példa: miiveletek hardware megvalositisa GF(16)

ban
GF(16) multiplikativ csoportja az

a=[a,, a1, 0,4, a4, i=0,1,...,14

vektorok halmazaval dbrazolhato, ahol

g2 j=1,2 ..

;=0 o>

T=a 0, + 0,15+ 4, 522+, 32 (mod p(x)),

és p(x)=x*+x+1 egy negyedfoki primitiv polinom:
GF(2) felett.
Mivel i<4-re 2! mod p(x) azonos z'-vel:

a,=1, @;=0, ha ixj ij<4.

Az z*+x+1 polinommal meghatarozott rekurziv
relacio:
4 0=0sg o+ o(mod2), i=4,5, ..., 14,

igy az ezen relacié altal generalt sorozat egy perio-
dusa, ha ay =1, @, g=05 =03 o= .

100010011010111.
Eszrevehetjiik, hogy
z=i+3—j (mod 15),
., 14, j=0,1,2, 3.

a; =0y 0>
i=0,1,

Igy GF(16) minden nem nulla elemét egyszerfien
felirhatjuk:

1=a® — 1000 a® — 0110 a° — 1110
a — 0100 a® — 0011 a'* — 0111
a? — 0010 a? — 1101 @' — 1111
a® — 0001 a® — 1010 a'® — 1011
a* — 1100 ® — 0101 o't — 1001.

Mivel GF(16) karakterisztikija 2, az 6sszeadas meg-
egvezik a kivonassal. A GF(16) feletti 6sszeadot az
1. 4bra mutatja.

ai,0 “Q Ao

!y it v I | "L o e ok
ai 2 (} am, 2
a3 Q am,3
k0

<~ Ay,

. Clk’ 2 o
Q.3 HE3e-KCT

1. gbra. Osszeadé GF (16) -ban
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G0 T X . b0
L% T Saares Bt Ll ik
| d,2 — GF(16)-ban by ;
a3 —— b3
[A36-KC 2]

2. dbra. Szorzé GF (16) -ban

- A GF(16) feletti szorzds hardware megvalésitdsa

joval bonyolultabb. Szerencsére a hibacsomokat ja-

vitd kodolasi és dekddolasi eljaras sordn csak egyet-
len, GF(y)-beli konstans elemmel térténd szorzasra
van szitkség, és ez a miivelet viszonylag egyszeri.
A GF(16)-beli o és o* kozotti szorzast megvaldsito
altaldnos halézatot a 2. abra mutatja. A ,,doboz”
itt modulo 2 §sszeaddk hdlézatat tartalmazza. A
mod 2 dsszeaddk szadma, kapcesoldsuk és csatlakoza-
suk a szorzé aramkor be- és kimenetéhez a kombi-
ndcioés halézatoknal hasznalt moédszerekkel hataroz-
haté meg. GF(16) esetén A(k) fiiggvény kiszdmithatd,
az eredményt az 1. tablizat tartalmazza.
Eszrevehetjiik, hogy:

h bk,0=A(k)
by 1=A(k+3 (mod 15))
b s =A(k+2 (mod 15))
b 3=A(k+1 (mod 15)).
Ha példdul k=12, akkor

by 0=0a,0+ a1t a0+,

b12, 1=0q
1. tablazat
Az A(k) tiiggvény GF(16)-ra
o} A(K) E A(k)
0 ai,o ai, o+ a2
1 ai,3 ai, 1+ a3
2 a2 10 | ar,0t+ae2tans
3 ai,1 11 | eq,1+as,2+ a3
4 a0+ as,3 12 | aj,0+ai,1+at,2+ a3
5 ai,2+as,3 13 | as, o+ ai,2+ai,3
6 | ai,1tais 14 | apt, +at,1
7 ai,o+ ai,1+ a3
a0 —1=—& E F“q')—_— biz,0
a; 4 - b2y
»
a2 —‘C'D"_ byz,2
a3 bi2,3
:

3. dbra. GF (16)-ban «l%-nel szorzé kapcsolasa
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bia 2=0;0+a; 1

bio3=0a; 0+ 51+ a; 5.

Az a'?-nel szorzd dramkor a 3. dbran lathatd.

A GF(16) test esetében.a mod 2 Gsszeaddk szdma
1-t6l 5-ig valtozhat. Belathato, hogy az dramkorok
optimalis megvaldsitdsakor minimaliz4l4si probléma
is fellép.

5. A kodolasi és dekodolasi eljards
hardware megvalositdsa

* Az MSI és LSI aramkérok és a mikroprocesszorok
alkalmazisa bizonyéra kiterjeszti a hibajavité mod-
szerek alkalmazisat a digitdlis atviteli rendszerek-
ben és mas informacidés rendszerekben is.

"A ko6dol6 és hibajavito dramkor egy a GF(g) feletti
véges automata, amely a 4. 4brdn lathat6 elemekbdl
épil fel.

A g(x) generatorpohnom szerinti kodolot az 5. 4bra
mutatja.

A kbdold k informdcids szimbdlumot kap a forras-
tol, tovabbitja azokat az 4atviteli csatorndra és egy-
idejtileg a g(x) generatorpolinomnak megfeleléen
visszacsatolt léptetbregiszterre. A k léptetd jel ideje
alatt a C vezérlf jel értéke 1, az 1. kapu nyit, a 2.
kapu zar, az dramkor kepz1 RJ[f(x)l-et. k 1épés utan
a szamolds befejezdédik, és a kovetkezd r 6raimpulzus
hatdsara a k6dol6 kimenetén a kédvektor redundans
elemei lépnek ki.

Egy I(x) paritiaspolinom szerinti ekvivalens koé-
dolét mutat a 6. dbra. Itt az informdcioés elemek be-
olvasdsa utdn az dramkért n-szer léptetik. A kodolo
kimenetén kilép k darab informacidés szimbélum, és
az utolsé r szimbélum alkotja a kédvektor redundans
részét.

Nyilvdnvald, hogy a feltiintetett kodoloknak le- -
hetnek egyéb, egyenértékii valtozatai is.

Az RS-k6d dltalanos dekédoldjanak vézlatat a 7.
dbra mutatja. A hibajavitd képességet a 3. fejezet
targyalta, 4m ez a dek6dolé csak az informacids ele-
mek hibdit javitja, mivel a vevében rendszerint nincs
sziikség a redunddns elemekre (természetesen a hibaja-
vitds utdn).

A dekoédolasi eljaras kétfazist. Az elsd, n 6raimpul-
zusnyi fazisban a felsd regiszter n-szer, az alsé pedig
I-szor 18p. fgy n éraimpulzus utdn az alsé regiszter
tartalma a k informdcioés szimbdlum, a fels6é a szind-

Yy
" a=xrd x_@—’y%‘-x
g c
Y=8.X
X y x——?‘ g !
14 y=x N : _}
oraimpulzus utan d, S m

/)
4. Gbra. RS-kédolé és -dekédolé aramkér elemel: a) dssze-

adé GF (g) -ban, b) e-vel szorzé GF (g) -ban, c¢) meméria-
elem, d) kapu
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Visszacsatolo halozat

H636-KC 5]

2. tablazat

) A (15,9)-es IiS-k6d GF(16) felett ekvivalens
Ki /77991‘ generatorpolinomjai

&) (w) : ‘
. 1 b4+ alo.x5+“l4.x4+a4 cx34 b .@2_’_“9 cx+ e
HE3EReel 2 28+ @b 54 @lB.xt - of x84 12224 @3 x4 @12
4 284 e0.95 L ezt @ a3+ 224+ o8 cx 4 ®

6. dbra. h(x) szerinti RS-kdédol6 vazlata + + + + +
7 284 @9 cab4 et altpdpoat cx24o? cxd @l
réoma lesz. Ez id6 alatt a kiiszébaramkér T kimenetén 8 x_“*’“s B4l 2t e? adted ca?talxt b
1 lesz. 11 284 el2.954+  oxtie? cx34 @2 -4 @ ezt b
A dekoédolds masodik fazisaban, amely ismét n 13 B4 eb a5t extieallogdiea a2t o8 cx4 el
oralmp}llz?spyli a kiiszobaramkoér kimenete a szind- 14 2Ot x5 bzt o -2t et ezt @d

roma stilyatol figg: :

1 h ] t . o .
T— { a  w(S,)=> a dekddolé kimenetén a javitott informacios szim-
0 ha w(S)=t _ bolumok jelennek meg.

A fels regiszter most is n-szer 1ép, de az alsé csak 2. példa: A (15,9)-es RS-kod minimalis tavolsaga
az utolsé k alkalommal. Igy az utolsé k lépésnél d=7, kodolojanak és dekddolojanak megvalositasa.

y 1. Kapu
Visszacsatolo halozat "_I————?-:]—‘
—T - | G 2. Kapu
-1
“90'Y 9,9 9,4 91y
@9—1 O~ O3 h—-0)r
‘ So S B Sy S/‘-f' ‘
Kisz6bdramker 7 -0
. 1
! 23 k|- : _@
OBE ki d

7. dbre.. Hibaesomé-javité RS-kddolé altalanos vézlata
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Ki
0(9 0(4 X8 0(13 0(3 c - @
1+C.
0 o-[Fo-[H-0—x
[H636-KC8)
8. dbra. GF(16) feletti, (16,9)-es RS-kéd dekédolGja
. y
Kiszébaramkér
]
BE
© Heserca] K/
9. dbra. GF¢16) feletti, hibacsomé-javits, ( 16,9) -es RS-kdd dekddoldja
~y Osszefoglalas
@ ! @ A cikk alapjan megallapithatd, hogy a kodolas-
elmélet gyakorlati alkalmazasa 0j és nem konnyd
elméleti feladatokat vet fel. Ezek koziil a legfonto-
sabbak:
«fy by &l Ly oy oy — a kodol6 és dekodolé elemszdmanak minimali-
(H636-RC 10| z4lasa, ‘ ) ) ,
10. 4bra. A 8. dbran lathaté aramkér javasolt visszacsatold —a 'kOdOIéSl_ és dekodolasi eljaras szamitogépes
hal6zata szimulacidja,

Mivel GF(16)-ban 8 primitiv elem van, az (1.1)
képletben a helyett of, k=1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14
helyettesitendd. Az ily médon kiszamitott genersator-
polinomokat a 2. tibldzat tartalmazza.

Feltételezve, hogy a generatorpolinom minden
egyitthatojanak kilon szorzé aramkor felel meg,
k=14-re olyan kodolot és dekédolét kapunk, amely-
ben a mod 2 6sszeaddk szdama minimalis. A kodold
¢és dekodolé aramkori megvaldsitasa a 8. és 9. 4b-
rdkon lathaté. Az 4brakon az 6sszeadd és a szorzémi
az 1. és 2. abrdkon lathatokkal azonosak, a memoria-
szimbolum 4 db binaris taroloként értelmezend6.
A 8. 4bra dramkorét a kovetkezd funkciondlis ele-
mekb6l lehet megépiteni: 24 flip-flop, 45 mod 2 6sz-
szeado és 8 AND kapu. A regiszter visszacsatolasat
a 10. abra szerint modositva, a mod 2 §sszeadok
szamat 6-tal csokkenthetjiik.
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segitett tervezése,

Végiil ezaton: fejezem ki halas koszonetemet dr.
Osvath Laszlonak a nyelvi segitségért, valamint dr.
Gordos Géza docensnek, aki a BME Hiradastechnikai
Elektronika Intézetében toltott 3 honap alatt kutato-
munkamat és e cikk megirasat mindenben tamogatta.

IRODALOM
[1] Reiger, S. H.: Codes for the correction of clustered errors.
IRE Transactions, IT-—6, 1960 :

[2] Szwaja, Z.: On step—by-—step decoding of the BCH bi-
nary codes. IEEE Transactions, IT—13, 1967

[3] Peterson, W. W.—Weldon, E. J.: Error-coltecting codes.
the MIT Press, 1972.



