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Jelfeldolgozás 

Bizonyos értelemben minden híradástechnikai rend
szer feladata, hogy jelfeldolgozást végezzen. A rend
szer kimenő jele a bemenő jellel egy rendszerjellemző 
operátoron keresztül van_ kapcsolatban. A szokásos 
felosztás szerint a rendszerek lineárisak, i l l . nemli-
neárisak lehetnek. A nemlineáris rendszerek bizonyos 
osztályainak új megközelítését jelenti a homomorf 
rendszerekkel tör ténő jelfeldolgozás. Ezek a rend
szerek a bemenetükre érkező nemlineárisán kombi
ná l t jeleket úgy alakít ják á t , hogy a kimenőjelek 
kapcsolata már lineáris jellegű. 

A híradástechnikában gyakoriak az olyan összetett 
jelek, melyek ké t tényező szorzataként ál lnak elő. 
Ilyen pl . az ampl i túdó modulá l t jel , de így közelít
he tő a beszédjel is [2], [11]. Ezekben az esetekben 
az egyik összetevő gyorsan változó, bipoláris jel , a 
másik viszont lassan változó, pozitív jel . Felvetődik a 
kérdés, hogy milyen módon lehetne ezt a k é t össze-
szorzott a lkotót szétválasztani és külön kezelni, 
mégpedig úgy, hogy a lineáris rendszerek' jól bevál t 
eszközeit használjuk. A logaritmusfüggvény alkal
mas arra, hogy ké t szorzott mennyiség kapcsola tá t 
lineárissá tegye. Ugyanakkor a logari tmusfüggvényt 
megvalósító rendszer a szokásos szóhasználat szerint 
nemlineáris rendszer, azonban azzal a speciális 
tulajdonsággal rendelkezik, hogy kimenetén a jelek 
— a függvény-transzformációtól eltekintve — l i 
neáris kapcsolatüak. Ezt a tulajdonságot alapul véve, 
az á l ta lánosí tot t szuperpozíció elvének alkalmazásá
val fogjuk definiálni a homomorf rendszereket, i l l . 
ezek egyik osztályát , a mult ipl ikat ív homomorf 
rendszereket. 

Az irodalom alapján á t tek in t jük a homomorf 
rendszerek elméleti alapjait és tulajdonságait , ezen 
belül részletesen fogjuk vizsgálni a mult ipl ikat ív 
homomorf szűrőket. Összefoglaljuk a t émakörben 
eddig megjelent m u n k á k lényegesebb eredményeit , 
és ezeket néhány helyen kiegészítjük. Bemutatjuk 
egy, a szokásostól eltérő elven működő kompandor 
modelljét [2], amely a beszédjelek feldolgozásánál 
jelentős lehet. A 3. fejezet irodalomból á t v e t t példá
jával [2] azt k ívánjuk bémuta tn i , hogy a mul t ip l i 
ka t ív homomorf szűrőkkel milyen módon tudunk 
nemlineárisán kombinál t (pl . szorzott) jeleket össze
tevőire bontani, majd hogyan tudjuk az összetevők 
transzformálása u t án a jelet ismét egyesíteni. 

A dekonvolúciós homomorf szűrőkkel i t t most 
nem foglalkozunk, de az irodalomjegyzékben felso
rolunk néhány olyan m u n k á t , amely ezt a t émakör t 
dolgozza fel [14]—[18]. Min t látni fogjuk, a különböző 
átvi tel i függvények megvalósítása sok szempontból 
digitális á ramkörök haszná la tá t teszi célszerűvé, így 
jelen munka — bizonyos mértékig — kapcsolódik a 
folyóirat digitális szűrők témakörű cikksorozatához 
is [12], [13]. 
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1. Az általánosított szuperpozíció elve 

A híradástechnika lineáris rendszereit összeg- és 
a r ány t a r tó lineáris operátorokkal szokás leírni. Az 
u tóbbi k é t tulajdonság a szuperpozíció elve néven 
ismert [1], Bá r a nemlineáris rendszerekre nem telje
sülnek a linearitás követelményei, de a továbbiakban 
tá rgya l t nemlineáris rendszerek eleget tesznek a 
szuperpozíció elve ál talánosí tot t formájának. 

1.1 A szuperpozíció elvének általánosítása 

Az ál ta lánosí tot t szuperpozíció elvének ismerte
tése élőtt fogalmazzuk meg a szuperpozíció „hagyo
m á n y o s " elvét a továbbiak gzempontjából előnyös 
formában. 

Ehhez jelöljük C = C[a, /?]-val az [a, /?] zár t inter
vallumban folytonos és valós ér tékű függvények te
rét , mely függvények ezen intervallum külsejében 
azonosan nulla ér tékűek. T e h á t f(t)gC[a, /?], ha 
lni[/(í)] = 0 és sup|/(0|-«=°, ha t<E[a, £] , t ovábbá 
f(t) = 0, ha t$[öL, /?]. Megjegyezzük, hogy W E I E R -
STRASS tétele alapján ekkor valamennyi f(t) £C[a, fi] 
függvény egyben korlátos is [8]. 

Tekin tsük a C függvényteret , melynek elemei az 
f(t) és g(f) függvények. Továbbá X és (i skalárok le
gyenek tetszőleges komplex számok. Ezek u tán a 
szuperpozíció elvét kifejező egyenlet a következő: 

L{X'f+fJL'g} = hL{f} + [i-L{g}=:hF+i*-G, (1) 

ahol L { - } lineáris operátor, L { / } = F é s L{g}=G, to
v á b b á {F, G}£A, ahol A valamilyen lineáris té r 
(1: Függelékben). Tehá t az (1) egyéniéi L{-} operá
tora & C és A terek közöt t lineáris leképezést valósít 
meg. 

A homomorf rendszerek i rodalmában A. V. OP-
P E N H E I M javaslata nyomán az (1) egyenletet az 
a lábbiakban bevezetett új jelölésrendszer segítsé
gével írják le [2]—[4]. 

Legyenek az / és g függvények a C tér elemei: 
{/, g}£C. A C térben az összeadás műveletét jelöljük 
0 - r e l (olv.: kör) , a skalárral való szorzás műveletét 
pedig jelöljük * - g a l (olv.: csillag). Ezek u tán legyen 
{F, G}£A. Az A térben az összeadást jelöljük D-gel 
(olv.: négyszög), a skalárral való szorzást pedig :-tal 
(olv.: ke t tőspont) . O P P E N H E I M terminológiája sze
r in t C a bemeneti vektor tér a O és * bemeneti 
műveletekkel , az A pedig a kimeneti vektortér , a 
• és : kimeneti műveletekkel . Tegyük fel most azt, 
hogy létezik egy olyan R{-} operátor, mely valamely, 
a C és A terek között i leképezést valósít meg. Ezt az 
R{-} operá tor t és a most bevezetett jelölésrendszert 
az (1) egyenletre formálisan alkalmazva: 

R{(X * / ) o 0* * 9)}=[A:«{/}] • [fi :R{9}] = 

= (A:F)dO*:G). (2) 
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A (2) egyenlőség a o , * » iU. • , : műveletek 
megfelelő megválasztásai esetén is érvényes marad
hat. Ilyen értelemben a (2) egyenlet az ál ta láno
s í to t t szuperpozíció elvét fejezi k i . 

Ha a be- és kimeneti műveletek az összeadást és 
a skalárral való szorzást jelentik, akkor a (2) egyen
let azonos az (l)-gyel. 

O P P E N H E I M szerint létezik az R{-} operátor 
olyan speciális megválasztása is, hogy ha a O és • 
műveletek a szorzást, a * és : műveletek pedig a 
ha tványozás t jelentik, akkor a (2) egyenlet t ovábbra 
is egyenlőség marad. 

Példaként tek in tsük az 

J ? M = "? = «>, (3) 
y 

alakú operátor t , ahol vt a bemeneti, wt pedig a 
kimeneti függvényeket jelöli. A (2) egyenletet ezzel 
az operátorral és az előbbi műveletekkel felírva a 
következő kifejezést kapjuk: 

i?K-pg} = [ f í{» 1 }] i - [BW]" = a4-«í - (4) 

Az egyenlőség kézenfekvő. így a (4) egyenlet az ál ta
lánosítot t szuperpozíció elvét fejezi k i , R(v) = v2 ope
rációval. 

1.2 Az általánosítás matematikai háltere 

A továbbiakban felhasználunk néhány, az algeb
rai s t ruk túrákra vonatkozó fogalmat [5]—[8]. A Füg
gelék F . 1.—F. 4, definíciói vezetnek a lineáris terek 
F . 5., szerinti definíciójához, melyből ki tűnik , hogy 
a lineáris teret végeredményben ké t halmazból és 
négy kétvál tozós műveletből lehet létrehozni. 

Lényeges, hogy a lineáris terek definíciójánál a 
vektorok összeadása és a skalárral való szorzás mint 
elnevezés szerepel, t ehá t nem kikötés az, hogy ezek a 
műveletek valóban a szokásos összeadás, i l l . skalárral 
való szorzás legyenek [2]—[4]. 

Az F . 6. definícióban a most elmondottak szerint, 
a megszokott ax iómáka t í r tuk fel, az új jelölésekkel. 

Természetes, hogy a korábban már definiált C 
t é r az F . 6. definíció valamennyi követelményének 
eleget tesz, ha a O (kör) addíciós művelet az össze
adás , a * (csillag) multiplikációs művelet pedig a 
szorzás, míg a skaláris szorzatot a következő egyen
let definiálja: 

(f,g)=$f(tyg(t)dt és {f,g}£C. 

1.3 Az általánosítás egy alkalmazása: a multiplikatív 
tér 

Vezessük be az M jelű mult ipl ikat ív tér fogalmát! 
Az F . 6. definíció axiómái az M tér esetén is teljesül
nek, mely térben a O (kör) addíciós művelet a 
szorzást, a (csillag) multiplikációs művelet pe
dig a ha tványozás t jelenti, és a*tér mt elemeire: 
mj£CPiN, ahol az N t é r azon függvények tere, me
lyekre n(t)£N, ha /? ( í )^0 és fé[oc, £] . Tehá t az -M 
t é r elemei rendelkeznek a C t é r összes tulajdonságá
val , és az M elemei az [a, /S] intervallumban egyetlen 
pontban sem nulla ér tékűek. A c, skalárok komplex 

számok. A térben a skaláris szorzatot az alábbi 
egyenlet definiálja: 

(m,, mj) = j In \m,(x)\'ln \mj(x)\ dx. 

Az M jelű mult ipl ikat ív té r az F . 6. szerinti axió
m á k n a k eleget tesz; erről-egyszerű behelyettesítéssel 
lehet meggyőződni. 

A mult ipl ikat ív térben a „skalárral való szorzást" 
ha tványozáskén t definiáltuk, és megengedtünk 
komplex ki tevőket is. Az a;a = e a - l n x egyenlőség alap
ján azt í rhat juk, hogy 

[m(x)]x = ex.p{X-\n [m(x)]}, 

ahol X valamely komplex szám. Ugyanakkor az 
m(x). függvényekre te t t megkötéseink szerint m(x)^ 0 
de m(x) lehet negat ív is. Ha a negat ív ér tékű m(x) függ
v é n y t komplex függvényként kezeljük, akkor loga
r i tmusá t a komplex logaritmusfüggvéhy segítségével 
k iszámíthat juk. A későbbiekben használnunk kellene 
a komplex logaritmusfüggvény inverzét , a komplex 
exponenciális függvényt. Azonban, mint ismeretes, 

In [m(x)]=ln|m(a;) | + j -a rg [m(x)]+]-2-k-n, 

ahol k tetszőleges egész szám, és így lá tha tóan a lo
garitmus számítása nem egyértelmű. Ha a 2JT sze
r i n t i többértelműséget figyelmen kívül hagyjuk, ak
kor még mindig problémát jelent az, hogy a 

lnf/n^a;)] 4- In [m2(x)] = In [m^x) -m^x)] 

egyenlőség csak akkor teljesül, ha mind m^x), m2(x) 
mind szorzatuk argumentuma a (—n, 71) intervallu
mon belül van. A Függelékben — O P P E N H E I M 
nyomán — bemutatjuk, hogyan lehet a logaritmus
függvény számítását olyan módon végezni, hogy az 
előbbi egyenlőség teljesüljön. 

2. Homomorf rendszerek 

Tér jünk most vissza az ál ta lánosí tot t szuperpozí
ció elvéhez, i l l . az F . 6. definíció T jelű lineáris teré
hez. Ha létezik egy olyan R{-} operátor, mely a T 
tér elemeit a T tér elemeibe képezi le, akkor ezt az 
operá tor t homomorf operá tornak nevezzük. OP
P E N H E I M megfogalmazásában: „az ál ta lánosí tot t 
szuperpozíció elvének eleget tevő operátorok homo-
morfak." Mivel a T lineáris tér , ezért elemeire telje
sül az ál ta lánosí tot t szuperpozíció elve; így a ké t 
állítás azonos. 

A műszaki szóhasználat tal látszólag ellentmon
dás t mutat az, hogy a T lineáris té r elemeire az ál ta
lánosí tot t szuperpozíció érvényességét ál l í tot tuk, 
míg a szokásos szóhasználat szerint a lineáris terek 
a szuperpozíció elvének is tesznek eleget. A lineáris 
tér F . 5. vagy F. 6. definíciók megfogalmazása sze
r in t ez csak akkor van így, ha a tekintett lineáris 
térben ér telmezet t műveletek az összeadás és a ska
lárral való szorzás. Azt mondhatjuk, hogy a műszaki 
ér telemben lineáris terekre a szuperpozíció elve ér
vényes, míg a matematikai szóhasználat á l ta láno
sabb értelme szerinti lineáris terekre az ál ta lánosí tot t 
szuperpozíció elve érvényes. 
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Áz eddig elmondottak következménye, hogy ha 
léteznek olyan !?{•} operátorok, melyek a C és M 
terek közöt t , vagy ezeken belül leképezéseket való
s í tanak meg, akkor ezeket — lineáris helyett — ho-
momorf operátoroknak nevezzük. 

A tovább iakban a bemeneti vektorteret V-vel, 
elemeit p (-vel, a kimeneti vektorteret. W-vel, elemeit 
i»/-vel fogjuk jelölni. Az--általánosított szuperpozí
ció elvét kifejező (2) egyenletet ezekkel íg^ í rhat juk 
fel: 

H(h * "i) O { h * "2)}=[K •RH] • (A2 :R{v2}]. (5) 

A tovább iakban az (5) egyenlet lesz k i indulásunk 
alapja. 

2.1 A homomorf rendszerek néhány tulajdonsága 

Azonosítsuk a homomorf rendszereket azokkal a 
rendszerekkel, amelyek operátora homomorf, azaz: 
homomorf rendszereknek nevezzük azokat a rend
szereket, melyek H=H{-} operátora meghatározot t 
tulajdonságú be- és kimenőjelek esetén eleget tesz az 
á l ta lánosí to t t szuperpozíció elvének. 

A homomorf rendszer legáltalánosabb ábrázolása 
az 1. ábrán l á t h a t ó . 

o 

ti ' 

n 
\ 

ti ' 

IH 508-HG i\ 

1. ábra. A homomorf rendszerek legá l ta lánosabb ábrázolása 

: O P P E N H E I M a következő k é t té te l t mondja k i a 
homomorf rendszerekre [3]. Tegyük fel, hogy a rend
szer {vt} bemenetei a O és bemeneti műveletekkel 
vektorteret alkotnak. Ekkor 

1. t é t e l : A • és : kimeneti műveletekre legfeljebb 
egy olyan választás van, mely esetében a rendszer 
homomorf. < 

2. t é te l : Ha a rendszer H operátora inver tá lha tó , 
azaz a be- és kimeneti jelek közöt t egy-egy ér te lmű 
megfelelés van, akkor a • és : műveleteket megvá
laszthatjuk úgy, hogy a rendszer homomorf legyen, 
vagyis minden inver tá lha tó rendszer homomorf. 
A tételek bizonyítása [9]-ben megtalá lható . 

Igen egyszerűen be lá tha tó az is, hogy minden l i 
neáris rendszer egyben homomorf is. Ez abból kö 
vetkezik, hogy az £{•} lineáris transzformációk eleget 
tesznek a szuperpozíció elvének. 

2Í2 A homomorf rendszerek kanonikus alakja 

Tekintsük az 1. ábra H homomorf rendszerét . 
Tegyük fel, hogy létezik egy olyan A Q (olv.: A-kör) 
inver tá lható homomorf rendszer, melynek bemeneti 
művelete a O (kör) művelet , kimeneti művelete 
pedig az összeadás. Ekkor A 0 inverzének, A ö x -nek be
meneti művelete természetesen az összeadás, kime
neti művelete pedig a O (kör) művelet . 

Az A 0 és az A^1 jelű homomorf rendszerek előbbi 
sorrendű kaszkád kapcsolása ugyancsak homomorf. 
Az így keletkezett új rendszer transzformációt nem 

*0 
+1+ 
- U . 

I 

0 o 
H 

a a 1+1 + 
j 

l 
i_ 

1 

\H5Ö6-né 2\ 

2.»ábra: A homomorf rendszer ekvivalens ábrázolása 

+ 4 L Lineáris + • + .-1 
A 0 rendszer 

/ 
IHS05-HS3I • 

3. ábra. A homomorf rendszer kanonikus alakja 

végez. így ha az A 0 és Aq1 rendszerek kaszkádjá t 
— ebben a sorrendben 1 — a H rendszer bemenetére 
kapcsoljuk, akkor az eredő rendszer szempontjából 
tu la jdonképpen semmi sem vál tozot t . Ugyanezt az 
eljárást köve tve , tegyük fel azt is, hogy létezik egy 
olyan A A (olv.: A-négyszög) inver tá lható homomorf 
rendszer, melynek bemeneti művelete a • (négy
szög) .művelet , kimeneti művelete pedig az össze
adás, í gy ezen rendszer A^1 jelű inverzének bemene
t i művelete az összeadás, kimeneti művelete pedig a 
• művelet . Kapcsoljuk most az AD, A 5 1 előbbi 
sorrendű kaszkádjá t a H rendszer kimenetére. A tel
jes elrendezést a 2. ábra mutatja. Világos, hogy ez az 
ábrázolás ekvivalens a H homomorf rendszerrel. (A 
2. ábrán fe l tünte t tük a megfelelő be- és kimeneti 
művele teket is.) 

A 2. áb ra alapján azt mondhatjuk, hogy a szagga
to t t vonallal ha tá ro l t rendszer lineáris rendszer, h i 
szen be- és kimeneti művelete is az összeadás, ezért 
a rendszer eleget tesz a szuperpozíció elvének. Tehát 
továbbléphe tünk az ábrázolásban, és definiálhatjuk 
a H rendszer ún . /canoni/cus alakját a 3. ábra szerint. 
Világos, hogy a H homomorf rendszer kanonikus 
formája ha tá sában ekvivalens a H rendszerrel. 
Ugyanakkor lényeges, hogy a 3. ábra L lineáris rend
szerében m á r nincsen benne a H rendszer, ellenben 
&z A 0 és az A^1 rendszerek mintegy „szétosztva" 
hordozzák a H tulajdonságait . 

Az A N és .Aq rendszereket karakterisztikus rend
szereknek nevezték el [2]—[4]. 

A kanonikus alakkal kapcsolatos a körvetkező 
3. t é te l : Annak szükséges és elégséges feltétele, 

hogy a O bemeneti és a • kimeneti művelettel 
rendelkező H homomorf rendszer ábrázolható legyen 
kanonikus alakban az, hogy található legyen olyan 
inver tá lha tó A Ö és A D karakterisztikus rendszer, 
melyek bemeneti művelete a O s ü l . a • művelet , 
a kimeneti művelet pedig mindkét rendszerre az 
összeadás [9]. 

A H homomorf rendszerek valamely osztályát az 
A Q és A D rendszerek ha tá rozzák meg. H a most 
ezekkel valamely tetszőleges L lineáris rendszer 
kaszkádba kapcsolódik a 3. ábra szerint, úgy ered
ményül az adott Osztály egy eleme adódik [4]. így. a 
homomorf rendszerek valamely osztálya úgy gene
rá lha tó , hogy meghatározzuk a O és • műveletek 
ismeretében az A Q és A U inver tá lható rendszereket. 

•Míg ké t lineáris rendszer kaszkád kaptísolása ny i l 
vánvalóan lineáris marad, addig ké t homomorf rend
szer kaszkád kapcsolása nem szükségképpen homo
morf. 
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Homomorf rendszerek kaszkádba kapcsolt eredője 
csak akkor homomorf, ha a megelőző rendszer kime
neti művelete azonos az azt köve tő rendszer beme
neti műveletével. 

3. Homomorf jelfeldolgozás 

Az előző pontok alapján rendelkezésünkre ál lnak 
azok az eszközök, melyekkel a lineáris szűrés fogal
m á t bizonyos értelemben kiterjeszthetjük, pontosan 
úgy, ahogyan azt a szuperpozíció elvével t e t tük . 

A 2. pont alapján a homomorf szűrők olyan homo
morf rendszerek, melyeknek L lineáris rendszere l i 
neáris szűrő. 

3.1 Multiplikatív homomorf szűrők 

A homomorf szűrők jelen pontban vizsgált osztá
lyá t a továbbiakban röviden mult ipl ikat ív szűrőknek 
fogjuk nevezni. 

Az 1. pontban mondottak alapján legyen az Mf 

homomorf rendszer. 'A be- és kimeneti műveletek t e h á t 
a szorzás és a ha tványozás . 

így az 1. pont jelöléseivel: 

X$ÍV = V* 
(6) 

ahol w=MAv}. Ekkor az á l ta lánosí tot t szuperpozí
ció elvét kifejező (5) összefüggés most az alábbi lesz: 

MJ{V?-V£}=[MJ{OJ}]«.[MJ{VJ]»: (7) 

Az Mj rendszer a 4. ábrán látható.. 
Keressük az My rendszer kanonikus alakját , azaz 

a karakterisztikus rendszereket, t ehá t A^.yt és A^-eL 
A 3. té tel a lapján az A (.)-ra előírt feltételekből azon
nal adódik, hogy 

es 

A ( .){x} = ln (x) 

ahol In (x) a természetes alapú logaritmust jelöli. 
A ( . ) akkor inver tá lha tó , ha a v(t) bemenőjel min

den í-re csak pozitív ér téket vesz fel, így a kanonikus 
alak az 5. ábra formájában megrajzolható. Ha a l i 
neáris rendszer lineáris szűrő, úgy a mult ipl ikat ív 
szűrő kanonikus alakját kapjuk, feltételezve azt, 

* 
Mf 

• 
Mf ~w(i) 

|HS0fi-HGM 

4. ábra. Mult ipl ikat ív homomorf rendszer 

in jn[vtt>] + w(t) 
exp 

e 

in 
v(t) 

exp 

|H 506-HG 5) 

5. ábra. Mult ip l ikat ív szűrő kanonikus alakja, p o z i t í v 
bemenője lekre ; a be- és kimeneti m ü v e l e t a szorzás 

log\v\-vr "r 
Log L exp 

drwi-. 
_ * i |H508-HG6| 

6. ábra. Mult ip l ikat ív szűrő kanonikus alakja komplex 
é r t é k ű bemenője lek esetén 

hogy a bemenő jele pozitív. Az 5. áb rán megadott je-
lék: v(t), v(t), w(t), w(t) az ábra a lapján értelmezhetők. 

Legyen most v(t) értelmezési t a r t o m á n y a a komp
lex sík, a (0+jO) pontot kivéve. Ezzel az értelmezés
sel nemcsak negatív, de tetszőleges komplex ér tékű 
függvényeket (pl . F O U R I E R t ránszformál takat ) is 
figyelembe tudunk venni. 

A komplex ér tékű bemenőjelek megengedése azon
ban lehetetlenné teszi az 5. ábra kanonikus a lakjának 
a lkalmazását olyan egyszerű módon, hogy a logarit
mus és exponenciális függvényt egyszerűen a megfe
lelő komplex függvényekkel helyettesí t jük. Ugyanis.; 
bevezetve a következő jelöléseket: 

v = »r+Pr } , R V 

l n ( i ; ) = a = g / + i 8 l / ' w 

a komplex-logaritmusfüggvény tulajdonsága alapján 
azt kapjuk, hogy 1 

In (v)=In V̂  + ü?+ j (arg v + Zkn) = vr+j ?>,-, 
ahol k tetszőleges egész szám. Mivel p, végtelen sok 
ér tékű lehet, ezért A(.) nem inver tá lható . Ugyanak
kor be lá tha tó , hogy a logaritmusfüggvény főérté-
kével való szárnolás is helytelen eredményre vezet, 
mert a 

L n (y 1 ' y 2 ) = L n (o x) + L n (y 2) 

egyenlőség — ahol L n (x) a komplex-logaritmusfügg
vény főértékét jelöli — csak akkor igaz, ha mind v-y és 
v2 argumentuma, mind pedig az argumentumok össze
ge is a —n-<.cp-<n, intervallumba esik. A problémát 
úgy oldhatjuk meg, ha a v(t) jelre előírjuk azt, hogy: 

1., i>(0^0 
2., i?(í) |í=/ 0>1 valós, ha a bemeneti művele tként 

definiált ha tványozás X ha tványki tevője valós 
szám, " 

3., i>(0|f=fo —1 valós, ha a bemeneti művele tként 
definiált ha tványozás X ha tványki tevője komp
lex szám, 

t ovábbá a Függelékben bevezetett Log jelű logarit
musképzést alkalmazzuk. 

Felhasználva az 5. áb rá t és az (F. 2), i l l . (F. 3) 
egyenleteket, megrajzolhatjuk a 6. ábrá t , azaz annak 
a mult ipl ikat ív szűrőnek a kanonikus alakját , mely 
az 1., 2., 3., követélményeknek eleget tevő v(f) jelek 
feldolgozására alkalmas. 

Figyelembe véve a komplex exponenciális függ
vény definícióját, azt í rhat juk, hogy 

wr=exp (wr) • cos Wi 
és _ , . ^ ' (<)) 

exp (wr) • sin wt 

Megjegyezzük, hogy a 6. ábra valamennyi egysége 
négykapu. 
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•9-

-4— 
P50S-HG7 

7. ábra. Komplex ér tékű bemenője leket fe ldolgozó 
mul t ip l ikat ív szűrő lineáris rendszere 

A 6. ábra L lineáris rendszere a 7. ábra szerint 
négy alrendszerre bon tha tó . Ha a v(t) jellel kapcsola
tos 1 valós (lásd az 1., 2., 3., feltételeket), akkor az al
rendszerékre nincsen külön kikötés , de ha X komplex, 
akkor az L rendszerre vonatkozó szuperpozíció elv 
alapján kell , hogy 

es 

legyen [2]. 
I 

3.2 A multiplikatív szűrők alkalmazása 

A mult ipl ikat ív szűrőkkel olyan jeleket tudunk 
feldolgozni, melyek k é t tényező szorzataként állnak 
elő. I lyen p l . az ampl i túdó-modulá l t je l , de így 
közelíthető a beszédjel is [2], [11]. 

Ha az L lineáris rendszerre előírjuk, hogy 

es 
L i r = L „ = 0 

L ; : — m 

legyen, ahol m egész szám, úgy a mult ipl ikat ív szűrő 
a 8. áb rán lá tha tó felépítésű, és alkalmas /bipoláris/-
• / p o z i t í v / a l a k ú jel feldolgozására. 

Ha v{t) = e(t)-m(t), ahol e(t) pozitív és m(t) bipoláris 
jel , akkor azt í rhat juk, hogy 

ahol 

»(0 = | v(t) | -exp | j • [1 -sign KO]}> 

. ' í + 1 ha x > 0 l 
s1gn(x) = J _ 1 h a } . 

(10) 

A v(t) beszédjel és alkotóinak (e(í), m(fj) jellegét a 
9. ábra mutatja. ^ 

A szűrő w(t) kimenőjele legyen az alábbi alakú: 

w(t) = e'(t)-m'(t), 

ahol e'(0 a szűrőnek az e(t) jelre adott válasza, m'{t) 
pedig az m(t) jelre adott válasza. Ez a meghatározás 
nem más, mint az általánosított szuperpozíció elvé
nek alkalmazása, ugyanis, ha Mfa multiplikatív szű
rő transzformációja, úgy előbbi feltételünk így is 
megfogalmazható: 

My{e(t) , m(t)}=Mf{e(t)}.Mf{m(t)} = e'(t)-m'(t) 

(vö. az (5) egyenlettel!). 
Ha feltételezzük, hogy v(t)?±0, akkor a (10) alap

ján: 

LogK0] = In K O l + j - J [ 1 - s i g n K O L 

Ha, m(í) = 0, akkor v(t) = 0. Azonban a mult ipl ikat ív 
szűrő bemenetére nulla ér tékű jel nem vezethető. A 
logari tmusszámításnál ezért azon pontok kellő
képpen kicsiny (<5 a; öi 2) környezetét , ahol v(t) = 0, 
nem vesszük figyelembe. A 9. ábra részletének na
gyí to t t képe és a nul lá tmenet kihagyásával keletkező 
görbe a 10. ábrán lá tha tó . A /, ( ő u ; ő i 2 ) környeze
tére nézve azonban a kézbentar thatóság 'szempontjá-
ból előírjuk, hogy |y&-~<5,-1)I = {v^+d^l legyen. 
A [ ( ' / — i n t e r v a l l u m b a n a v(t) függ
vény t a v(tt—ői;1) é'rtékkél helyettesítjük. így egy 
olyan v*(t) függvényt kaptunk, mely a v(t) függ
vénnyel — a nulla helyek ( ő a ; ő / 2 ) környezeteit 
leszámítva — megegyezik, és p*(í)#Ó. A továbbiak
ban i)(í)-vel a m á r ilyen v*(t) görbét fogjuk jelölni. 

Mielőtt továbblépnénk, foglaljuk össze jelölésein
ket, melyek egy része a 8. ábrán már szerepelt: 
v(f)—e(t)-m(t), a bemenő jel (beszédjel), . 

míg 

es 

e(f), a pozitív („burkoló") jel , 
m(í), a bipoláris je l , 

y ( / )=Log Kt)] = í5/+jDI. 
é (0=Log [«(*)]== 4 + t ó -

m(t) = Log [m(t)] =rhr + jm,., 

v'(t) =L{v(t)}, ahol .£,{•} a lineáris rendszer operátora, 
v'(t) = é'(t) + th'(t); w(t) = exp [v\t)], 
e'(0 = é; + jé;; e'(f) = exp[é'(0], 

m'(í)=m' r+jm;; m'(t) = exp [m'(Q] • 

Log 

ln\vUln{_e(t)]-fln\m(t)\-i w Tjé; 

I rendszer] I renaszen 

L _ _ J 

exp 

|H S08-HG81 

8. ábra. Bipoláris jeleket feldolgozó mult ip l ikat ív szűrő 

ed) \t(t)-e(t)mC*) 

„Burkoló" „ Rezgés „Eredő" 
|H 508-H6 91 

9. ábra. Av(t) bipoláris jel és komponensei 

V(t) 

|H 5 0 8 - H G í m 

10. ábra. A v(t), és a n u l l á t m e n e t nélküli v*(t) f ü g g v é n y 
görbéje 
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v(t)-e(t)-m(t) 

Vf^ln(e)+ln\rr^ 

v r e t + m/-

'••flji-signmty 
es et =0 

1 

konst. 

Al M Al f A "1 

\[n{é)+in\m\ 

|<b e\ = 0 

-exp |e+mj 

J2. ó i r a . A bipoláris jeleket fe ldolgozó mul t ip l ika t ív szűrő kanonikus alakja 

Az előbbi jelölésrendszer segítségével azt í rhat juk, 
hogy: 

é , = l n |'e(í)| = l n e(í), mert e(í) > 0 

t ehá t 

4=0 , 

amiből következik, hogy 

Mivel 

v'^k'dj (k értelmezése a 11. ábrán lá tha tó) , ebből 

az következik, hogy 

é'i=0. 
Ez azt jelenti, hogy e'(t) is mindig pozitív. Tehá t 

s;(0=mí(0,. 

és 

# 0 = ln |e'(0 |=ln[e'(0]. 

A viszonyokat a 11. ábrán szemléltet tük. 

3.3 A homomorf multiplikatív kompandor 

A 3.2 pón t szerinti y'(r) jel ké t tényezője, é'(f) és 
rh'(t) a lineáris rendszer kimenetén bizonyos körül
mények közöt t szétválasztható. STOCKHAM [ l l ] és 
O P P E N H E I M [2] tapasztalata szerint ugyanis be- • 
szédjel esetében ín [e(í)J és In [m(t)} olyanok, hogy 
spektrális szempontból egymástól jól elkülöníthető 
frekvenciasávokat foglalnak el. Ezé r t lineáris szűrő
vel valóban szétválaszthatók. Az idézett irodalomban 
egy 7 másodperces beszédjel számítógéppel megha
tá rozo t t logar i tmusának spek t rumát közlik, melyet 
a 12. ábra mutat. 16 Hz alatt és felett In | y(í) | spekt
ruma lá tha tóan ielentősen különbözik. A spektrum 
16 Hz alatt i szakaszát É(co)-val, a 16 Hz feletti 
szakaszát M(co)-val jelölve, É(co)-t a lassan vál tozó, 
burkoló jellegű e(/) komponensnek tu la jdoní tha t juk , 
az M(co)-t pedig a gyorsan vál tozó, v ivő jellegű m(t) 
tényezővel lehet összefüggésbe hozni. 

A 11. ábra mul t ip l ikat ív szűrőjét így kissé á ta la
k í tha t juk . Legyen a k konstans k = l; akkor a 13. 
áb rán l á tha tó L rendszer az előbbiek alapján alkal
mas er(f) és mr(t) szétválasztására. Az aluláteresztő és 

'felüláteresztő -szűrőkre a szokásos jelöléseket alkal
maztuk. A HJfi}) és HM(co) lineáris rendszerekkel az 
rhr és ér jelek sajátságait egymástól függetlenül tet
szőlegesen tudjuk alakí tani . 

Vonjuk most össze a 13. ábrán a HM(co) átvitel i 
karakter isz t ikájú szűrőt az eléje kapcsolt 16 Hz-es 
felüláteresztő szűrővel egyetlen egységgé, melynek 
átvi tel i karakter i sz t iká já t jelöljük H'M(o.))-\al. J á r 
junk el hasonlóképpen a HE(oS) karakter iszt ikájú 
szűrő esetében is; az így adódó átvi te l i karakterisz
t i ká t jelöljük H'E(a>)-\&\. 

Különösen érdekes, amikor valamely tetszőleges 
valós a =»0 állandóval 

0, ha ^ < l ö Hz 
. r 

1, ha ^ - > 1 6 Hz 

spektruma 

12. ábra. A 7 másodperces^ v(t) beszédjel logar i tmusának 
spektruma 

Log, 

A | 16 Hz 

16 Hz 

1 I Al 

VÍ = T » ; - v) = mi 

exp w(t) 

|H 508-HG (3 

13. ábra. Beszédje l eke t feldolgozó mul t ip l ikat ív szűrő 
kanonikus alakja, a l ineáris rendszer részletezésével 
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\H'E{to)\ = 
a, 

0, 

16 Hz 

ha K - > 4 6 H z 
2űT, 

A H'M(co) és H'E(pi) átvitel i karakter iszt ikájú szű
rőket egyesítsük a H(co) karakter isz t ikával jellemzett 
szűrővé a következőképpen: 

\H(C0)\: 
a, ha 

1, ha 

2TZ~ 

CD 

2n' 

16 Hz 

-16 Hz 

I l y módon a 13. ábra rendszerét megadhatjuk a 14. 
ábra szerinti formában. 

Mivel az rh(t) jel spektruma 16 Hz felett helyezke
dik el, ezért az rh(t) jel vál tozás nélkül halad á t a 
H(a>) lineáris rendszeren, tekintettel arra, hogy 

mr(t)=ln\m(t)\, 

es 

/ n i ( 0 = m ; ( 0 = ö - [ l - s i g n m ( 0 L 

Mivel az é(í) jel spektruma 16 Hz alatt helyezke
dik el, ezért a H(CÜ) szűrő kimenetén a jel ampli túdója 
a-szorosra változik, azaz 

é'(t) = a-é(t). 

Tehá t ha a 14. ábra homomorf mul t ip l ikat ív szűrő
jének transzformációja P, akkor 

m{t) = P{v(t)} = P{e(t)Mt)} = [maMt)-

Ha a < l , akkor ez a szűrő a u(t) jel dinamikatarto
m á n y á n a k csökkenését eredményezi. Ha a = - l , akkor 
a u(í) d inamika ta r tománya nő; Ha a<scl, akkor a 
mult ipl ikat ív szűrő automatikus erősítésszabályozó
kén t (AGC) működik ; tekintettel arra, hogy [e(t)]a^l, 
ha a < K l , azér t ekkor w(í)^m(t). 

Az a x < l és a 2 > l eset együttes alkalmazásával 
egy új elven működő expander és kompresszor való
s í tható meg. Ez esetben természetesen eh = — . A 

mult ipl ikat ív szűrőkből felépített kompresszor és 
expander, mélyet homomorf kompandornak nevez
he tünk , a 15. ábrán, a H^co) és H2(co) átvitel i karak
teriszt ikák a 16. ábrán lá tha tóak . 

Éles H(co) karakterisztika nem szükséges a jelek 
szétválasztásához, ami megér thető , ha a 12. ábra 
logaritmikus spek t rumára tek in tünk . Az / = 16 Hz 

v(t)-
e(t)w(t) 

Log 

H(co) 

exp 
[e(fj|-/77« 

H508-HG1W 

Í4. ábra. A 13. ábra mul t ip l ikat ív szűrője, ö s s z e v o n t 
lineáris szűrővel 

Log exp 
! vKt) 

Ai) 

Zajos 
csatorna 

exp Log y w l 

" P2 l 
1 

|H 5 0 S - H G 151 

lő. ábra. A homomorf kompandor váz lata 

\Hi (Ml- \H2(cő)\ 

\H508-HG i6\ 

16. ábra. A homomorf kompandor lineáris szűrőinek 
ideal izált átv i te l i karakter i sz t iká i 

frekvenciánál alkalmazott spektrumszétválasztás 
l á tha tóan indokolt, de semmiképpen sení kell a szűrő 
karakter isz t ikájának ideális végtelen meredekségű-
nek lennie, hiszen a 16 Hz feletti és alatti spekt rúm 
sem élesen különül el egymástól. 

A most ismertetett mul t ipl ikat ív szűrőkből fel
épí te t t „homomorf kompandor" rendelkezik bizo
nyos előnyös tulajdonságokkal. Ha ugyanis a 15. 
ábra kompresszorát és expanderé t digitális elven 
valósítjuk meg, akkor mind a kompresszió-, mind az 
expanzióviszony könnyen és pontosan vá l toz ta tha tó , 
t e h á t tetszőleges nemlineáris karakter isz t ikákat ké
szí thetünk. Ugyanakkor a kompresszió- és expanzió
viszonyok egyenlőségének biztosítása sem jelent kü 
lönösebb problémát . 

Érdemes külön is kiemelni az a<sc l-nek megfelelő, 
AGC-hez hasonlí tható kompresszió esetét. Ismeretes, 
hogy ampli túdómoduláció esetén (AM—DSB) a mo
dulál t jel teljesítményének csak mintegy felét hasz
nosítjuk információátvitelre. Ha. feltételezzük azt, 
hogy a moduláló je l beszédjel, és kihasználjuk azt a 
t ény t , hogy a beszéd érthetőségét a jel dinamika
t a r t o m á n y á n a k módosítása kevéssé befolyásolja, 
akkor az a < K l-nek megfelelő együt tha tóval működő 
kompresszor segítségével jelentős teljesítményjavu
lást é rhe tünk el. Ekkor ugyanis a modulációs mély
ség közelítőleg konstans és nagy értékű lehet, és így 
azonos adótel jesí tményt feltételezve, a kompresszió 
nélküli esethez képest az el látot t terület jelentősen 
megnő. A módszer há t ránya , hogy bár az érthetőség 
lényegében megmarad, a hangszínezet elromlik, mert 
a beszédhang teljesen monotonná válik, és így a be
szélő személyét gyakorlatilag nem lehet felisinerni. 

J 

4. Összefoglalás 

Gyakran előfordul az az eset, hogy valamely fel
adat megoldása a lineáris rendszerek elméletének 
alkalmazásával nem vezet kielégítő eredményre. 
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Ilyenkor a nemlineáris rendszerek bonyolult appa
rá tusá t szokás „segítségül h ívn i" . 

A homomorf rendszereket a lineáris és nemlineáris 
rendszerek között i „ á t m e n e t n e k " tekinthetjük:, ab
ban az értelemben, hogy ezek részben a lineáris 
rendszereknél megszokott eszközökkel írják le a 
nemlineáris rendszerek egy osztályát . A homomorf 
rendszerek a bemenetükre érkező jelek nemlineáris 
kapcsola tá t lineáris jellegűvé t ranszformálhat ják. 
A mult ipl ikat ív rendszerek a homomorf rendszerek 
alosztályát képezik. 

A mult ipl ikat ív szűrők elsősorban olyan jelek fel
dolgozására alkalmasak, amelyek k é t összetevő 
szorzataként állnak elő. Az ilyen szűrők legjelentő
sebb előnye, hogy felhasználásukkal 8 k é t kompo
nens külön-külön is a lak í tha tó . Megvalósí tásuk el
vileg mind software, mind hardware ú t o n lehetséges, 
azonban az irodalom mind ez ideig csak számítógépen 
szimulált homomorf szűrőket említ . A homomorf 
szűrők lineáris része előnyösen va lós í tha tó meg digi
tális szűrővel [12], [13], [18], bármi lyen realizációról 
is van szó. 

Függelék 

a) Algebrai struktúrák 

A z a lábbiakban megadunk néhány , a tárgykörhöz kapcso
lódó fogalmat. 

F . l . definíció [5], [6] 
A z a, £>, c, e lemekből álló S halmazt csoportnak nevezzük , ha 

ér te lmezve van benne egy bínér mfívelet (műve l e t i jele: © ) , 
amely minden S-beli a, b e l empárhoz egy aQb objektumot 
rendel ú g y , hogy 

1. aOb£S, 
2. a©(Z>©c) = (a©Z>)©c, t e t sző leges {a, b, c)£S e s e t é n ; 
3. 5 tartalmaz egy e egysége lemet , azaz olyan e elemet, hogy 

b á r m e l y agS-re aQ>e=ie®a = a; 
4. S minderi (Teleméhez van S-ben egy a~l kéto ldal i inverz, 

azaz olyan a - 1 elem, hogy a © a - i = a~1oa = e. 

H a a © b = 6 © a, akkor a csoportot definiáló m ű v e l e t kom
m u t a t í v , é s az S csoportot k o m m u t a t í v n a k vagy A B E L - c s o -
portnak nevezzük. 

F . 2 . definíció [7] 
A z a, b, c e lemekből álló R halmazt g y ű r ű n e k nevezzük , ha 

ér te lmezve yan benne k é t binér m ű v e l e t , amelyek e g y i k é t 
összeadásként , a más ika t pedig szorzásként je löljük és 

1. R k o m m u t a t í v csoport az összeadásra n é z v e ; 
2. a-b£R 
3. a:(b-c) = (a-b)-c; 

•> 4. a-(b+ c) = a-b+ a-c; (b+ c)-a = b-a+ c-a. 

H a k é t J?-beli p és q elemre p-q = 0, akkor p-t bal oldali, q-t jobb 
oldali zérusosztónak nevezzük . H a az J? gyűrű a e l eméhez talál
h a t ó olyan ű r 1 £ í j , .hogy a~l-a - e, akkor ezt az a-1 elemet az a 
elem bal oldali inverzének nevezzük . H a s o n l ó a n ér te lmezhető 
a jobb oldali inverz is. H a egy elemnek van bal oldali és jobb 
oldali inverze, akkor ezek egyen lők , és ekkor az a-1 elemet, 
melyre igaz az, hogy a-1 -a - a-a-1 = e, az a elem inverzének 
nevezzük. 

F . 3 . definíció [6] 
Testnek nevezzük az olyan egysége lemes gyűrűt , mely tar

talmaz nul látó l kü lönböző elemet, é s minden a 5^0 e l emének 
van a-1 Inverze. 

F .4 . definíció [6] . 
• K o m m u t a t í v testnek nevezzük azt a testet, melynek bár
mely a, & elempárjára: a-b = b-a. , 

F . 5 . definíció [7, 8, 10] 
Valamely Q, test (pl. a va lós vagy a komples s z á m o k teste) 

feletti T l ineáris t éren olyan halmazt értünk, amelyben értel
mezve van ké t binér m ű v e l e t , az ú g y n e v e z e t t vektorok össze
adása és a vektoroknak skalárral va ló szorzása. i 

F . 6 . definíció 
A T l ineáris t ér fogalmán egy olyan f ü g g v é n y t e r e t fogunk 

érteni , melyben az elemek ( függvények) k ö z ö t t ér te lmezve 
van egy addíciós m ű v e l e t n e k nevezett, és o -re l (olv.: kör) 
je löl t m ű v e l e t , t o v á b b á ér te lmezve van egy skalárok és vekto
rok közö t t i m ű v e l e t , melyet mult ip l ikáclós m ű v e l e t n e k neve
zünk, és * -gal (olv.: csillag) je lö lünk. A o addíciós és a * 
mul t ip l ikác lós m ű v e l e t e k t ő l e l térően a skalárok közöt t i össze
adás és szorzás m ű v e l e t é t a megszokott ér te lemben definiál
juk . Tel jesül jenek a T t ér elemeire az alábbi a x i ó m á k : 

1— 1 H a {tv, t2}£T, akkor f i O í 2 € T . 
1— 2 H a { í i ; í 2 } € T , akkor Í !Of 2 = f 2 o f i . 
1—3 H a { í i ; í 2 ; Í 3 > 6 T , akkor h o (f2 o f 3) = (íi o t2) o í 3 . 
1^-4 Lé tez ik a t érben egy Q j e lű nulla elem, melyre UoQ = U 

minden íjgr-re. (G€2'! ) 
1—5 Tetsző leges ci komplex szám esetén c i * í f g r , minden 

U € T-re. 
1—6 H a {h; f 2 } € T és ci te t sző leges komplex s z á m , akkor 

ci * (h O t2) = (ci * tí) O (ci * t2). 
1— 7 Tetsző leges c\ és c 2 komplex számok esetén (ci-j- c2) * U = 

= ( c i * f i ) 0 ( c 2 * í i ) , minden U g T-re. 
1— 8 Tetsző leges ci és c2 komplex szám esetén ci * (c2 * fj) •» 

= (ci-c2) * U, minden f4 g T-re. 
1— 9 1 * U = U, minden U € T-re, (és í g y az e lőzőekből már 

köve tkez ik , hogy 0 * U = Q, minden U £ T-re). 

A T tér legyen t o v á b b á metrikus tér , ahol a vektorok nor
m á j á t az ú n . skaláris szorzatból származtat juk. A skaláris 
szorzat jele: (t{, íj), ha {U, tj) £ T . A skaláris szorzattal és a 
n o r m á v a l kapcsolatban te l jesül jenek az a lábbi a x i ó m á k : 

2— 1 Tetsző leges ci komplex szám esetén (ci * í i , í 2 ) = c i - ( í i , í 2)» 
minden {ti, í 2 } g T - r e . 

2— 2 (íj O t2; ts) = ( í j , f s ) + ( í 2 , í 3 ) minden { í i ; < 2; ts) € T-re. 

2—3 (í i , í 2 ) = ( í 2 , í i ) , minden {h; í 2 } g T - r e , ahol a fe lü lvonás 
komplex í<-k esetén konjugá lás t jelent. 

2— 4 (íj , í«) = 0, akkor és csak akkor, ha U = Q, é s (ti, U)>X), 
minden í i £ T ese tén , ha U^Q-

3— 1 A U vektor normája : 1| = y(fi, í 4)a= 0, minden U£T 
esetén , ill. || U1= 0, akkor és csak akkor, ha U —Q. 

3—2 Tetsző leges ci komplex s z á m ese t én | | c i * U | | = | c i | • | | í i ] | , 
,minden U £ T mellett. 

3—3 I I Í Í + Í Í H I Í Í I I + P Í I I , minden { í 4 ; í,},g T esetén . 
A z í g y definiált l ineáris metrikus X je lű t érben a vektorok 

t á v o l s á g á t a k ö v e t k e z ő egyenlet definiálja: 

u-Xt^tf1 J|, 

ahol a t^1 ún . inverz elemre te l jesül az, hogy 

E z u tóbb i egyenlet az 1—1 és 1—9 a x i ó m á k b ó l következ ik . 

b) Komplex logaritmusképzés r : 

H a a 3.1. pontban eml í t e t t fé l téte lek (1, 2, és 3) te l jesülnek 
a p(í) ' függvényre, t o v á b b á ha a komplex logar i tmusfüggvény 
def iníc ióját az alábbi formában t ek in t jük: 

v(í) 
f dz 

logy(í)=J — = ü(t) = vr+}Ot, ( F . l ) 

i 
é s az integrálási útra előírjuk, hogy az z = 1-től Z = p(ío)-ig a 
va lós tengelyen haladjon, u tána pedig z = y(í)-ig kövesse a 
v(t) görbe út ját , (lásd az F . 1. ábrát) ú g y a logaritmus képzésé 
nek egyér te lműségé t — le számí tva a 2n többszöröseire vonat
kozó többér te lműsége t — biz tos í to t tuk . 
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Re(y) 

F. 1. ábra. A z integrálás út ja a komplex logaritmus 
meghatározásához ; z = 1-től z== v(to)-ig*a va lós tengely 

B i z o n y í t h a t ó [2], [9], hogy az integrálási görbére és a v(i) 
jelre jtett ezen előírás va lóban biztos í t ja a 

Log (oi-»a) = Log Log (y 2 ) 

egyenlőség te l jesülését , ahol a Log (x) a v(t) jelre felsorolt 
m e g k ö t é s e k esetén az ( F . 1) egyenlet szerinti komplex loga
r i tmusképzés t jelöli. 

A z ( F . 1) egyenlet á ta lak í tha tó a k ö v e t k e z ő alakra: 

és 
u r = ln \v\ ( F . 2) 

J ^ ^ b r b ( F - 3 ) 

ahol az ( F . l ) szerinti je lö léseket használ tuk . [2], [9] 
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