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Mivel az elektromágneses hullámok inhomogén kö­
zegekben való terjedésének vizsgálata nemcsak idő­
szerű, hanem eredményei mellett számos nyitott 
kérdéshez is vezetett, ezért szükséges a várhatóan 
általános konzekvenciákkal is járó kérdések további 
elemzése. A korábbiakhoz hasonlóan [1, 2, 3, 4] to­
vábbra is menokromatikus jelet vizsgálunk, azaz 
exp (ftot—cp) típusú megoldást keresünk. E megoldás 
egzisztenciájának kérdésével nem foglalkozunk, mivel 
a konkrét feladat közegjellemző és peremfeltétel függ­
vényeinek vizsgálata döntheti el [3], hogy létezik-e 
a keresett alakú megoldás. Mivel azonban a Floquet-
elmélet szerint [5] tisztázott, hogy F(x + p,) = F(x)eJ'p' 
i'=l, 2, 3 alakú megoldás egzisztencia-feltétele az 
m=f('Pv 92' V3) diszperziós egyenlet létezése, ezért 
különös hangsúlyt helyezünk diszperziós egyenleten 
alapuló vizsgálatokra. A címnek megfelelően — fi­
gyelve a diszperziós egyenletekre — megvizsgáljuk -
az erős és gyenge inhomogenitásokra vonatkozó osz­
tályozást az egyenletek megoldása szempontjából. 
Ahhoz, hqgy ezt megtehessük először elemezni kell 
a diszperziós egyenleteket. 

Vizsgálataink során a közeg-elektromágneses hul­
lám kapcsolatot lineárisnak tekintjük, azaz a per-
meabilitás, permittivitás, stb. mennyiségek nem füg­
genek az elektromágneses tér nagyságától, fázisá­
tól stb., legfeljebb a jel frekvenciájától. 

/. Az eddigi felosztás vizsgálata 

Az eddigiekben [1, 3, 4, 6] azt az általánosan szo­
kásos módot használtuk az inhomogénitásoknak erős 
és gyenge osztályba való sorolásnál, amely a Maxwell-
egyenletekben szereplő deriváltak alaki vizsgálatán 
alapul. Ez röviden a következő: 

F=F0e^a"t-^ (1) 
alakú megoldást keresünk, ahol F a keresett elektro­
mos, illetve mágneses térerősség stb. vektora, 
F 0 az amplitúdó vektor (általánosan értelmezve), 
co0 a monokromatikus jel frekvenciája, t az idő, 

'q> a fázisfüggvény. A közegjellemző (permeabilitás, 
permittivitás stb.) tenzorok komponenseit jelöljük 
a ( / rval. Ekkor a Maxwell-egyenletekben — 

V x H = J + £0 

8D 
dt 

7xE=fj,0 

8B 
8/ 

(2) 

VB=0 

VD = Qle0 

ahol E az elektromos térerősség, H a mágneses tér­
erősség, D az eltolási vektor, B az indukció, s0 és jj,0 

a vákuum permittivitása és permeabilitása értelem­
szerűen, J az elektromos áramsűrűség, Q az elektromos 
töltéssűrűség — a differenciálásokat elvégezve az 
alábbi típusú tagokat kapjuk [3]: 

1 8a,, 
- + -

1 8F, 
dxi Fok dxi 

k _ / | ? L ^ 
Ci

 1 dxj , k * 
(3) 

ahol xt a független változókat jelenti. 

Tudjuk, hogy homogén esetben-~-=k i= állandó és 

(3) a (—jkfllk Fk) ismert alakra vezet. 
Legyen a továbbiakban a közegjellemző változása a 

X hullámhosszal összemérhető távolságon kicsi, azaz 

8a;, 

ahol r\ elemien kicsi mennyiség. (3)-at A-val szorozva 
és az egyes tagok nagyságát becsülve [3]: 

l . ( 3 ) J j L + - 2 - - / f e j 

Fk\X~-KkiaikFk)X (4) 

így gyengén inhomogénnek neveztük azon köze-

geket, ahol a melletti többi tag elhanyagolható 

és erősen inhomogénnek, ahol ezt nem tehettük 
meg. 

Önkényesnek tűnik azonban, ha részletesen meg­
nézzük a (4) összefüggést, hogy bármennyire is kicsi­
nyek az elhanyagolt tagok, mivel /-vei nincsenek 
szorozva, ezért nem feltételenül indokolt, hogy fon­
tosságuk és nagyságuk megbecslésekor /-vei szorzott 
tag nagyságához mérjük azokat. (Fizikailag is eltérő 
a jelentésük, hiszen az amplitúdó, illetve a fázis 
menetét, változását írják le.) 

Állítás 

Mivel csak homogén esetben tűnnek el a (4)-ben 
/-vei nem szorzott tagok és láthatóan bármely inho-

Beérkezett: 1976. X . 2. 
mogenitásnál megjelennek és a •vei össze-
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mérhetőek, a fenti — általánosan elfogadott — 
módon csak a kvázi-homogén közegeket definiáltuk. 

Az inhomogenitások osztályozása így megoldandó, 
feladat. 

II. A Maxwell-egyenletek alakja 

A jelzett feladat megoldásához a Maxwell-egyen-
leteket kell megoldani terjedő elektromágneses jel 
esetén. Kezdjük ezért a vizsgálatot a (2) egyenletek 
alakjának elemzésével. Vizsgáljuk meg a J és a Q/S0 

tagok szerepét. A hullámtani számításokban szokásos 
általános eljárás [1, 3, 6, 7, 8] bemutatására a plaz­
mában való terjedésnél használatos leírási módot 
alkalmazzuk. 

a) Mindenekelőtt meg kell jegyezni, hogy a két 
említett tagra érvényes a folytonossági egyenlet: 

rotH=J,+ e0 

8D 

div rot H = 0 = div J + e0 div j 
Másrészről 

divD: 

Tehát amíg feltehetjük, hogy 

8 
dt (divD), (5) 

addig a szokásos formában érvényes a folytonossági 
egyenlet. (Ezért időben változó, inhomogén vagy 
időben „gyorsan", illetve „különlegesen" változó 
közegeknél a folytonossági egyenlet alakjai érvé-
vényességének vizsgálata fontos feladat.) 

Innen esetünkben, feltéve (5) érvényességét 

(6) 

b) Előmágnesezett plazmában tudjuk [7, 8 stb.], 
hogy 

J = C T E 

ahol a a vezetőképesség tenzora. 
Ekkor a plazmában — más hatás nem lévén addig, 

amíg linearizálható [3, 4, 6, 7] — 

rot H = CTE + e0 

3E 
dt 

es innen 

rot H = = e 4(H § l d í + E ) = í 
m 

' 8í * 

Ha exp (jco0t) változást tételezünk fel, akkor 

( g k

= ^ _ 
rot H=/£ 0co 0 [-1 E=/e0co0eE. 

Ez egyben az f permettivitás definíciója ez eset­
ben. 

c) Tudjuk, hogy a közegjellemzők levezetése egyéb 
esetekben is teljesen hasonló jellegű. így általában is 
bevezethetjük — amíg matematikailag egyáltalán 

értelmes — az eltolási vektor általánosított definí­
ciójaként, a hullámterjedési vizsgálatok céljára, hogy 

s0 1 J d í + D 

(7)-et más alakban is használhatjuk: 

8 ^ _ - 8D 
£ o ~é7~ J + e °ar 

Határozzuk meg <Z> divergenciáját: 

(7). 

(8) 

Jdí +divD = 

ivJ)dt+divD. 

Amíg (6) teljesül, addig, (2) utolsó egyenletét is 
figyelembe véve: 

t 

div<2> e0 í ( dt] 
dt+^O (9) 

Tehát, ha az eltolási vektort (az általában kialakult 
gyakorlatnak megfelelően) ezentúl mindig (7), illetve 
(8) szerint értelmezzük, akkor: 

Állítás ^ 

Hullámtani vizsgálatokban az általánosság megszo­
rítása nélkül elegendő a Maxwell-egyenletek 

- 8D 
8í VxH=e 0 

V x E = - f t 

VB=0 

VD = 0 

8B 
dt 

(10) 

alakú felírása, ahol D a (8)-ban (D-vel azonos módon 
definiált. Így minden „közeghatás" D-be és H-ba 
tömörített (az aktív generáló hatásokat is beleértve). 
Az állítás jelen formájában mindaddig igaz, amíg (6) 
igaz. 

Megjegyzés 
A (6) teljesülése nemcsak a vizsgált jelenségtől, ha­

nem az alkalmazott modelhez tartozó közegjellemző­
ket leíró függvényektől (illetve disztribúcióktól) is 
függ. 

A (10) alakú felírás egyes gerjesztési kérdések vizs­
gálatánál lehet, hogy nem célszerű. 

A továbbiakban a (10) alakú Maxwell-egyenletek-
kel dolgozunk. 

d) Mielőtt (10) alapján áttérnénk a diszperziós 
egyenlet elemzésére, néhány, a további megállapítások 
érvényességi körét korlátozó megállapítást kell tenni. 
Az eredmények általánosítási módjára már mutat­
tunk módszert [3, 4, 9], azonban az általánosítás 
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elvégzése további feladat. Erre a jelen cikkben nem 
kerül sor. 

d. 1) A jelenlegi vizsgálatban szigorúan monokro­
matikus jelet tételezzünk fel. Erre és a II/a pontra 
való tekintettel az időben változó közegekben való 
terjedés tárgyalását a jelenlegi vizsgálatból kizárjuk, 
mivel általános S(co) spektrumű jelek vizsgálatát igé­
nyelné. 

d. 2) A továbbiakban általános — bianizotróp — 
közegeket vizsgálunk, de ez esetben kirekesztjük 
a vizsgálatok köréből a mozgó közegeket. Ennek 
oka: Az áramló közegekre formálisan felírva a Max-
well-egyenleteket, azok bianizotróp alakot mutatnak 
[5, 10, 11, 12, 13, 14]. Ezért be szoktak vezetni 
bianizotróp, általános törésmutatót. E leírás azon­
ban minden Doppler-hatást teljesen eltűntet. Ha 
valamiért jónak látják, akkor a Doppler-effektust 
külön összefüggésekkel veszik figyelembe [15, 16]. 
Ezek az eljárások önkényesek, s ellentmondanak 
a relativitás-elmélet szemléletének [3, 4]. 

Ezen túlmenően a szokásos vizsgálatok további 
nehézséget is felvetnek. Ezek egyike formai eredetű. 
A bianizotróp összefüggés E , D, B és H között 3-di-
menziós vektorokkal bonyolult alakban írható le, 
a relativitás-elmélet 4-dimenziós elektromágneses 
tenzorai között formálisan sem adták meg. Ezért 
általában [5, 10, 11, 12, 13, 14] 6-dimenziós, egy 
3- dimenziós elektromos és egy 3-dimenziós mágneses 
komponensből előállított vektorok között adják 
meg az ekkor egyszerű bianizotróp összefüggést, 
ami 6-dimeziós tenzor alakú, s a továbbiakban 
6-dimenziós vektorokkal számolnak. E formális 
tárgyalás azonban lényegi ellentmondásban van a 
4- dimenziós elektromágneses tenzorral [17], ezért 
minden további nélkül nem tűnik célravezetőnek 
az alkalmazása. 

A másik nehézség, hogy a mozgó közegekben való 
elektromágneses hullámterjedés pontosabb vizsgá­
latai lényeges ellentmodásokat hoztak (síkhullám fá­
zissebességének transzformálódása stb.) [17, 18, 19 
20], s ezeket véglegesnek mondhatóan nem oldották 
fel. Nem hozott megoldást az egyes közegek jellem­
zőinek (permeabilitás, permittivítás stb.) relativisz-
tikus körülmények közötti vizsgálata sem [17, 21]. 

E nehézségek oka szemléletesen a D és H beveze­
tésénél látszik. A terjedő energia megjelenési formái­
nak „álló" megfigyelő esetében lehetséges szétválasz­
tását „mozgó" megfigyelőre úgy átvinni, hogy a szét­
választás formáját is definíciószerűen előírjuk, nem 
indokolt [3, 22]. Ezért csak az összenergia transz­
formálásán alapuló tárgyalás fogadható el. Erre 
más cikkben visszatérünk. 

A fizikai képet szem előtt tartva korábban sikerült 
a gyakorlati vizsgálatok számára megfelelő sugár­
követési módszert adni mozgó közegek esetében 
(relativisztikus sugár-követés) [3, 24], amely számos, 
„rendhagyó" frekvenciaváltozás [27, 28? 29, 30, 31, 
32] konzisztens és egységes magyarázatát is meg­
adta [23, 24, 25, 26], s következtetéseit később pél­
dául a Pioneer—6 kísérlet [33, 34] igazolta [40]. 
így jelen esetben kizárhatjuk vizsgálataink köréből 
a mozgó közegeket, s az eredményeket később 
a fentieket szem előtt tartva általánosíthatjuk. 

A diszperziós egyenlet alakjai 

a) Korábban [3, 4, 35] a diszperziós egyenletet 
időfüggetlen, nem mozgó, új definíciónk szerint 
kvázi-homogén esetben levezettük az alábbiak sze­
rint: 

Továbbá legyen 

K = grad q> és D=eE 

B = p í í 

Ekkor (10) a kvázi-homogenitást is figyelembe véve 
átírható: 

K X H = — co0e0eE 

K x E = cu0iu0/ZH 

/i 0 K/!H = 0 

=0 

Innen, ha [4] 

A = K X ( K X . . . ) > e = I+e, 

P = K x e . . . , ju = f + rri 

M = K X f f i . . k 0 = a > o y e 0 ( i 0 , 

akkor E-re vagy H-ra kifejtve — azonos módon — 
az egyenleteket, a nem triviális megoldás létét az 
ekvivalens módon kapott két (egyenértékű) diszper­
ziós egyenlet (egyikének) teljesülése biztosítja. Ezek: 

e 0KeE: 

vagy 

| - + A07lj + P ^ + / r 0 s j M 

= 0 

=0 

(11) 

Két nem lezárt kérdés azonban (ll)-gyel (és leveze­
tésével) kapcsolatban maradt. Az egyik, hogy a két 
diszperziós egyenlet ekvivalenciája a levezetésből 
ugyan következik, de közvetlenül nem látható be. 
A másik, hogy a (11) adott formában való létezéséhez 
az egyes determinánsokra teljesen általánosan nem 
feltétlenül teljesülő megkötéseket kell tenni. _ 

Hipermátrixok determinánsa ugyanis, ha az A mát­
rix invertálható és a második lépés megtételekor fel­
tételezzük, hogy a mátrixok felcserélhetőek [36]: 

A 

C 

B 

D 

1 
CA- 1 

A B 

Ö ( D - C A r 1 ! ) 
=0 (12) 

illetve a felcserélhetőséget is kihasználva innen 

A B 

G D 
= | A D - C B I = 0 (13) 

A nullával való egyenlővé tétel (12)- és (13)-ban 
csak a diszperziós egyenlet felírásakor szükséges! 
(12) és (13) alapján láthatjuk, hogy a (11) alakjai 
és még más alakok is levezethetők, ha megkötéseket 
teszünk az egyes mátrixokra. E megkötések azonban 
egészen általánosan nem tehetők meg. 
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b) Fontos, hogy a) alapján látható az is, hogy 
6-dimenziós formális leírást ugyan alkalmazhatunk;, 
de a valódi kifejtéskor visszatérünk a 3-dimenziós 
alakra, s e visszatérésnél körültekintően kell eljárni. 

c) A továbbiakban a tárgyalásmódot tekintve ál­
talános érvényűén, az egyes tenzorokra tett megkö­
tések nélkül nézzük meg az időben nem változó és 
nem áramló, kvázi-homogén közegekre érvényes 
diszperziós egyenleteket. Egyidejűleg bebizonyítjuk 
a különböző alakok ekvivalenciáját közvetlenül is. 

Az általánosság kedvéért bianizotróp közegeket 
vizsgálunk, ahol 

D=eE+«H (14) 

vagy a fizikailag összetartozó (E, B) párosítás mel­
lett 

D ' P L ' E ' 
. H . J Q . . B . 

ahol 

(15) 

(16) e = P - L Q - 1 M ; K = L Q " 1 ; 

Ekkor a Maxwell-egyenletek: 

K X H = - £ü0s0(lE+xH) 1 

K x E = o)o[ji0(vÉ+pH) (17) 

K(IE + xH) = 0 
_ _— _ ' *-
K ( V E + ÍIH)=0 

ahöl a (17) utolsó két egyenlete automatikusan tel­
jesül, tehát elhagyható. 

Bevezetve a 

K = 
0 - K 3 K 2 

K3 0 - K 2 

- K 2 K x 0 
A = KK (18) 

jelölést az egyenletek átrendezhetők 

(K + co0e0̂ )H + « 0 e 0 ÍE = 0 

(K - (o0[x0v)E - co0fA,ÖfiH = 0 (19) 

Innen E-re vagy H-ra kifejtve (19)-et akkor léte­
zik nem triviális megoldás, ha 

vagy 
| (K + co0e^)fi !(K - a>0jty) + Kge \ = 0 

| (K - cw0ju0f)f _ 1 ( K + co0e^) + A§u | = 0 
(20) 

Eközben a tenzorok teljesen általánosak lehetnek. 
e - 1 , és a többi tényező-tenzorok inverze meg­

kötés nélkül létezik, mivel 

I=F+e , ^=1 —in; 

s ez egyébként belátható az anyagjellemzők leveze­
téséből is. (Ezalól csak egyes veszteség-mentesként 
idealizált rezonanciaesetek kivételek. Ha ilyenkor 
ragaszkodunk a már semmiképp el nem elhanyagol­

ható veszteségek elhanyagolásához, akkor meg kell 
vizsgálni, hogy melyik egyenlet-alak létezik a (20) 
lehetséges változatai közül.) 

1. állítás 

A (20) egyenletek ekvivalenciája az inverz-tenzorok 
léte miatt triviálisan belátható. 

2. állítás 

Mivel azonban |K|=0, K _ 1 nem létezik. Ezért 
elhagyva a bianizotróp tagokat, az egyes egyenlet­
átrendezések (20) most már bizonyítottan ekvivalens 
alakjai között nem végzehetők el. Az ekvivalencia 
bianizotrópnál egyszerűbb esetben közvetlenül nem 
látható be. 

Megjegyzés: Megvizsgálva (19) hipermátrixának 
tenzorait, egyszerűen belátható, hogy azok általában 
nem cserélhetők fel. Ezért a pont ezekre az esetekre 
javasolt [5, stb.] 6-dimenziós formalizmus nemcsak, 
hogy formálisan ellentmond a 4-dimenziós relativisz-
tikus képnek, hanem megnehezíti átszámításokat is I 
(Azonban ez nem jelenti azt, hogy hibás eredménye­
ket hoz automatikusan a 6-dimenziós tárgyalás, 
s így további vizsgálódást érdemel.) 

/ V . Erős inhomogenitások 

a) Ha az inhomogenitás nem tekinthető kvázi-
homogénnek, abban az esetben a (3)-ban szereplő 
összes tagot figyelembe kell venni. Ebben az esetben 
alkalmazható a terjedő elektromágneses hullámkép 
meghatározására az inhomogén alapmódusok mód­
szere [3, 4, 38, 39]. Az összefüggéseket terjedelmük 
miatt ebben a cikkben nem ismételjük meg, korább­
ról ismertek. Azonban ezen egyenletek jellemzője, 
hogy magasabbrendű derivált sehol nem fordul elő 
bennük I Ez megkülönbözteti ezt a vizsgálati módot 
a továbbiaktól, s egyben korlátozza alkalmazási 
körét. 

b) Erősebb inhomogenitások esetén, kevés korlá­
tozó megkötést téve, a IV/a-tól eltérő módon is 
eredményre lehetett jutni [3, 9]. Ha nem hanyagol­
juk el a magasabb rendű deriváltakat, akkor egyszerű 
anizotróp esetben (I vagy Ji jellemzi magában a kö­
zeget). _ _ 

|X+Ap-/XGradK + 7K.f)K=0 (21.a) 
illetve _ 

| Á + ^ - / ' ( G r a d K + V K - I ) | =0 (21.b) 
alakú diszperziós egyenlethez jutunk. Lényeges, az 
hogy ebben az esetben nemcsak a K=grad<p, hanem 
annak deriváltjai is szerepelnek. 

c) Ezen túlmenően ugrásfüggvények esetén (su­
gárkövetési módszer) sikerült általános módszert 
adni a terjedő jel meghatározásához [3, 4, 38, 39]. 
Ebben az esetben — többszörös törésl-tükrözési 
törvény — az ugrásnál (nagyon erős inhomogenitás) 
a magasabbrendű deriváltak szintén megjelentek. 

Hasonló jelenséget mutatnak a nem hullámterje­
dési célú, de a Maxwell-egyenleteket disztribúciók 
jelenlétében elemző első vizsgálatok [37]L 

d) Ha ezek után a közegjellemzőket (1, x, v és jtt) 
és a rotáció képzést (Vx . . . = K y . . . ) operátorként 
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értelmezzük, akkor például E-re kifejezve a Maxwell-
egyenleteket, a következő alakot kapjuk: 

I- 1(K v-/co 0e 0I)^-XK 7+/w 0/í 0P)E==AgE (22) 

(H-ra ekvivalens alakban létezik az egyenlet.) Jelen 
esetben eltekintünk a (22) egyenlet további elemzésé­
től, csak azt állapítjuk meg ismételt alkalma­
zását látva, hogy erős inhomogenitások esetén álta­
lában nemcsak az elsőrendű, hanem a másodrendű 
deriváltak is szereplnek. 

Gyengébb inhomogenitások esetén a másodrendű 
deriváltak kiesnek (a vegyes másodrendű deriváltak 
egyenlősége stb. ok miatt), illetve elhanyagolhatók. 

V. Következtetések 

1. Valóban inhomogén közegekben a terjedő jelnek 
a fázisát (deriváltja a terjedési vektor) és az amplitúdó 
vektorát egyaránt befolyásolja a közeg. 

Ha az amplitúdó-változásokat elhagyhatjuk, akkor 
a jelenséget célszerű kvázi-homogénnek nevezni. 

Az inhomogén (gyengén inhomogén) és az erősen 
inhomogén közegeket tárgyalásuk során az különböz­
teti meg egymástól, hogy a Maxwell-egyenletek meg­
oldásakor (el nem hanyagolható módon) megjelen­
nek-e a szereplő mennyiségek (például: fázis) má­
sodrendű deriváltjai is, vagy sem. 

2. Közvetlenül bizonyítottuk az E-re és H-ra 
kifejtett Maxwelle-egyenletekből adódó diszperziós 
egyenletek ekvivalenciáját. 

3. Vizsgálódásaink szerint a bianizotróp esetben 
sokszor kedvelt 6-dimenziós formalizmus részben 
nem jár valódi számítási egyszerűsítésekkel, részben 
formálisan nem illeszkedik a helytállónak elfogadott 
fizikai elméletekhez. Ezért használatától vagy cél­
szerű eltekinteni, vagy nagyon körültekintően kell 
eljárni. (A 6-dimenziós leírásmód esetleges fizikai 
tartalmának — nem várható — kimutatása azonban 
messzemenő konzekvenciákkal járna.) 
i 
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