DR. FERENCZ CSABA
Urkutatasi Kormanybizottsag

Elektromagneses hullamterjedes 1nhomogen

kozegekben:

Gyenge és erds mhomogemtasok

Mivel az elektromigneses hullamok inhomogén ko-
zegekben val6 terjedésének vizsgalata nemcsak id6-
szerli, hanem . eredményei mellett szdmos nyitott
kérdéshez is vezetett, ezért sziikséges a varhatéan
4ltaldnos konzekvencidkkal is jaré kérdések tovabbi
elemzése. A kordbbiakhoz hasonléan [1, 2, 3, 4] to-
vabbra is menokromatikus jelet vizsgalunk, azaz
exp (foof—g) tipusu megoldast keresiink. E megoldas
egzisztencidjanak kérdésével nem foglalkozunk, mivel
a konkrét feladat kozegjellemzé és peremfeltétel fiigg-
vényeinek vizsgilata dontheti el [3], hogy létezik-e
a keresett alaki megold4s. Mivel azonban a Floquet-
elmélet szerint [5] tisztazott, hogy F(x+p,)=F(x)e/
i=1, 2, 3 alaki megold4s egzisztencia-feltétele az
o=f(p;, @y ;) diszperzios egyenlet létezése, ezért
kiilonos hangstlyt helyeziink diszperziés egyenleten
alapul6é vizsgélatokra. A cimnek megfeleléen — fi-
gyelve a diszperzidés egyenletekre — megvizsgaljuk
az erds és gyenge inhomogenitasokra vonatkozo6 osz-
talyozast az egyenletek megolddsa szempontjabol.
‘Ahhoz, hogy ezt megtehessiik elészér elemezni kell
a diszperzios egyenleteket.

Vizsgalataink sordn a kozeg-elektromagneses hul-
l4im kapcsolatot linedrisnak tekintjiik, azaz a per-
meabilit4s, permittivitas, stb. mennyiségek nem fiig-
genek az elektromagneses tér nagysagatol, fazisa-
tol sth., legfeljebb a jel frekvencigjatol.

1. Az eddigi felosztds vizsgdlata

Az eddigiekben [1, 3, 4, 6] azt az éltalénosan szo-
k4sos modot hasznaltuk az inhomogenit4soknak erds
¢és gyenge osztilyba val6 sorolasnal, amely a Maxwell-
egyenletekben szerepl$ derivaltak alaki vizsgalatan
alapul. Ez rov1den a kovetkezd:

F= Foel(wof —9)

(1)

alakt megoldast keresiink, ahol F a keresett elektro- -

mos, illetve mégneses térersség stb. vektora,

Fy, az amplitad6 vektor (4ltaldnosan értelmezve),
w, a monokromatikus jel frekvencidja, f az idd,
‘@ a fazisfiiggvény. A kozegjellemz8 (permeabilitas,
permittivitds stb.) tenzorok komponenseit jelsljiik
ay-val. Ekkor a Maxwell-egyenletekben —

o
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UxH=J+¢,

VXE=p,
2
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VB=0
VD =0/e

ahol E az elektromos térerdsség, H a magneses tér-

erbsség, D az eltolsi vektor, B az indukcio, &, és
a vakuum permittivitdsa és permeabilitasa értelem-

szerlien, J az elektromos aramsfiriiség, p az elektromos

toltéssilirliség — a differencidlasokat elvégezve az
alabbi tipusa tagokat kapjuk [3]:
1 8a, 1 OF o .aqo)
—_—— —a,F 3
(a,.k or, ' F,, ox I, Dk @)

ahol x, a fiiggetlen valtozokat jelenti.

Tudjuk, hogy homogén esetbena =k,= 4lland6 és

oz;
) a (—jka, F,) ismert alakra vezet.

Legyen a tovabbiakban a kozegjellemz6 valtozdsa a
 hull4dmhosszal dsszemérheté tavolsigon kicsi, azaz

%Zgn

day,= 5

ahol 7 elemien kicsi mennyiség. (3)-at A-val szorozva
és az egyes tagok nagysagat becsiilve [3]:

‘ (o

0
= —;(6‘” F) R (MY

fgy gyengén inhomogénnek neveztiik azon koze-

+..__

A (3)= [ai 7,

4

geket, ahol a ]g melletti tobbi tag elhanyagolhaté

és erfsen 1nhomogénnek, ahol ezt nem tehettiik
meg.

Onkényesnek tlinik azonban, ha részletesen meg-
nézziik a (4) osszefiiggést, hogy barmennyire is kicsi-
nyek az elhanyagolt tagok, mivel j-vei nincsenek
szorozva, ezért nem feltételeniil indokolt, hogy fon-
tossdguk és nagysaguk megbecslésekor j-vei szorzott
tag nagysagahoz mérjitk azokat. (Fizikailag is eltér6
a jelentésiik, hiszen az amplitado, illetve a fazis
menetét, valtozasat irjak le.)

Allitas

Mivel csak homogén esetben tlinnek el a (4)-ben
j-vei nem szorzott tagok és lathatéan barmely inho-

mogenitdsnal megjelennek és a (-g%—k,)-vei ossze-
, _ :
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s mérhetoek a. fenti — éltalénosan elfogadott —

médon csak a kvazi-homogén kozegeket definigltuk.
Az inhomogenit4sok osztdlyozésa igy megoldando.

- feladat. .

II A Maxwell—egyenletek alakja

A jelzett feladat megoldasahoz a Maxwell-egyen~
leteket kell megoldani terjedd elektromigneses jel
esetén. Kezdjiik ezért a vizsgilatot a (2) egyenletek
alakjanak elemzésével. Vizsgaljuk meg a J és a g/g,
tagok szerepét. A hullaimtani szamitdsokban szokasos
Altaldnos. eljaras [1, 3, 6, 7, 8] bemutatasara a plaz-
méban valé terjedésnél hasznalatos leirasi modot

‘alkalmazzuk.

a) Mindenekel6tt meg kell jegyezni, hogy a két
emlitett. tagra érvényes a folytonossigi egyenlet:

— = oD
-rotH=J+ eoﬁ
divrot H=0=div J+¢, dlv(ag)
M4srészrél
divD=2.
& -
Tehit — amig feltehetjiik, hogy
oD 9, .. =
le( o ) ‘—éz(dlv D), )

addig a szokasos formaban érvényes a folytonossagi

egyenlet. (Ezért id6ben valtozd, inhomogén vagy

id6ben ,,gyorsan”, illetve ,kiilonlegesen” valtozé
kozegeknél a folytonossigi egyenlet alakjai érvé-

vényességének vizsgalata fontos feladat.)

Innen esetiinkben, feltéve (5) érvényességét

89

Vi (6)

b) Elémagnesezett plazmaban tudjuk [7, 8 stb.],
hogy

| J=5E
ahol @ a vezetSképesség tenzora.
Ekkor a plazmiban — m4s hatds nem lévén addig,
amig linearizalhaté [3, 4, 6, 7] —
= .= @E
‘ rot H = oE+¢, 5
és innen
= 9f1 (= . =) oD
rotH—eoﬁ(;;J‘ oE dt-{—E)—so—a—t—.
Ha exp (jw,f) valtozast tételeziink fel, akkor

——— . o
rot H=je w, (fsowo

+T)'E‘= eqogFE.

"Ez egyben az z permettivitds definicioja ez eset-
ben.
¢) Tudjuk, hogy a kozeg]ellemzok levezetése egyéb
esetekben is teljesen hasonlé jellegli. Igy 4ltaldban is
bevezethetjilk — amig matematikailag egyéltalan
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értelmes — az eltolé51 ‘vektor éltalénosnott deflm- '
c101aként a hullémter]edé51 Vlzsgélatok céljara, hogy

@=_me+D o
(7)-et més alakban is hasznélhat]uk:

D - oD

& .BT=J+€0—81‘— - ®

Hatarozzuk meg 2 d1vergenc1é]ét

div @:—dlv( fJ dt)-{—dlv D=

=— j (dlv J)dt+ div D.

Amig (6) teljesiil, addig, (2) utolsé egyenletét is
figyelembe véve:
op

¢
== 1 :

avm=1 [ (-2 ©

Tehat, ha az eltolasi vektort (az 4ltalaban kialakult

gyakorlatnak megfeleléen) ezenttl mindig (7), illetve
(8) szerint értelmezziik, akkor:

.

Allitas

L -

HullAmtani vizsgalatokban az 4ltaldnossdg megszo-
ritdsa nélkiil elegendé a Maxwell-egyenletek

(10)

VD=0 ,
alaka felﬁ‘ésa, ahol D a (8)-ban /D-vel azonos médon

defini4lt. igy minden ,kozeghatds” D-be és H-ba
tomoritett (az aktiv generdlé hatasokat is beleértve)

Az 4llitas jelen formajdban mindaddig igaz, amig (6)
_igaz.

Megjegyzés

A (6) teljesiilése nemcsak a vizsgilt jelenségtol, ha-
nem az alkalmazott modelhez tartozé kozeg]ellemzo-
ket lefrd fiiggvényektdl (illetve dlsztrlbucwktol) is
fiigg.
A (10) alaku felirds egyes gerjesztési kérdések vizs-
galatanal lehet, hogy nem célszerd.
A tovabbiakban a (10) alaka Maxwell-egyenletek-
kel dolgozunk.
d) Mielstt (10) alapjan Attérnénk a diszperziés

. egyenlet elemzésére, néhany, a tovabbi megallapitisok

érvényességi korét korlatozo megéllapltést kell tenni.
Az eredmények #ltaldnositdsi médjara mar mutat-
tunk modszert [3, 4, 9], azonban az éltalénosnés
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elvégzése tovabbi feladat. Erre a jelen cikkben nem
‘keriil sor.

d. 1) A jelenlegi vizsgilatban szigortan monokro-
matikus jelet tételezziink fel. Erre és a II/a pontra
valo tekintettel az idében valtozé kozegekben vald
terjedés targyalasat a jelenlegi vizsgalatbél kizarjuk,
mivel altaldnos S(w) spektrum jelek vizsgdlatat igé-~
nyelné.

d. 2) A tovabbiakban 4ltaldnos — bianizotrop —
kozegeket vizsgdlunk, de ez esetben kirekesztjilk
a vizsgalatok korébdl a mozgd kozegeket. Ennek
_oka: Az dramlé kozegekre formalisan felirva a Max-
well-egyenleteket, azok bianizotrop alakot mutatnak
[5, 10, 11, 12, 13, 14]. Ezért be szoktak vezetni
bianizotrop, altaldnos térésmutatot. E leirds azon-
ban minden Doppler-hatist teljesen eltlintet. Ha
valamiért jonak latjak, akkor a Doppler-effektust
kiilon osszefiiggésekkel veszik figyelembe [15, 16].
Ezek az eljardsok oOnkényesek, s ellentmondanak
a relativitas-elmélet szemléletének [3, 4].

Ezen talmenden a szokisos vizsgilatok tovabbi
nehézséget is felvetnek. Ezek egylke formai eredetd.

A blanlzotrop osszefiiggés E, D, B és H kozott 3-di-
menziés vektorokkal bonyolult alakban irhaté le,
a relativitds-elmélet 4-dimenziés elektromagneses
tenzorai kozott formalisan sem adtdk meg. Ezért
altalaban [5, 10, 11, 12, 13, 14] 6-dimenzits, egy
3-dimenzi6s elektromos és egy 3-dimenziés magneses
komponensbdl  el6allitott vektorok kozott adjak
meg. az ekkor egyszerd bianizotrop oOsszefiiggést,
ami 6-dimeziés tenzor alaku, s a tovdbbiakban
6-dimenziés vektorokkal szdmolnak. E formailis
targyalds azonban lényegi ellentmondédsban van a
4-dimenziés elektromdgneses tenzorral [17], ezért
minden tovAbbi nélkiill nem tdnik célravezetének
az alkalmazasa.

A mésik nehézség, hogy a mozgd kozegekben valé
elektromagneses hullaimterjedés pontosabb vizsga-~
latai lényeges ellentmodasokat hoztak (sikhulldm fa~
zissebességének transzformalédasa stb.) [17, 18, 19
20], s ezeket véglegesnek mondhatéan nem oldottak
fel. Nem hozott megoldast az egyes kozegek jellem~
z6inek (permeabilitds, permittivitas stb.) relativisz-
tikus koriilmények kozotti vizsgalata sem [17, 21].

E nehézségek oka szemléletesen a D és H beveze~
tésénél latszik. A terjedd energia megjelenési formai-
nak ,,all6” megfigyel6 esetében lehetséges szétvalasz-~
tasat ,,mozgé” megfigyeldre tigy 4tvinni, hogy a szét-
valaszt4as formdjat is definiciészerdien el6irjuk, nem
indokolt [3, 22]. Ezért csak az Osszenergia transz-
[formalasan alapuld targyalds fogadhaté el. Erre
mas cikkben visszatériink.

A fizikai képet szem el6tt tartva korabban sikeriilt
a gyakorlati vizsgilatok szdméra megfelel§ sugar-
kovetési modszert adni mozgd kozegek esetében
(relativisztikus sugar-kovetés) [3, 24], amely szdmos,
»rendhagyo” frekvenciavaltozas [27, 28, 29, 30, 31,
32] konzisztens és egységes magyardzatat is meg-
adta [23, 24, 25, 26], s kovetkeztetéseit késébb pél-
daul a Pioneer—6 kisérlet [33, 34] igazolta [40].
fgy jelen esetben kizarhatjuk vizsgalataink korébél
a mozgd kozegeket, s az eredményeket késébb
a fentieket szem eldtt tartva altalanosithatjuk.

III. A diszpsrziéé egyenlet alakjai

a) Korabban [3, 4, _35] a diszperziés egyenletet
id6fiiggetlen, nem mozgd, uj definicionk szerint
kvazi-homogén esetben levezettiik az alébblak sze~
rint:

F=F() elled—#0), .
Tovabba legyen ’
K=gradp é D=3%E
B=gH

Ekkor (10) a kvAzi-homogenitast is figyelembe veve
atirhato:

XH= —wy,eE
X E= oot
Ho aH=0
eKEE =0

Innen, ha [4]

Al Al
ml fas]

il
Al
S
Al
X
[}

il
i
ol

Il 'I'IUH -l
Al
X
ol

—me ky=aV egtto 5

akkor E-re vagy H-ra kifejtve — azonos médon —
az egyenleteket, a nem trividlis megoldas létét az
ekvivalens médon kapott két (egyenértékd) diszper-
zi6s egyenlet (egyikének) teljesiilése biztositja. Ezek:

= . — _1=
(£+k02) +M (i\—+ ko"ﬁ) P|=0
kO kO
vagy _ _ L |
(§—+koﬁ)+ﬁ (§+k0?) M|=0
kO kO

Két nem lezart kérdés azonban (11)-gyel (és leveze-
tésével) kapcsolatban maradt. Az egyik, hogy a két
diszperziés egyenlet ekvivalencidja a levezetésbdl
ugyan kovetkezik, de kozvetleniil nem lathato be.
A misik, hogy a (11) adott formaban valé létezéséhez
az egyes determindnsokra teljesen 4ltaldnosan nem
feltétleniil teljesiil6 megkotéseket kell tenni.

Hipermatrixok determindnsa ugyanis,ha az A mat-
rix invertalhato és a masodik 1épés megtételekor fel-
tételezziik, hogy a maitrixok felcserélhetdek [36]:

A B 1 5 lK
C D| |CAt 1||0 (D-CA- B)|
illetve a felcserélhetdséget is kihaszndlva innen
K ﬁ === ==
= =|=]AD-CB|=0 (13)
¢ D

A nulldval valé egyenlévé tétel (12)- és (13)-ban
csak a diszperzids egyenlet felirdsakor sziikségesl!
(12) és (13) alapjan lathatjuk, hogy a (11) alakjai
és még mads alakok is levezethet$k, ha megkotéseket
tesziink az egyes matrixokra. E megkotések azonban

" egészen 4ltaldnosan nem teheték meg.
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b) Fontos, hogy a) alapj4n lathat6 az is, hogy
6-dimenziés formdlis leirdst ugyan alkalmazhatunk,
de a valodi kifejtéskor visszatériink a 3-dimenzids
alakra, s e visszatérésnél koriiltekintéen kell eljarni.

c) A tovabbiakban a targyaldsmédot tekintve 4l-
taldnos érvénylien, az egyes tenzorokra tett megko-
tések nélkiil nézziik meg az idében nem viltozd és
nem 4ramlé, kvazi-homogén kozegekre érvényes
diszperziés egyenleteket. Egyidejiileg bebizonyitjuk

" a kiilonbozé alakok ekvivalencidjat kozvetleniil is.

Az 4ltaldnossdg kedvéért bianizotrép kozegeket
vizsgalunk, ahol .

D=:E +7il (19
B=3E+ 70 '
vagy a fizikailag dsszetartozé (E, B) pérositds mel-
lett ‘
HI LMQ4LB
ahol

=LQ-1; (16)

Ekkor a Maxwell-egyenletek:
KXH= —wysEE+7%H) !

KXE =oy(E +5H) (17)
KEE + iﬁ) =0

N
KGE +7H)=0

- ahol a (17) utolsé két egyenlete automatikusan tel-
- jesiil, tehat elhagyhaté.

Bevezetve a

_ [0 -k K] _ __
=| K 0 -K,|;A=KK (18)
-K, K, 0

jglﬁlést az egyenletek 4trendezheték
(ﬁ + wyor)H + 0p5ytE =0
(K — w,te)E — wpfugiH = 0 (19)
Innen E-re vagy H-ra kifejtve (19)-et akkor léte-

" zik nem trividlis megoldas, ha

I(i—Z + woeo")ﬁ_l(ﬁ — wopig?) + ke | =
vagy ' . (20)
|(K — wog?)e K + wpeqx) + k| =0
Ekozben a tenzorok teljesen 4ltaldnosak lehetnek.

gL, 41 és a tobbi tényezé-tenzorok inverze meg-
kotés nélkiil 1étezik, mivel
=146 u=1-in;

s ez egyebkent bel4dthaté az anyagjellemz8k leveze-
tésébél is. (Ezalol csak egyes veszteség-mentesként

idealiz4lt rezonanciaesetek kivételek. Ha ilyenkor -

ragaszkodunk a mar semmiképp el nem elhanyagol-
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haté veszteségek elhanyagoldsdhoz, akkor meg kell
vizsgélni, hogy melyik egyenlet-alak létezik a (20)
lehetséges valtozatai koziil.) :

1. allitas

A (20) egyenletek ekvivalencidja az inverz-tenzorok
léte miatt trividlisan belathaté.

2. allitas

Mivel azonban |ﬁ|=0; K-1 nem létezik. Ezért
elhagyva a bianizotrép tagokat, az egyes egyenlet-
4trendezések (20) most mar bizonyitottan ekvivalens

. alakjai kozott nem végzehet8k el. Az ekvivalencia

bianizotrépnil egyszer(ibb esetben kézvetleniil nem
lathaté be,

Megjegyzés: Megvizsgilva (19) hipermdtrixdnak
tenzorait, egyszertien belathato, hogy azok 4ltaldban
nem cserélhet8k fel. Ezért a pont ezekre az esetekre
javasolt [5, stb.] 6-dimenziés formalizmus nemcsak,
hogy formalisan ellentmond a 4-dimenziés relativisz-
tikus képnek, hanem megneheziti a‘szdmitasokat is]
(Azonban ez nem jelenti azt, hogy hibas eredménye-
ket hoz automatikusan a ‘6-dimenzidés targyalss,
s igy tovabbi vizsgilodast érdemel.)

1V. Erds inhomogenitdsok

a) Ha az inhomogenitis nem tekinthetdé kvazi-
homogénnek, abban az esetben a (3)-ban szerepld
Osszes tagot figyelembe kell venni. Ebben az esetben
alkalmazhaté a terjedé elektromdgneses hullimkép
meghatarozdsara az inhomogén alapmoédusok mod-
szere [3, 4, 38, 39]. Az Osszefiiggéseket terjedelmiik
miatt ebben a cikkben nem ismételjiik meg, kordbb-
rol ismertek. Azonban ezen egyenletek jellemzéje,
hogy magasabbrendd derivalt sehol nem fordul elé
benniik! Ez megkiilonbozteti ezt a vizsgilati modot
a tovabbiaktol, s egyben korldtozza alkalmazési
korét.

b) Erésebb inhomogenitdsok esetén, kevés korla-
toz6 megkotést téve, a IV/a-tol eltéré modon is
eredményre lehetett jutni [3, 9]. Ha nem hanyagol-
juk el a magasabb rend{ derivaltakat, akkor egyszerd
anizotrop esetben (Z vagy i jellemzi magaban a ko-
zeget).

| A+ jGrad K+VR-D)=0  (2La)
illetve _ L
|A+KEE—j(Grad K+VK-1)| =0 (21.b)

alakt diszperziés egyehlethez jutunk. Lényeges, az
hogy ebben az esetben nemcsak a K=grad ¢, hanem
annak derivaltjai is szerepelnek.
 ¢) Ezen talmenden ugrasfiiggvények esetén (su-
garkovetési modszer) sikerilt Aaltaldnos méodszert
adni a terjedd jel meghatarozasshoz [3, 4, 38, 39].
Ebben az esetben — tobbszords torési-tiikkrozési
torvény — az ugrasnél (nagyon erds inhomogenitds)
a magasabbrendii derivaltak szintén megjelentek.

Hasonlé jelenséget mutatnak a nem hullimterje-
dési céli, de a Maxwell-egyenleteket disztriblciok
jelenlétében elemzé elsé vizsgélatok [37].

d) Ha ezek utdn a kozegjellemzoket (g, %, ¥ és n)
és a rotdcié képzést (VX...=Kgy...) operatorként
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értelmezziik, akkor példéul E-re kifejezve a Maxwell-
egyenleteket, a kovetkezd alakot kapjuk:

51Ky — jooedi Ky +joud)E=KE  (22)

(H-ra ekvivalens alakban létezik az egyenlet.) Jelen
esetben eltekintiink a (22) egyenlet tovabbi elemzésé-

tél, csak azt allapitjuk meg Kg ismételt alkalma-
zasat latva, hogy er8s inhomogenitasok esetén alta-
ldban nemcsak az elsérendili, hanem a masodrendi
derivaltak is szereplnek.

Gyengébb inhomogenitisok esetén a mésodrendu
derivéltak kiesnek (a vegyes masodrendfi derivaltak
egyenlésége stb. ok miatt), illetve elhanyagolhatok.

V. Kivetkeztelések

1. Valoban inhomogén kozegekben a terjedd jelnek
a f4zisat (derivéltja a terjedési vektor) és az amplitﬁd()
vektorat egyarant befoly4dsolja a kozeg.

Ha az amplitado-valtozasokat elhagyhatjuk, akkor
a jelenséget célszerli kvazi-homogénnek nevezni.

Az inhomogén (gyengén inhomogén) és az erdsen
inhomogén kozegeket targyalasuk soran az kiilonboz-
teti meg egymastol, hogy a Maxwell-egyenletek meg-
olddsakor (el nem hanyagolhaté médon) megjelen-
nek-e a szerepl6 mennyiségek (péld4ul: fazis) ma-
sodrendii derivaltjai is, vagy sem.

2. Kozvetlenill bizonyitottuk az E-re és H-ra
kifejtett Maxwelle-egyenletekbdl ad6d6 diszperzids
egyenletek ekvivalencidjat.

3. Vizsgalodasaink szerint a bianizotrép esetben
sokszor kedvelt 6-dimenzi6s formalizmus részben
nem jar valodi szamithsi egyszertisitésekkel, részben
formalisan nem illeszkedik a helyt4llonak elfogadott
fizikai elméletekhez. Ezért hasznalatatol vagy cél-
szer(i eltekinteni, vagy nagyon koériiltekint6en Kkell
eljarni. (A 6-dimenzi6s lefrdsméod esetleges fizikai
tartalmidnak — nem varhaté6 — kimutatasa azonban
messzemend konzekvencidkkal jarna.)
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