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A Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenlet 
és alkalmazása a híradástechnikában 

A sztohasztikus folyamatokkal vezérelt dinamikus 
nemlineáris rendszerek vizsgálatának fontos kérdése 
a válaszfüggvény statisztikai jellemzői valószínűségi 
eloszlásfüggvényeinek vagy (amennyiben létezik) sű­
rűségfüggvényének meghatározása . Stacioner vezérlő 
források esetén ez a feladat ké t részre osz tha tó : (i) 
a tranziens-analízis és (ii) az állandósult ál lápot vizs­
gála ta . Ez utóbbihoz tartozik a te l jesí tményspektrum 
meghatározása is. Amennyiben a vizsgált rendszer 
állapotai többdimenziós Markov-folyamattal jelle­
mezhetők, külön kérdés lehet annak az időnek (first 
passage time [1]) a vá rha tó értéke, amely alatt adott 
kezdeti feltételből a rendszer az ál lapot térben a tran­
ziens során valamely korlátozó hiperfelületet elér. A 
gyakorlati feladatok egy részében a fenti kérdések 
megválaszolásakor jól használható a sztohasztikus 
térelmélet és a Fokker—Planck—Kolmogorov-egyen­
let. A téma először a véletlen lépések elmélete, a 
Brown-mozgás és a diffúziós folyamatok kapcsán ve­
tődöt t fel, és csak az 50-es évektől kezdve vá l t az 
áramkör- és rendszertervező mérnök gyakorlati prob­
lémájává. 

A cikk célja a t é m á b a n elért legfontosabb eredmé­
nyek bemuta tása és olyan ál talános módszer ismerte­
tése, amely a fehér Gauss-folyamatokból lineáris vagy 
nemlineáris szűréssel előállí tott vezérlőjelek esetén 
alkalmas a korábban felvetett kérdések megválaszo­
lására. A tovább iakban bemutatott eredmények rész­
ben az [1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] forrásokban közöl­
tek összefoglalása, részben azok kiegészítése a véges 
korrelációs idejű [11] Gauss-f olyamatok és a stacioner 
determinisztikus jelek esetére. A Fokker—Planck— 
Kolmogorov-egyenlet igen fontos szerepet játszik az 
általános szinkronizáló rendszerek és PLL-hurkok 
analízisében [1 , 2, 3, 4, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 
19, 20, 21, 22, 23, 24], az oszcillátorok zaj ál tal oko­
zott zavarainak vizsgálatában [25, 26] és a dinamikus 
szabályzó rendszerek elméletében [10, 27]. 

1. A probléma felvetése és az előzmények áttekintése 

A feladat, melyet teljes ál talánosságában először 
A. N . Kolmogorov [28] tárgyal t a következőképpen 
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fogalmazható meg. Adot t egy {r](f), f£T} időbeli szto­
hasztikus folyamat, amelynek teljes statisztikai leírá­
sa ismert. Adot t ezen kívül egy igen általános transz­
formációs szabály, amely kapcsolatot teremt az 
{r)(t), í€T} és a belőle szá rmaz ta tha tó {£(*), í£T} szto­
hasztikus folyamatok közöt t . Meghatározandó a 
{l(0> *€T} teljes statisztikai leírása. Teljes statisztikai 
leírás alatt a sztohasztikus folyamathoz rendelt 
együt tes valószínűségi eloszlások teljes rendszerének 
ismereté t ér t jük. 

A klasszikus fizikában m á r az elmúlt század végén 
felvetődött néhány olyan probléma, amely a fent em­
l í te t t ál talános feladat speciális esetének tek in the tő . 
I lyen volt a há rom szabadságfokú mechanikai rend­
szerekre vonatkozó Maxwell—Boltzmann (1860 körül) 
sebességeloszlás számítása, a Rayleigh (1880, 1894 
és 1899) ál tal felvetett és végül Pearson (1905) által 
megfogalmazott véletlen lépések elmélete és a Bache-
lier (1900) á l ta l kidolgozott tőzsdei modell. Nagy 
lendületet adott a kérdés tovább i tanulmányozásá­
nak Einstein (1905) munkássága a Róber t Brown 
(1827) ál tal felfedezett molekuláris mozgással és ál ta­
lában a diffúzióval kapcsolatban. Bá r korábban már 
Rayleigh és Bachelier is eljutott ahhoz a felismerés­
hez, hogy az ál ta luk k i tűzö t t feladat megoldása egy 
parciális differenciálegyenlet megoldására vezethet 
vissza, csak a diffúziós alapegyenletek felírása u t án 
kezdődöt t meg a kérdés i lyen ér te lmű t anu lmányo­
zása. A diffúziós elméletet Smoluchowsky (1914, 
1916), Langevin (1908), majd Fokker (1913, 1914, 
1918) és Planck (1915, 1917) fejlesztette tovább , meg­
fogalmazva az ún . sztohasztikus differenciálegyen­
le t -problémát és megadva a valószínűségi sűrűség­
függvényre vonatkozó Fokker—Planck-egyenletet. 

A . N . Komogorov a lapvető munkássága [28] nyo­
m á n , amelyben folytonos Markovv-típusú folyamatok­
ra megadta a k i tűzö t t feladat megoldását , Chand-
rasekhar [29], illetve Ming Chen Wang és Uhlenbeck 
[30] kiegészítette és teljessé tette a Brown-mozgás 
elméletét . 

A véletlen zavarokkal diszturbál t nemlineáris dina­
mikus rendszerek leírásával először Andronov [31] 
foglalkozott, néhány egyszerűbb esetre az állandósult 
ál lapotra érvényes valószínűségi sűrűségfüggvényt 
is meghatározva . Az elmélet mérnöki-gyakorlat i al-
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kalmazásainak sorát Sztratonovics és munka tá r sa i 
ny i to t t ák meg 1953 és 1960 közöt t . Az ál ta luk publi­
ká l t eredmények sorába tartozik Tyihonov ké t alap­
ve tő cikke [3, 4], amely a fázis-zárt hurok zajviszo­
nyaival foglalkozik, és amely az ún . koherens hír­
közléselmélet egyik alapozó művének tek in the tő . A 
munkaközösség elméleti eredményei t Sztratonovics 
1963-ban megjelent könyve [32] foglalja össze, amely 
az állandósult állapotok vizsgálatán kívül a való­
színűségi sűrűségfüggvény időbeli tranzienseinek egy 
elemzési módszerét is bemutatja. Az 1960-as évek 
elejétől kezdve a Fokker—Planck—Kolmogorov-
egyenlet alkalmazása körében egész sor gyakorlati 
t émáva l foglalkozó publikáció jelenik meg. A hír­
adás technikában jelentős y i t e rb i [ 1 , 2], Lindsey [7, 
11, 15, 17, 24], Develet [12], Rey [13], Schilling és 
Billíng [14], Tausworthe [16] munkája és Gupta [21] 
összefoglaló cikke, a szabályozáselmélet területén 
pedig Futter [10] és Larson [17] á t t ek in tő tanul­
m á n y a . 

Pawula [5] 1967-ben publikál t cikkében a klasszi­
kus elméletet kiterjesztette a nem Markov-t ípusú 
sztohasztikus folyamatokra is, bebizonyítva, hogy 
néhány nem túlságosan szigorú megkötéssel elméleti­
leg lehetőség nyílik arra, hogy tetszőleges bementi 
{»](*), t£T} folyamat és tetszőleges transzformációs 
szabály esetén előállítsuk az eredményezet t kimeneti 
{§(/), í€T) folyamat teljes statisztikai leírását. 

— A téma matematikai alapjainak mélyebb megisme— 
rését segíti Doob [33],"Spitzer [34] és Bharucha—Reid 
[6] sztohasztikus folyamatokkal foglalkozó mono­
gráfiája és Deutsch [9] összefoglaló munká ja . 

2. A Markov-folyamatok 
Fokker-flanek-Kolmogorov-egyenlete 

Eltekintve Pawula [5] ko rábban eml í te t t ál talá­
nosításától , a tovább iakban a Fokker—Planck—Kol-
mpgorov-egyenletet csak Markov-folyamatok esetére 
ha tá rozzuk meg. Legyen adott az első fejezetben be­
vezetett {%(t), /<£T} n-dimenziós folytonos sztohasz­
tikus vektorfolyamat, amely az E " , n-dimenziós euk­
lideszi té rben vesz fel ér tékeket . Folytonos alatt i t t 
időbeli folytonosságot é r tünk , t ehá t T=R, ahol R 
a valós számok halmaza. Tételezzük fel, hogy az 
{t](f), *£T} folyamat és a transzformációs szabály 
olyan, hogy a {í"(0» *€T} folyamat elsőrendű Markov-
folyamat, a továbbiakban egyszerűen Markov-fo-
lyamat, és létezik a 

p(x, Í K , í 0 ) = P ( x s x + d x , Wo)=x<,> *o)> 

á tmenet i valószínűségi sűrűségfüggvény, ahol p(- |«) 
á l ta lában a feltételes valószínűségi sűrűségfüggvény 
jelölése. 

Elsőrendű Markov-folyamatokra igaz, hogy 

P(x, fIx,,, t0;xv í x ; . . . ; x„, tn) = p(x, t^, t0), (1) 

amiből azonnal következik, hogy a folyamat teljes 
statisztikai leírásához elegendő a másodrendű el­
oszlások rendszerének ismerete, mivel a 

p(x, / ; X Q , t0; xlt <p . . . ; x n _ x , í , ,^; x n , í „ )=p(x , f |xo, /„) • 

•P(X<)> to\*e • • • -P( Xn-l> *n-l l x n> tn)P(Xn> Q> 

f ^ í ^ . . . ^ , . ^ (2) 

összefüggés alapján bármely együt tes eloszlás gene­
rálható . 

Ismert [5] t ovábbá , hogy a folytonos Markov-
folyamatok á tmenet i valószínűségi sűrűségfügg­
vénye kielégíti a Smoluchowsky- vagy más néven 
Chapman—Kolmogorov-egyenletet, t ehá t 

p(x, í[xo, / 0 ) = j*p(x, t\x', t')p(x', f ' |x 0 , f 0)dx'; 

to^t'^t, (3) 

azaz a p(x,í\x0,t0) előállításához elegendő számba 
venni az összes ( x ' , f ) á l lapotokat , amelyeken keresz­
tü l a rendszer az (x,),/0) állapotból az (x,/) ál lapotba 
kerül . Időben homogén folyamatokra az á tmenet i 
valószínűségi sűrűségfüggvény csak a t—V növek­
ménytől függ, így a (3) egyenlet módosí tot t vál tozata 
a p(x, 11 x', t')=p(x, t—t' | x, 0) hely ettesí téssel nyerhető . 
Amennyiben a folyamat stacionárius, a p s (x |x 0 ) sta­
cionárius á l lapotban ér telmezet t á tmenet i valószínű­
ségi sűrűségfüggvény független az időtől, vagyis (3) 
módosí tot t vá l tozata a 

p s (x |x 0 ) = j"p(x, / - í ' | x ' ,0 )p s (x ' |Xo )dx ' (4) 
E" 

alakban i rható fel. — * ~~ 

A Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenlet a Smo-
luchowsky-egyenletből többféle úton származta t ­
ha tó [ 1 , 5, 10, 11, 28, 32]. Ezek közül a Viterbi [1] 
és Lindsey [7] ál tal közölt eljárást követjük. 
t=í+At és t' = í helyettesítéssel (3)-ból megkapjuk a 
t+At időpontban értelmezett á tmene t i valószínűségi 
sűrűségfüggvény kifejezését: 

p ( x , / + z l í | x 0 , í 0 ) = 

= J*p(x, t+At\x', t)p(x', f |x 0 , í 0) dx'. (5) 
E" 

p(x, í |x 0 , /„) At idő alatt i növekménye a 

p ( x , í + Z l í | x 0 , í 0 ) - p ( x , r | x 0 , í 0 ) (6) 

különbséggel a d h a t ó meg. 

Vezessünk be ezután egy tetszőleges R(x) skalár-
-vektor függvényt, amely x szerint m-szer 
(m = l ,2 , . . . ) deriválható, és —<*>, ( z * = l , 2 , . . . ,ri) 
esetén elég gyorsan el tűnik. Vizsgáljuk a továbbiak­
ban a 

l im i f fl(x) [p(x, t+Atlxp / 0 ) - p ( x , í|Xo, / 0 ) ]dx= 
J t - 0 J 

= l i m ~ J j? (x ) J p ( x , t+At\x',t)p(x',t\x0t0)dx'dx-

E" E" 

- l i m ~ f / ? (x )p (x , í | x 0 , gdx (7) 
^t-o At J 
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integrál ér tékét akkor, ha At-*0, azaz, ha az A deriválhatósági - feltétel következtében az R(x) 
egyenlet bal oldalán a p(x, í |x„ , f 0 ) idő szerinti deri- függvény az x ' pont körül többdimenziós Taylor-sor-
váltja szerepel. ' ba fej thető: / 

, J _ y y(x-x'Mx x') d m ( x ) 

n n n 

i 
+ 

x=x' 

+ . . . (8) 
x=x 

A Taylor-sor (7)-be helyettesítése, a bal oldalon kijelölt h a t á r á tmen e t elvégzése és néhány á ta lak í tás 
u tán [ 1 , 7] az 

En , E" B" 

4 | | | J ^ : ^ ^ ' V * 0 d X + . . . f (9) 
B» 

egyenlethez jutunk, mivel a (8) jobb oldalának első ^ j . 1 f , • . •• 
tagja átalakí tások u tán azonos a (7) jobb olda- * H * > Ü = j f " j ( x ' ~ X ^ K 't+At\^' 0 * • 
Iának második tagjával . A kifejezésben szereplő E» 
/ í l

( [ k

) ( z= l , 2 , . . . ) ún. in ténzi tás-együt thatók a (10) 

es K í f ( x , 0 = l i m f ( x i ' - : r i ) ( x i ' - a r j ) p ( x ' ) í+z l / | x , í ) dx ' (11) 
Jt~0 íit J • 

E" 

K $ ( x , 0 = l j m j ^ ^ \ ' (12) 

egyenletek alapján az x—x' differenciális sztohasztikus növekmény momentumai. A (9) egyenlet tagonként i 
parciális integrálása u tán , felhasználva azt, hogy az J?(x) függvény a végtelenben elég gyorsan el tűnik, az 

C R M ^ j M ) n * ^ ^ ) ( x , Q P ( x , t j x p , g í » ^ ^ ^ ( ^ O P C X ^ I X Q ^ O ) 

J * ( X ) ^ D X - J [ ~ á ( ) ' . . ar, • + 2 Í i - f l j é i ( ) ftr.ar, " 

, ' _ l y y y f i M * M M ) + l d x - íl3> 
. . s i á é í í i ( x ) . — d x - ^ d x , + - - - \ d 

összefüggéshez jutunk, és miu tán R(x) tetszőleges, nyessége független a generáló {ÍJ(Í), í £ T } folyamat és 
az egyenlőségnek az integrál a rgumentumára is fenn a transzformációs szabály létezésétől, és explicit for-
kell állnia. Továbbá igaz, hogy a Markov-folyamatok mában nem is tartalmazza azok jellemzőit. Igaz 
egy igen széles osztályára [5] a K$.. . . intenzi- viszont, hogy a K in tenzi tás-együt thatók elŐállításá-
tás -együt tha tók bármely indexpermutációra zérus- hoz elméletileg szükség volna az ismeretlen á tmenet i 
sá válnak*, így (13) a klasszikus Fokker—Planck— valószínűségi sűrűségfüggvényre. Ha a transzformá-
—Kolmogorov-parabolikus t ípusú parciális differen- ciós szabály és a generáló folyamat teljes statisztikai 
ciálegyenletet adja: leírása ismert, akkor gyakran lehetőség'adódik (ld, a 

n későbbiekben) a K in tenzi tás-együt thatók kiszámí-
flP(x»'lxo>'o)__ _ 2}—[K^x, f)p(x, f | x 0 , f 0 ) ] + tására , és az így nyert parciális differenciálegyenlet 

dt i=idXi kezdeti és határfeltételeinek meghatározására . 
1 n n #2 Az á tmenet i valószínűségi sűrűségfüggvény az 

+ 2 \ 2 Z g j ^ W ^ ' O P ^ ' I X o . í o ) ] - (14) (Xo ,í 0) kezdeti feltételektől is függ. Ezt fejezi k i a közel 
1 - 1 i - - 1 ' ' hasonló módon szá rmaz ta tha tó (7) i 

Visszatérve az 1. pontban megfogalmazott alap- a / t\x f\ a íl 
problémára, jól l á tha tó , hogy a (14) egyenlet érvé- = 2 K?\xo> *«>) 4~ [P(*> <|x», t0)] + 

* Pawula [5] általánosan is igazolta, hogy amennyiben a zé- 1 " " dz 

rustól különböző intenzitásegyütthatók száma véges, akkor + ~ő\2 2 ffiffa)' fo) a •V t.' [P(x> ^l^o* W 
z=»2 esetén minden intenzitásegyüttható eltűnik. ^ ! i = i j = i - (^m^oj 
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parciális differenciálegyenlet, melynek a (14) adjun-
gáltja [35]. Az utóbbi t Kolmogorov első, másnéven 
backward, az előbbit pedig Kolmogorov második, 
forward egyenletének is szokták nevezni [31]. A két 
jelző arra utal, hogy a deriválás az időben korábbi 
vagy későbbi állapot szerint tör ténik. Mivel a back­
ward egyenlet jelentősége a gyakorlatban kisebb, a 
tovább iakban csak a Fokker—Planck—Kolmogorov-
egyenlettel foglalkozunk. 

8. A dinamikus nemlineáris rendszerek 
Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenletc 

A dinamikus nemlineáris rendszerek ál lapotvál to­
zás leírása [36] az elterjedt szabályozástechnikai és há­
lózatelméleti alkalmazásokon [37, 38] kívül eredmé­
nyesen használható fel a sztohasztikus üzenetet to­
vábbí tó lineáris vagy nemlineáris híradástechnikai 
csatornáléf[8], valamint, a zajjal diszturbál t fázis-zárt 
hurkok és oszcillátorok analízisére is. 'Az állapotvál­
tozók elsőrendű differenciálegyenlet-rendszere a 

^ = f ( x , 0 + B ( x , 0 u ( 0 (16) 

alakban í rható fel, ahol x az ál lapotváltozók n X l-es 
oszlopvektora, t az idő, f(x, t) az x és t függvényeinek 
n X l - e s oszlopvektora, B(x, t) egy nXm-es mát r ix , 
u(f) pedig a külső gerjesztések m X l-es oszlopvektora. 
Az általánosság némi szűkítésével a tovább iakban fel­
tételezzük, hogy a kimeneti jellemző az ál lapottér va­
lamely koordinátá jával azonos, így a szokásos máso­
dik állapotegyenlet [36] elhagyható. 

Az á l ta lunk vizsgált sztohasztikus jelekkel gerjesztet 
rendszerekben az u(í) gerjesztésvektor az (í?(í), f£T} 
vektorral helyet tesí thető, amelynek minden rendező­
je valamely időbeli sztohasztikus folyamat. Az ál ta­
lánosság további szűkítésével a következőkben csak 
olyan redszereket vizsgálunk, ahol a gerjesztő jelek 
mindegyike fehér Gauss-folyamat vagy ún . állapot­
függő [10] fehér Gauss-folyamat. Ezeknek a fehér 
Gauss-folyamatoknak a szigorú matematikai értel­
mezése, p l . a Dirac-delta függvényhez hasonlóan, 
nem adha tó meg, ezért a (16) differenciál-egyenlet 
integrálása előtt célszerű a fehér Gauss-folyamatokat 
más , matematikailag egzakt módon kezelhető szto­
hasztikus folyamatokból származta tn i . Az 1. Függe­
lékben közölt összefüggések alapján az {rj(t), í£T} 
fehér Gauss-vektorfolyamatok a {v(t), féT} diffúziós 
vektorfolyamat idő szerinti formális deriváltjai. 

A (16) ál lapotegyenlet módosí to t t formában a 

dx=f(x,t)áí+B(x,t)-dv (17) 

alakban í rható fel. Mindkét oldal formális integrálása 
u tán az x(t+At) — x(t) sztohasztikus növekményt áz 

t Mt t - li 

x(t+At)-x(t) = j f(x(er), a) d<r+ J B(x( f f ) , a) dv(er) 

t t 

( 1 8 ) 

egyenlettel ha tározhat juk meg. A jobb oldal első tag­
ja Riemann-t ípusú, idő szerinti integrál, a második 
tag azonban külön értelmezendő, mivel v(t) megválto­

zása nem véges, így a közönséges Stieltjes-típusú in­
tegrálkalkulus alapján sem értékelhető k i . Az ilyen 
ún . sztohasztikus integrál értelmezését Doob [33] ál­
talános felvetése alapján I tő [41] és Sztratonovics [421 
adta meg két , egymástól eltérő formában ( l d . 2. Füg­
gelék). Bár a ké t sztohasztikus integrálkalkulus alap­
ján ér telmezet t integráloknak különböző statisztikai 
jellemzőik vannak, Kailath és Frost [431 részletes ana­
lízise a ké t integrál összehasonlításakor kimutatta, 
hogy nincs általános definíció abban áz értelemben, 
hogy minden más definíció helytelen. Mindig az ak­
tuális feladat dönti el, hogy éppen melyik integrál­
t ípus t kell felhasználni. 

A 2. Függelékben megadott definíciók és tételek 
alapján a (18) sztohasztikus differenciálegyenletben 
kijelölt sztohasztikus integrálok értelmezhetők és 
vá rha tó ér tékük valamint szórásuk meghatározható . 
I t o és Sztratonovics igazolta, hogy a fehér Gauss-fo-
lyamatokkal gerjesztett lineáris rendszerekre és a 
nemlineáris rendszerek egy igen széles osztályára (gya­
korlatban a hiszterézismentes rendszerekre [45]) az 
ál lapotvektor mint időbeli sztohasztikus vektorfo­
lyamat Markov-folyamat. így a sztohasztikus integ­
rálok értelmezése alapján a (10) és (11) összefüggések­
kel definiált differenciális sztohasztikus növekmé­
nyek statisztikai jellemzői meghatározhatók, azaz 
előállíthatók a Markov-folyamatokra érvényes (14) 
Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenlet Kffl(z= 1,2) 
in tenzi tásegyüt tha tó i . További fontos eredmény, 
hogy amennyiben a B(x(f), t) má t r ix nem függ az x(/) 
vektortól , az I to és Sztratonovics-integrálok alapján 
számolt in tenzi tásegyüt tha tók azonos értékűek (ld. 
az (F27, F28 és F29) összefüggést). Fuller [10] egy­
szerű másodrendű rendszer esetére igazolta, hogy 
amennyiben a B(x(í)> t) má t r i x elemei "az x(í) állapot­
vektor fügvényei, a Sztratonovics-integrálok alapján 
értelmezett in tenzi tás-együt thatók és az így felállí­
t o t t Fokker—Kolmogorov-egyenlet írja le egzakt 
módon a fehér Gauss-folyamatokkal gerjesztett rend­
szerek működését*. Ebben az esetben, amely első­
sorban a paraméter-vezérel t rendszerek analízisében 
kapott hangsúlyozott szerepet [46], gyakran „ál lapot-
szorzott fehér" Gauss-folyamatokról beszélünk, szem­
léletesen utalva a B(x(/), t) má t r i x és az r)(t) vektor 
szorzatának jelenlétére a sztochasztikus differenciál­
egyenletben**. 

A (17) differenciálegyenlethez tar tozó Fokker— 
Planck—Kolmogorov-egyenlet intenzitás-együtthatói 
a 2. fejezet eredményei alapján a differenciális szto­
chasztikus növekmény momentumai ( l d . a (10) és (11) 
egyenleteket), amelyek szoros kapcsolatban állnak a 
2. Függelékben definiált integrálok várha tó értékével 
és másodrendű momentumaival. Az ismertetett de-

* A témában megjelenő publikációk nagy része másodrendű 
rendszerek vizsgálatával foglalkozik, mivel a parabolikus típu­
sú Fokker— Planck-^ Kolmogorov-parciális differenciálegyen­
letek a másodrendű esetek egy részében zárt alakban megold­
hatók. A [10] összefoglala a zárt alakban megoldható egyenletek 
főbb típusait. 

** A téma irodalmában gyakran említett módszer az Sztra-
tonoyics-egyenletek Itö-egyenletté transzformálása, mely az­
zal indokolható, hogy az Itő-integrálok kezelése egyszerűbb. 
A transzformáció alapja az Itő- és Sztratonovics-integrálok kö­
zött fennálló (F27) kapcsolat. 
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finíciók és tételek alapján a (10), (11), (18), (F28) és alábbi formában í rhatók fel (az általánossághoz ele-
(F29) felhasználásával az intenzi tás-együt thatók az gendő a Sztratonovics-integrálkalkulust tekinteni): 

es t i. it 

A { » ( í , 0 = J j i i i J ( M h ( / + / I O - ^ i W I = « m i 2 í { j l í J / , « « ) . +Jlf] = 

4i i i ^ ^ w ^ r ^ w ' j = l k = l 1 = 1 
(19) 

Kff)( X , 0 = lim i [( a ; i ( í+zJ0-^(0)(^(í + ^ ) - ^ ( 0 ) ] = l im i e s = 

k = l l = l ^ 
(20) 

A (19) és (20) egyenletek (14)-be helyettesítése 
u tán megkapjuk az x(í) á l lapotvektorra vonatkozó 
többdimenziós feltételes valószínűségi sűrűségfügg­
vény n +1 változós parciális differenciálegyenletét, 
amely adott p(x 0 , í„) kezdeti feltételek és adott perem­
feltételek ismeretében lehetővé teszi a p(x, í | x 0 , í 0) 
számítását . Az esetek többségében csak a p s (x | x 0 ) 
stacionárius, időtől független megoldást keressük, 
amely a (14) egyenlet bal oldalán szereplő idő szerinti 
deriválás elhagyásával módosí to t t egyenlet megol­
dásából nyerhető, ha az in tenzi tás-együt thatók azidő-
től függetlenek. A stacionárius megoldás egyértelmű­
sége könnyen igazolható [10], a létezéssel kapcsolato­
san Kolmogorov [31] té te lé t heuriszt ikusán ál ta láno­
sítva [10] kijelenthető, hogy mindig van egyértelmű 
stacionárius megoldás, ha a vizsgált rendszernek 
nincs olyan része, amely a vezérlő jelektől teljesen 
független, és ha a stacionárius megoldás nem azono­
san zérus. 

A dinamikus nemlineáris rendszerek analízisének 
érdekes kérdése a fehér Gauss-folyamatokból lineáris 
vagy nemlineáris szűréssel előállított, á l ta lában sáv­
határo l t vezérlő jelekkel gerjesztett rendszerek vizs­
gálata . Legyen adott a (17) állapotegyenlet módosí­
to t t formája 

dxi(í) 
dí = f x ( X l , Q + B ^ , í ) í* (0+B 2 (x 1 5 0 

d»i(0 
"dí 

(21) 

ahol xL(t) az állapotváltozók ^ X l - e s oszlopvektora, 
í az idő, f t ( X j , í) az x x és í függvényeinek nLX l-es osz­
lopvektora, jtt(í) a fehér Gauss-folyamatból szűréssel 
előállított vezérlő jelek AX l-es oszlopvektora, i>t(í) 
a zérus várha tó értékű diffúziós folyamatok n ^ X l-es 
oszlopvektora, B,(x t, í) i^xk, B 2 (x, , t) n1Xm1 dimen­
ziójú mát r ix . Ezenkívül ismerjük, vagy a ^(^statisz­
t ikai jellemzőinek ismeretében approximáljuk azon 
rendszer állapotegyenletét, amely fehér Gauss-folya-
matokból a p(í) vezérlőjeleket előállítja: 

' d X ^ - = f 2 ( x 2 , 0 + B 3 ( x 2 , 0 d V a ( / ) 

dí 

j t í ( í )=c(x 2 , í ) + D (x 2 , í ) 

dí 

dv2(0 
dí 

(22) 

ahol X2(í) az állapotváltozók n 2 Xl-es oszlop vektora, 
f 2(x2, í) az x 2 és í függvényeinek n 2 X l-es oszlop vektora 
v2(í) a zérus vá rha tó ér tékű diffúziós folyamatok 

m 2 Xl-es oszlopvektora, c(x, í) A-Xl-es oszlopvektor, 
llfaj)n2Xm2, D (x , , í ) / í X m 2 dimenaiójú mát r ix . Az 
emlí te t t approximáció lineáris szűrés esetén legalább 
teljesítmény-sávszélességre tör ténik, nemlineáris szű­
rés esetén a (22) egyenlet előállítására általános sza­
bály nincs. Az intenzi tás-együt thatók meghatározá­
sára alkalmas összevont ál lapotegyenlet (21) és (22) 
felhasználásával a 

dí 

fi + B 1c + l Í 2 ^ f + H L - D d ^ ) 
dí 

f 2 + B , 
<fr2(í) 

dí 

(23) 

alakban í rható fel. Az összevont ál lapotegyenlet 
r^+n^ dimenziós, így a hozzá ta r tozó Fokker—Planck 
—Kolmogorov-egyenlet változóinak száma nL + n2+1. 

í. Illusztratív példák 

4.1 Egyszerű diffúziós folyamat 

Meghatározandó az x(t) időbeli, sztochasztikus fo­
lyamat teljes statisztikai leírása, ha adott a 

dx(0 
dT = %(0 (24) 

egydimenziós sztochasztikus differenciálegyenlet, és 
i7f(í) N0/2 teljesítménysűrűségű fehér Gauss-f olyamat 
(Id. 1. Függelék). 

A (24) egyenlethez tar tozó in tenzi tásegyüt tha tók 
a (19) és (20) alapján igen egyszerűen előállí thatók, 
mivel K ^ = 0 és K$=NJ2. A Fokker - P l a n c k - K o l ­
mogorov-egyenlet a (14) egyenlet felhasználásával 

dp(x,t)_I% (Vp(x,t) 
4 " dt & r 2 

(25) 

formában írható fel. Ha a í = í 0 időpontban p(x, í0) = 
— d(x — x0) és l im p(x, í) = 0, akkor a (25) egyenlet 

megoldása a jól ismert 

p(x,Q = exp 
(x -x 0 ) 2 

(26) 

időben lineárisan változó szórzásnégyzetű Wiener— 
Gauss-f olyamat. A (26) eredmény újra igazolja az 1. 
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Függelékben megadott definíciót, miszerint a fehér 
Gauss-folyamat a Wiener—Gauss-folyamat idő szer-
r i n t i derivált ja. 

4.2 Keskeny sávú Gauss-f oly amattal vezérelt elsőrendű 
fáziszárt hurok 

Határozzuk meg az 1. ábrán megadott fáziszárt 
hurokban a kimenő je l és a bemenő hasznos jel fá­
ziskülönbségének stacionárius eloszlását a [ — J F , TI] 
t a r t ományban , ha a bejövő j e l : 

Szorzó 
fázisdetek­

tor 
Cl 

feszültség--
• t/olt 

oszcillátor 
Sí 

ÜSS 
F(p) 

x(t) 
rcpu-1 

1, ábra 

xbÁ0~Y2A sin (oOfjt+&^)+Z(t)i O^Acot, (27) vezérlési karakteriszt ikája a 

egy ál landó co=co0+Aco frekvenciájú szinuszos je l , és 
a C(0 keskeny sávú Gauss-folyamat összege. Legyen a 
keskeny sávú Gauss-folyamat a feszültséggel vezérel­
he tő oszcillátor co0 természetes frekvenciája (x(f)=0) 
körül szimmetrikus spek t rumú és N 0 /2 teljesítmény­
sűrűségű. Ismert, hogy az így megadott keskeny sávú 
Gauss-folyamat a 

£ ( 0 = ^ 2 K ( 0 sin K 0 + %(0 cos K O ] (28) 

alakban felírva kifejezhető az %(/) és %(f) független 
Gauss-folyamatok kombinációjaként , ahol az %(/) 
és i j 2 (/) folyamat NQ/2 teljesítménysűrűségű és az ori­
góra szimmetrikus spek t rumú. Ha az %(<) és %(í) fo­
lyamatok sávszélessége lényegesen nagyobb a hurok 
sávszélességénél, az %(í) és ij 2(f) folyamatokat az 
rjn(t) és r)n{t) korrelálat lan fehér Gauss-folyamat-pár-
ral szokták [ 1 , 2, 3, 4, 7] közelíteni. 

A feszültséggel vezérelhető oszcillátor kimenő jele 
az 

d© 2 

át 
=C2z(0 (30) 

egyenlettel a d h a t ó meg. A szorzó detektor együ t tha ­
tója Ct. 

Egyszerű átalakí tások u t án megkapjuk a 0= 
= 0 ^ 0 2 fáziskülönbségre vonatkozó differenciál­
egyenletet: , 

-^-=Aa>-CsmÍ&)+-£ i^sin (0t- 0)-

- ^ % cos (6>x-<*>), (31) 

a ; k i ( O = y 2 B c o s H í + 0 2 ) , (29) 

ahol C=C£2AB. Az átalakí tások során a 2co0 frek­
vencia környezetében megjelenő oldalsávokat a szor­
zó detektor kimenetén elhanyagoltuk. A (31) egyen­
letben % és % együt tha tó i a 0 ál lapotváltozó füg-
vényei, így az „á l lapot ta l szorzott" Gaus-folyamat 
esetéről van szó. A Fokker—Planck—Kolmogorov-
egyenlet intezi tás-együt thatói a (19) és (20) alapján : 

KÍ»=Aco-Csin (tf>)_ * ^8 [sin (<9 X - 0)] sin 0) + -~[cos (0L-0)] cos (0X-<2>)j = ^ a > - C s i n (0) 

(32) 

& = ^ [ s i I l 2 ( 0 _ 0 ) + c o s 2 { 0 _ 0 ) ] = ^ . ( 3 3 ) 

A rendszer Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenlete 
a (32) és (33) felhasználásával stacionárius eloszlások 
esetére a • 

| = O = - ^ [ ( z J a , - C s i n ( 0 ) ) p ] + ^ | J (34) 

kifejezéssel a d h a t ó meg. 
Az egyenlet megoldása a [—n, n] t a r t ományban , 

a p(—n)=P(TI) határfeltételek mellett 
«+2JT 

p(0)=D exp ({}0+<x. cos <&)Jexp (—(}y — x cos y) dy, 
* 

(35) 
4A* 

ahol D a normalizálási állandó, a.=jj-p és /3= 

_ 4Aü)A2 y 
~ N0C* * 

4.3 Fehér Gauss-folyamattal megzavart kétfázisú oszcil­
látor 

Határozzuk meg a 2. áb rán bemutatott oszcillátor 
rendszer ampl i túdójának és fázisának együttes staci­
onárius valószínűségi sűrűségfüggvényét, ha az 
7?f(f) folyamat fehér Gauss-folyamat NJ2 spektrális 
teljesítménysűrűséggel. A rendszer egyik lehetséges 
állapotegyenlete y(f)=x1 és y(t)=x2 állapotváltozó 

- E 
Q(t) 

+ 
X 

!t(t) 

X 

yHt)+y*(i)-l 
y*(t) 

++ 
x 

wii9-m\ 

2. ábra 
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választással a 

dr1 

~d7 — Xn 

-^-=-Xl-e(xl + 4-1)^-^(0 (36) 

alakban írható fel. Az in tenzi tás -együt tha tók: 

K{»=x2; = -xy-e(ai+xl-1); 

/ ^ = / £ g > = ^ = 0; Af 2 >=^? . (37) 

Ennek alapján a Fokker—Planck—Kolmogorov-
egyenlet stacionárius esetben a 

d N0d*p 
lx2P) + K*i + £(*? + A - l)p] + j ^ = 0 

(38) 

kifejezéssel adha tó meg. Az egyenlet megoldása a 
l im p ^ , a^)=0 és l im p(x 1 ,x 2 )=0 peremfeltételek 
xi-*-oo Xa-*-°° 

mellett 

p(xx, x2)=D exp j - (a? +af - l ) 2 (39) 

ahol D normáló ál landó. Az egyszerű x x = r cos és 
X2=rsmxp koordinátatranszformációval az xv x2 síkról 
á t t é rhe tünk az oszcillátor pillanatnyi ampli túdója 
(r) és pillanatnyi fázisa (99) ál tal meghatározot t polár-
koordinátarendszerre . A fázis és ampl i túdó együt tes 
eloszlása a transzformáció felhasználásával a 

p(r, q>)=D'r exp 
N, 

(r*-lf ; (p£\-n, n] (40) 

alakban adha tó meg. Az eloszlás független a pilla­
natnyi fázistól, azaz a <p-re vonatkozó peremeloszlás 
konstans. A (40) egyenletben szereplő D' a módosí to t t 
normáló állandó. 

1. Függelék 

A fehér Gauss-folyamat és a Wiener—Gauss-f oly amat 
kapcsolata 

Az {í7f(0> f£T}. fehér Gauss-vektorfolyamat vagy 
másnéven fehér zaj vektor a |v,(f), f£T} Wiener—Ga-
uss-vektorfolyamatból szá rmaz ta tha tó . A (v f(f), f€T} 
vektor z'-edik rendezője (z'= 1, 2, . . . , rí) zérus vá rha tó 
ér tékű, ortogonális növekményű, az időben lineárisan, 
változó szórásnégyzetű, Gauss-eloszlású folyamat, 
azaz a következő definíciós összefüggésekkel adha tó 
meg: 

» „ ( 0 = 0 ; t^t0; i=í, 2 , . . . , n ; ( F I ) 

x M{v f i (<)}=0; /€T; í = l , 2, . . . . h; (F2) 

tst0; i = \ , 2, 

dt-o 1 At ) 

(F3) 

f s f 0 ; z , / = l , 2 , n ; (F4) 2 

ki-^k^k^k+^k^ki *Wo>7>/=1> 2. • • •» «; (F5) 
ahol M{ } a valószínűségi té rben ér te lmezet t vá rha tó 
érték, gjj, N o i , N 0 J a folyamatot jellemző ál landók 
(g u = 1, 9^ = , | gjj l ^ 1). Jól l á tha tó , hogy a Wiener— 
Gauss-folyamat a t=t0 időpi l lanatban „ i n d u l " és 
szórásnégyzete bármely véges időpontban véges. 
Definíció: Az {r)t(t), t£T} fehér Gauss-vektorfolya­
mat a {vf(/)» *€T} Wiener—Gauss-vektorfolyamat 
formális idő szerinti deriváltja [ 1 , 7, 10, 39], azaz a 
vektor z'-edik rendezője: 

Vn(t> 
d " ' i ( 0 - = l i m ^ ( ' + ^ 0 - ^ ( 0 

df zlt-O At 
(F6) 

Mivel az (F6) művele t lineáris, az így nyert folyamat 
is Gauss-eloszlású. A folyamat kovariancia-függvénye 
az z'-edik és /-edik rendezőre 

M { % ( í + T ) % j ( 0 } = l i m ^M{[vH(t+At+r)-

-vrXt+t)){vn(t+At)-vrs(t)}}, (P7) 

amely az (F3), (F4) és (F5) felhasználásával az 

M { % ( f + r ) % i ( 0 } = l i m ^ 
J t - 0 

{ AP y \x\^Ai 

\%\>At 

(F8) 

alakban í rható fel. A ha t á r á t m e ne t elvégzése u t á n a 
kovariancia-függvény a Qi}\/NKN0}/2 súlyozású Dirac-
delta függvényhez tart , t e h á t az időtől független és 
csak a t ér ték függvénye, így a rjR(f) folyamat bizto­
san gyengén stacionárius. Az (F8) kifejezés lényegé­
ben két , N0i/2 és N0-J2 tel jesí tménysűrűségű, 0^ nor­
mál t korrelációs tényezőjű fehér Gauss-folyamat ko­
variancia-függvénye . 

Az állapotfüggő fehér Gauss-folyanat és az általános, 
zérus várható értékű diffúziós folyamat kapcsolata 

Az állapotfüggő {77(0, í€T} fehér Gauss-vektor­
folyamat, az ál talános {v(f), /GT} diffúziós, Gauss-
eloszlású vektorfolyamatból szá rmaz ta tha tó . Az ál­
ta lános diffúziós vektorfolyamat z'-edik rendezője 
( z ' = l , 2, . . . , n) az alábbi definíciós összefüggésekkel 
í rha tó le (csak zérus vá rha tó ér tékű folyamatokat te­
kintve) : 

M{v,(Q} = 0; 1 = 1, 2, n ; (F9) 

l im M { ! i 

l i m M j ^ 

dt~0 { 

(t+At)-Vi(f)Y 
At v(t)= *v0(f)} = -

NMt), t) . 
2 

: 1 , 2, n; (F10) 

At V(ty-=»o(o}= 

( F I I ) 
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t+At t+At 

r(t+At)-x(f)= .j f(x(a), a) do+j b(x(o), a) dv(a), 
t . t 

(F14) 

amelyben a v(t) zérus vá rha tó ér tékű diffúziós folya-

és M{[ i ; i ( f 1 +/J / 1 ) -v i ( í 1 ) ] [ V j ( í 2 +zl í 2 ) - i ' J (Í2)]} = 0; 

4 + ^ 2 > f 2 > í ' 1 + Z l í 1 > f ' 1 ; i,j=l, 2, . . . . n ; (F12) 

ahol Qij(v(f), t), Noi(v(f), t) és Noj(v(t), t) a folyamatot 
jellemző folytonos függvények (É?Ü = 1, É?ij = É?]i> 
| ft, | S1 ) . A kifejezések alapján megál lapí tható , hogy m a t ^ o ( X j t ) függvénnyel (Id. (F10) egyenlet), /(x, t) 
a Wiener-Gauss-folyamat az ál talános diffúziós fo- és b(x, t) az x á l lapotváltozó és t idő folytonos függvé-
lyamat speciális esete, amikor az i t t definiált Qi}, Noi .-
és iV o j függvények konstansok. 
Definíció: Az {íj(í), J?£T} állapotfüggő fehér Gauss-
vektorfolyamat a {v(f), t£T} ál talános diffúziós vek­
torfolyamat formális, idő szerinti deriváltja, azaz a 
vektor z-edik rendezője: 

nyei. Első lépésben a [t, t+At] intervallumot bontsuk 
fel részinterval lumokra a 

í = í 0 < í r 

, l ( 0 ^ = H m ^ ± ^ . (FIS) 

Az állapotfüggő fehér Gauss-folyamat kovariancia­
függvénye az (F8) kifejezéshez hasonlóan Dirac-delta 
függvény, a súlyozási tényező azonban függ az időtől 
és v(t) aktuál is értékétől , így a folyamat nem stacio­
nár ius . A „fehér" jelző ebben az esetben a folyamat 
Dirac-delta korrelál tságára utal, mivel nem stacioná­
rius folyamatok esetén a te l jes í tményspektrum ál ta­
lában nem értelmezhető, azaz i t t nem beszélhetünk 
egyenletes spekt rumról . 1 

Megjegyzendő, hogy a dinamikus nemlineáris rend­
szerekben a gjj, N o i és N0} á l ta lában a rendszert leíró 
x(í) ál lapotváltozó aktuál is értékeitől függ (innen szár­
mazik az állapotfüggő fehér Gauss-folyamat elneve­
zés), és csak az ál lapotvál tozókon keresztül függ a 
v(t) vektor aktuál is értékeitől. 

• < Í N - I < Í N = Í + Z ^ J max(ti+1 — ti)=A 
(F15) 

időpontokban úgy, hogy minden intervallum a A kor­
lá t ta l azonos vagy az alatt marad. 

Definíció: A sztohasztikus integrál Ito szerint az 
t+At 

íb(x(a), a) év{a) = \mxn2 W k)Ww)-v(td\ 
J A-»0 i=0 

(F16) 

téglányösszegek határér tékével adha tó meg, ha 
t+At 

M^\b(x(a), ff)|2dffj<oo, (F17) 
t 

és a ha tá ré r ték négyzetes középben értendő [44]. 
Az I tő integrál vá rha tó értéke a 

t+At 

2. Függelék 

Az Ito- és Sztratonovics-integrálok értelmezése és kap­
csolata [41, 42] 

A (18) egyenletben kijelölt sztohasztikus integrá-

N - l 
= l im Z M f ^ / l K U - K í i l l h O (F18) 

J - 0 i = l 

kifejezés alapján 1 valószínűséggel zérussal egyenlő, 
mivel a jobb oldali összeg mintfen tagja függetléh válö-

lok értelmezéséhez tek in tsünk egy egydimenziós pél- színűségi változók szorzata (x(f,)" független a v(t) tt 

dát . Adot t t e h á t a (17) t ípusú egydimenziós ál lapot- időpont u tán i növekményétől) . 
egyenlet At időre vett in tegrál ja : 

t+At 

Az Ito integrál szórásnégyzete pedig a 

®! = M\\(b(x(a), a) d y o J L l i m Y Y M { « ) . 0'̂ ). ^ W W - ^ i W W W - ^ i ) ] } < F 1 9 > 
\LJ J J 4-̂ 0 i=0 j=0 

egyenlet segítségével számolható. Felhasználva a dif- számítása Riemann- t ípusú , idő szerinti integrálásra 
fúziós folyamat növekményeinek or togonal i tását vezethető vissza. 
(Id. (F12) kifejezés), valamint az (F10) definíciós 
egyenletet az (F19) 1 valószínűséggel a 

N - 1 

Definíció: A sztohasztikus integrál Sztratonoyies 
szerint az; 

t+At 

^b(x(a), o)dsv(o) = 
t 

= h m ^ 1 ö ( x ( - ^ t i j , t^Mt^-vü)} (F21) 

téglányösszegek határér tékével adha tó meg, ha 
1 b(x, t) t szerint differenciálható és az (F17) feltétel fen-

alakban a d h a t ó meg. Az (F20) szerint a szórásnégyzet áll. A ha tá ré r ték i t t is négyzetes középben ér tendő. 

0 \ = l i m 2 M{ö2(x(í,), / , ) [ v ( t i + 1 ) - K ' i ) ] 2 } = 

J - 0 i=0 

J->0i=0 

t+át 

= jV(x(<r), a) N^x(-£>' g) da (F20) 
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Tétel (Sztratonovics [42]): Az I to és a Sztratono-
vics integrál közöt t 1 valószínűséggel fennáll az 

oldalán kijelölt sztohasztikus integrál a 

t+̂ it 
t+At t+At 

jb(x(a), a) dsv(a) = j b(x(a), a) div(a) + 

t+At 

m C 
2 ^ ( x ^ M ^ C * ) (F26) 

t 

formában í rható fel, ahol b^{x(t), t) a B(x(í), í) m á t r i x 
z-edik sorában és /-edik oszlopában levő elem, vfit) 
pedig v(í) vektor /-edik rendezője. Az I to - és Sztra-
tonovics-integrálok az ( F I 6) és (F21) definíciókkal 
azonos módon értelmezhetők az (F26) összeg minden 

. . . , . ' , . . . . tagjára . A részletes definíciós egyenlet felírását mel-
kapcsolat, ha b(x t) x-ben differenciálható A bizo- w h á r o m t é t e l t i s m e r t e t t ü n k a t ö b b d i m e n Z i ó s 
nyitás Doob [33] tételének felhasználásával a [42]- s z t o h a s z t i k u s in tegrálokkal kapcsolatban. 

+ 
db(x(a), a) N0(x(a), g) 

dv 2 
dv (F22) 

ben megta lá lha tó . 
A Sztratonovicí 

különböző mivel az (F22) jobb oldalának második ' ^ ^ Z i ' ^ Í M ^ ^ M 
tagja á l ta lában nem tűnik el, így 1 valószínűséggel 

. . . . , L , , , „ , ,,, Tétel (Sztratonovics [42]): A többdimenziós I to- és 
A ^ t r a tonov ics - in t eg rá l vá rha tó erteké zérustól Sztratonovics-integrálok közöt t 1 valószínűséggel 

ervenyes az t+At t+At 

Ms=M J J* b(x(a), a) dsv(ff)J= 
t 

t+At 

= 1 j db(x(o), g) N0{x(o), cr) d f f ( F 2 3 ) 

m C m r 
2 bij(x(a),a)d^ví(a)=2 & l j (x(ff),ff)d^ j (ff) + 
j = i J j=i j 

t+At 
1 » » » f dbJx(o), a) • , . . 1 

t • /Ar o j (x(ff ) , er)N o k(x(ff), ff) dff, (F27) 

összefüggés. A Sztratonovics-integrál szórásnégyzete h a a 6ij(x(0> 0 x-ben differenciálható. A bizonyítás 
1 valószínűséggel azonos az Ito-integrál szórásnégy- [42]-ben megta lá lha tó . 
zetével (ld. (F20) kifejezés) [42]. Tétel (Sztratonovics [42]): A többdimenziós Itö-ín-

Amennyiben ismert az x(t) és v(t) közöt t i kapcsolat t e g r á I vá rha tó ér téke 1 valószínűséggel zérus, a t öbb -
(azaz az ál lapotegyenlet (F14) t ípusú, egydimenziós dimenziós Sztratonovics-integrál vá rha tó értéke 1 
alakja), akkor az (F22) és (F23) kifejezésekben a valószínűséggel 
differenciálás láncszabályát alkalmazva a 

dv dx dv dx v v ' 

helyettesí tést alkalmazhatjuk, mivel (F14) a lapján 

"*'-'«»•'!• 

így a Sztratonovics-integrál vá rha tó értéke 1 való­
színűséggel az 

t+At 

^ S = M J J b(x(o), ff) dsv(ff)J = 

t 
t+At 

^j=l k=ll=l J 0XX 

t+At 

. g, (x(ff), ff) ^ ° i ( x < g > ^ ( ^ M d f f ( F 2 g ) 

Tétel (Sztratonovics [42]): K é t többdimenziós I tő -
vagy Sztratonovics-integrál kovarianciája 1 való­
színűséggel a 

^ ^ ^ { [ j ? j ö i k(x(ff), ff)d\(ff)]-

t+At t+At 

[ ra C 11 m m r 

2 } b.Ma),ö)d\(c)^=2iZ) ö i k(x(ff), ff). 

= l J ^ ^ é ( x ( f f ) 5 f f ) ^ M d f f (F25) 

t 

alakban í rha tó fel. 
Mindkét előbb definiált integrálkalkulus kiter­

jeszthető a (17) t ípusú többdimenziós ál lapotegyen­
letre és a (18) egyenlet jobb oldalán kijelölt t ö b b ­
dimenziós sztohasztikus integrálokra is az (F16) és 
(F21) kifejezésekkel analóg módon. Ismert t e h á t a 
(17) állapotegyenlet és az ál talános {v(f), í£T} diffú- kifejezéssel a d h a t ó meg. Az u tóbbi ké t té tel bizonyí-
ziós vektorfolyamat a hozzá rendelhető Q(X(Í), t), tása [42]-ben megta lá lha tó . Az (F28) és (F29) bal 
N0i (x(í), í), (i, f=1,2, . . ., m) x-ben és f-ben folytonos oldalán alkalmazott csillag jelölés a többdimenziós 
függvényekkel. A (17) egyenlet z'-edik sorának jobb integrálásra u ta l . 

.* j l (x(ff), ff)gk,(x(g), a ) t ^ ^ g ) dcr 

(F29) 
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