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A Fokker—Planck—Kolmogorov-egyenlet
és alkalmazasa a hiradastechnikaban

A éztohasztikus folyamatokkal vezérelt dinamikus

nemlinedris rendszerek vizsgalatdnak fontos kérdése

a valaszfiiggvény statisztikai jellemz6i valdszintiségi
. eloszlasfiiggvényeinek vagy (amennyiben létezik) sti-
riiségfiiggvényének meghatarozasa. Stacioner vezérlg
forrdsok esetén ez a feladat két részre oszthatd: (i)
a tranziens-analizis és (ii) az allanddsult allapot vizs-
galata. Ez utobbihoz tartozik a teljesitményspektrum
meghatirozasa is. Amennyiben a. vizsgalt rendszer
‘4llapotai tobbdimenziés Markov-folyamattal jelle-
“mezhetdk, kiilon kérdés lehet annak az idének (first
passage time [1]) a varhato értéke, amely alatt adott
kezdeti feltételbdl a rendszer az allapottérben a tran-
ziens soran valamely korlatozd hiperfeliiletet elér. A
gyakorlati feladatok egy részében a fenti kérdések
megvalaszolasakor jol hasznalhaté a sztohasztikus
térelmélet és a Fokker —Planck —Kolmogorov-egyen-
let. A téma elGszor a véletlen lépések elmélete, a
Brown-mozgas és a diffuzios folyamatok kapcsan ve-
t6dott fel, és csak az H0-es évektél kezdve valt az
" dramkor- és rendszertervezé mérnok gyakorlati prob-
lém4java. ,
A cikk célja a téméban elért legfontosabb eredmé-
nyek bemutatdasa és olyan 4ltalanos modszer ismerte-
- tése, amely a fehér Gauss-folyamatokbdl }ineéris vagy
nemlinedris sziiréssel el6allitott vezérldjelek esetén
alkalmas a kordbban felvetett kérdések megvalaszo-
ldsara. A tovabbiakban bemutatott eredmények rész-
ben az [1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10] forrasokban kozol-
tek oOsszefoglalasa, részben azok kiegészitése a véges
korrelacios idejii [11] Gauss-folyamatok és a stacioner
determinisztikus jelek esetére. A Fokker—Planck—
Kolmogorov-egyenlet igen fontos szerepet jatszik az
dltalanos szinkronizalé rendszerek és PLL-hurkok
analizisében [1, 2, 3, 4, 7,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24], az oszcillatorok zaj altal oko-
zott zavarainak vizsgalataban [25, 26] és a dinamikus
szabalyz6 rendszerek elméletében [10, 27].

1. A probléma felvetése és az eldzmények attekintése

A feladat, melyet teljes altaldnossagdban el6szor
A. N. Kolmogorov [28] targyalt a kovetkezéképpen
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fogalmazhato meg. Adott egy {n(f), 1€ T} id6beli szto-
hasztikus folyamat, amelynek teljes statisztikai leira-
sa ismert. Adott ezen kiviil egy igen 4ltalanos transz-
formacios szabaly, amely kapcsolatot teremt az.
{n(?), t€ T} ésa beldle szarmaztathat6 {&(f), t€ T} szto-
hasztikus folyamatok kozott. Meghatdrozands a
{E(t), t€ T} teljes statisztikai leirasa. Teljes statisztikai
leiras alatt a- sztohasztikus folyamathoz rendelt
egyiittes valdszinliségi eloszlasok teljes rendszerének
ismeretét értjiik. ,
A Klasszikus fizikdban mar az elmtlt szdzad végén:

~felvet§dott néhany olyan probléma, amely a fent em-

litett altaldnos feladat specialis esetének tekinthetd.
Ilyen volt a-harom szabadsagfokt mechanikai rend-
szerekre vonatkozd Maxwell—Boltzmann (1860 koriil)
sebességeloszlas szamitdsa, a Rayleigh (1830, 1894
és 1899) 4ltal felvetett és végiil Pearson (1905) altal
megfogalmazott véletlen 1épések elmélete és-a Bache-
lier  (1900) altal kidolgozott tézsdei modell. Nagy
lendiiletet adott a kérdés tovabbi tanulmdnyozass-
nak Einstein (1905) munkdéssdga a Bobert Brown
(1827) altal felfedezett molekularis mozgassal és alta-
laban a difftzioval kapcsolatban. Bar kordbban mar
Rayleigh és Bachelier is eljutott ahhoz a felismerés-
hez, hogy az altaluk kitlizott feladat megoldasa egy
parcidlis differencidlegyenlet megoldasdra vezethet
vissza, csak a. diffizids alapegyenletek felirdsa utdn

" kezd6dott meg a kérdés ilyen értelmt tanulmanyo-

zdsa. A diffuziés elméletet " Smoluchowsky (1914,
1916), Langevin (1908), majd  Fokker (1913, 1914,
1918) és Planck (1915, 1917) fejlesztette tovabb, meg-
fogalmazva az an. sztohasztikus ~differencidlegyen-
let-problémat és megadva a- valdszinfiségi sfirtiség-
fiilggvényre vonatkozé Fokker—Planck-egyenletet.

A. N. Komogorov alapvet6 munkéssaga [28] nyo-
man, amelyben folytonos Markov-tipusu folyamatok-
ra megadta a kitizott feladat megoldasat, Chand-
rasekhar [29], illetve Ming Chen Wang és Uhlenbeck
[30] kiegészitette és teljessé tette a Brown-mozgis
elméletét. 4 V R

A véletlen zavarokkal diszturbalt nemlinearis dina-
mikus rendszerek leirdsdval el6szér Andronov [31]
foglalkozott, néhany egyszertibb esetre az allandésult
allapotra érvényes valdszintiségi stirfiségfiiggvényt
is meghatarozva. Az elmélet mérnoki-gyakorlati al-
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nyitottdk meg 1953 és 1960 kozott. Az sltaluk publi-
kalt eredmények sordba tart021k Tyihonov két alap-
vet6 cikke [3, 4], amely a fazis-zart hurok zajviszo-
nyaival foglalkozik, és amely az tin. koherens hir-
.+ kozléselmélet egyik alapozd miivének tekinthetd. A
.. munkakozosség elméleti eredményeit Sztratonovics

" 1963-ban megjelent konyve [32] foglalja éssze, amely
az dllandosult 4llapotok vizsgilatdn kivil a valé-
szinliségi slirliségfiiggvény id6beli tranzienseinek egy
elemzési modszerét is bemutatja. Az 1960-as évek

egyenlet alkalmazisa korében egész sor gyakorlati
‘témdval foglalkozé publikicié jelenik meg. A hir-
adéastechnikdban jelentés Viterbi [1, 2], Lindsey [7,
11, 15, 17, 24], Develet [12], Rey [13], Schilling és
., Billing [14], Tausworthe [16] munkija és Gupta [21]
RIS osszefoglalé cikke, a szabdlyozaselmélet teriiletén
pedig Futter [10] és Larson [17] &ttekinté tanul-
manya.

Pawula [5] 1967-ben pubhkélt cikkében a klasszi-
kus elméletet kiterjesztette a nem Markov-tipust
sztohasztikus folyamatokra is, bebizonyitva, hogy

. néhany nem talsagosan szigori megkotéssel eiméleti-

- leg lehetdség nyilik arra, hogy tetszdleges bementi
{n(®), tcT} folyamat és tetszébleges transzformécios
szabély esetén eldallitsuk az eredményezett kimeneti
{&(t), teT) folyamat teljes statisztikai leirasat.

( " rését segiti Doob [33], Spitzer [34] és Bharucha —Reid
[6] sztohasztikus folyamatokkal foglalkozé mono-
grafiaja és Deutsch [9] dsszefoglalé munkéja.

2.A Markov-folyamatok
Fokker-i’lanek -Kolmogorov-egyenlete

Eltekintve Pawula [5] korédbban emlitett altala-
~nositasatol, a tovabbiakban a Fokker —Planck—Kol-
Yo mogorov-egyenletet csak Markov-folyamatok esetére
o hatdrozzuk meg. Legyen adott az elsé fejezetben be-
e vezetett {§(f), 1T} n-dimenzios folytonos sztohasz-
tikus vektorfolyamat, amely az E", n-dimenzi6s euk-
lideszi térben vesz fel értékeket. Folytonos alatt itt
id6beli folytonossagot értiink, tehat T=R, ahol R
a valés szdmok halmaza. Tételezziik fel, hogy az
{n(f), tcT} folyamat és a transzformécibs szabaly
olyan, hogy a {&(f), f¢T} folyamat elsérendti Markov-
folyamat, a tovabbiakban egyszeruen Markov-fo-

lyamat, és létezik a

P(X 1]%g, ) =P(x=&(O)<x+ dx, {EF) =Xy )s ly<t

4tmeneti valdszintiségi surusegfuggveny,
sltalaban a feltételes valdszintiségi surusegfuggveny
jelolése,

Elsérendii Markov-folyamatokra igaz, hogy :

sxp’ n)"p(x’/tIXO’ 0)’ (1)

P(x, t|xq tys Xy &5 - -

statisztikai lefrdsdhoz elegend6 a mésodrendii el-
oszlasok rendszerének ismerete, mivel a ,
P(X, 13X, 03 Xy b5 o oo 3%y by g3 Xy B) = P(X, £]X to?f
'p(XO" t0|x1’ tl)' oo p(Xp_ps tn—-l'Xn’ tn)p(xn’ In)s
t=ly=t>. o>t >t @
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kalmazésamak sdrét Sztratonovics és munkatérsal,

elejétdl - kezdve a Fokker—Planck —Kolmogorov-

amibé] azonnal kovetkezik, hogy a folyamat teljes

osszefugges alap]én bérmely egyuttes eloszlés gene-
ralhaté.

Ismert [5] tovabb4, hogy a folytonos Markov-
folyamatok 4tmeneti - valészinfiségi surusegfugg-
vénye kielégiti a Smoluchowsky- vagy més néven
Chapman —Kolmogorov-egyenletet, tehat

P, txy )= | P, X, £)p(X, [, 1N’
B :

ty<t' <, ©®

azaz a p(X,#|xy1,) elGallitdsdhoz elegendd szdmba
venni az osszes (x',') 4llapotokat, amelyeken keresz-
til a rendszer az. (X4{,) dllapotbdl az (x,?) dllapotba
keriil. Id6ben homogén folyamatokra az 4tmeneti
valoészintiségi stirliségfiiggvény csak a {—¢ novek-
ménytél fiigg, igy a (3) egyenlet médositott valtozata |
a p(x, t|x’, ') = p(x, {—t'|x, 0) helyettesitéssel nyerhet6.
Amennyiben a folyamat stacionérius, a p(x|x,) sta-
ciondrius 4llapotban értelmezett atmeneti valészint-
ségi stirtiségfiggvény fliggetlen az id6tdl, vagyls 3)
modositott valtozata a ’

[z = [ p(x, 11 |x, Op & |x)dx’ (@)
Ee ;

A téma matematikai alapjainak- melyebhmegisme;alakban—irhatr('rfel, >

A Fokker —Planck —Kolmogorov-egyenlet a Smo-
luchowsky-egyenletbdél tobbféle tton -szarmaztat-
haté [1, 5, 10, 11, 28, 32]. Ezek koziil a Viterbi [1]
és Lindsey [7] 4ltal kozolt eljarast kovetjik.
t=t4+At és t' =t helyettesitéssel (3)-bol megkapjuk a
t+ At idGponthan értelmezett atmeneti valészin(iségi
stiriségfiiggvény kifejezését: ,

PG, £+ A%, 1) =

= fp(x, t+ At X, Hp(X’, t|xq, £) dx'. )

. Bn

p(x, {|Xq £y) At id6 alatti novekménye a
P(S, £+ A4, ) — P, 1|45 ) ®)

kiilonbséggel adhaté meg.

Vezessiink be ezutan egy tetszéleges R(x) skalar-
-vektor fiiggvényt, amely x szerint m-szer
(m=12,...) derivalhaté, és 2, —e (i=12,...,n)
esetén elég gyorsan eltilinik. Vizsgaljuk a tovébbiak-
ban a

Jm JR@‘) [P(X, 1+ At|X ) — P(X, £|%, fp)]dx =

En

= hm

R(x) p(x, t+At|x’, £) p(x',t| %y t,) dx"dx ~
e oAt

—lim R(x)p’(x,'qxo, ,)dx @)
at~0 At ' N




" . integral értékét akkor, ha At—»O azaz, ha az
egyenlet bal oldaldn a p(x,t|x,, ! ) id6 szerinti deri-
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A derivélhatoségi feltétel kovetkeztében az R(x)
fuggveny az x’ pont koriil tobbdimenziés Taylor-sor-

valtja szerepel ba fejthetd: ‘ ’
) aR(x) 1 n n 32R(X)
. R(®)= R(x)+2 @) S| o g 2@ D@ gme
o { a5 a , o PR®) 7Y
P . +3—j§ nggl(xi—x')(xj“’xj)(xk_xk) ox. axjaxk x=x ®

A Taylor-sor (7)-be helyettesitése, a bal oldalon kijelolt hatardtmenet elvegzese és nehény talakitds

utan [1, 7] az

JR( ) 3p(X, ”XO’ tO) dx _‘211 3§( )
Es ., B Bn
1 °R(x)

=1 j=1

egyenlethez jutunl%,,mivel a (8) jobb' oldalanak elsé
tagja 4atalakitdsok utdn azonos a (7) jobb olda-
ldnak maésodik tagjaval. “A  kifejezésben szerepld

és

p(x.t|%p, to)K(l)(xs t)dx+ 2 2

*3"122.£1faxaxa P, 1] )
B

5

\

~

J’R(x)
0,02,

P(x, 1%, to>K<2><x, fdx+
1 1=

W, t)dx,+ ... , O

K()(x, H= hm f(x, —x)p(, t+At|x, Hdx’,

(10)

")(z_l 2, ...) un. inténzitis-egyiitthatok a
K@(x, f)y=lim J (@ —1,) (@] —2)P(X’, 1+ | x, )dx’ (11)
ato At b o
K@X(x, fy= llm m tf(x —;)( —-x,)(xk—xk)p(x t+At]x, Hdx' y _(12)’

egyenletek alap]én az x—x’ differencidlis sztohasztikus novekmeny momentumal A (9) egyenlet tagonkénti
parméhs integraldsa ut4n, felhasznilva azt, hogy az R(x) fiiggvény a vegtelenben eleg gyorsan eltiinik, az

3K(1)(X’ Hp(x; £[%y, o)

KiP(x, Hp(x, flxo, f)

JR( )ap(x,tlxo, o)/ ’ J[_hle( ). = 00

‘E,“‘ cos . Bn

PERx, t)P(X, t]Xo, o)

I n n-
§‘§§1R( ) o, o1y

13 §’."R
,fg-!mzlj"‘%lé

Osszefiiggéshez jutunk,- és. miutdn R(X) tetsz(ileges,
az egyenldségnek az integral argumentumaira is fenn
kell 4llnia. Tovabba igaz, hogy a Markov-folyamatok
‘egy igen széles osztalyara [5]a K@ ..
tés—egyiitthaték barmely indexpermutéciora ‘ zérus-
s4 valnak*, igy (13) - a klasszikus Fokker —Planck—
—Kolmogorov-parabolikus tlpusﬁ parméhs differen-
cidlegyenletet adja:

P X ) z“’

0 petyg f o
=2 [K, (x,‘t)p(x,flxmfo)]f.

o8 3 e PG 00 (19

Visszatérve az.1. pontban megfo,c;’almazott alap-

_probléméra, jol léthaté, hogy.a: (14) egyenlet érvé-

* Pawlla [5] 4ltaldnosan is igazolta, hogy amennyiben a zé-
rustél kiilénbdz8 intenzitasegyiitthat6k szama véges, akkor
zZ>2 esetén minden intenzitésegyutthaté eltunik

3:12 313, 3xk

. z>2 intenzi-

. ] dx -
nyessége fiiggetlen a generalo {n(?), t€T} folyamat és
a trgnszformécms szabaly 1étezésétdl, és explicit for-
maban ‘nem is tartalmazza azok jellemzdit. Igaz’
viszont, hogy. a K intenzit4s-egyiitthatok el6allitasa-
hoz elméletileg szukseg volna az ismeretlen Atmeneti -
valoszmusegl stirliségfiiggvényre. Ha a transzforma-
ciés szabdly és a general6 folyamat tel]es statisztikai
leir4sa ismert, akkor gyakran lehetdség adodik (Id. a
késdbbiekben) a K intenzitds-egyiitthatok kiszami-
tésara, és az igy nyert parcilis differencidlegyenlet
kezdeti és hatarfeltételeinek meghatarozasira.

Az Atmeneti valészindiségi siiriségfiiggvény az

113)

(Xo» f) kezdeti feltételektdlis fiigg. Ezt fejeziki akozel

hasonlé médon szérmaztathato )

DG, HEgpt) _ L,
T 2 K; (Xo’ 0)%[17(3" tIX,\, )]+ .

1 n n z -

to12 2 K to)M[P(Xstlxo3to)] (15)
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parc1ahs d1fferenc1alegyenlet melynek a (14) ad]un-
galtja [35]. Az utébbit Kolmogorov els6, mésnéven

backward, az elébbit pedig Kolmogorov masodik,
forward egyenletének is_szoktak nevezni'[31]. A két

jelzd arra utal, hogy a derivalas az idében korabbi.
vagy kés6bbi allapot szerint torténik. Mivel a back-
ward egyenlet jelentdsége a gyakorlatban kisebb, a

tovabbiakban csak a Fokker —Planck — Kolmogorov—

egyenlettel foglalkozunk

4. A dinamikus nemline4ris rendszerek ‘
Fokker—Planck Kolmogorov~egyenletc

A dinamikus nemhnearls rendszerek allapotvalto-
z6s leirasa [36] az elterjedt szabalyozéastechnikai és ha-
lozatelméleti alkalmazasokon [37, 38] kiviil eredmé-
nyesen hasznalhaté fel a sztohasztikus iizenetet to-
vabbité linedris vagy nemlinearis hiradastechnikai
csatornak’[S] valamint, a zajjal diszturbalt fazis-zart
hurkok és oszcillatorok analizisére is.” Az allapotval-

tozdk elsorendu dlfferenmalegyenlet-rendszere a

9’5@ = f(x, ) +B(x, t)u(f)

~alakban irhaté fel, ahol x az allapotvialtozok nX l-es

oszlopvektora, t az id6, f(x, f) az x és.f fliiggvényeinek
nX l-es oszlopvektora, B(x, ) egy nXm-es matrix,

- u(?) pedig a kiilsé gerjesztések m X 1-es oszlopvektora.

Az altalanossadg némi sziikitésével a tovabbiakban fel-

tételezziik, hogy a kimeneti jellemz6 az 4llapottér va-

lamely koordinatéjaval azonos, igy a szokasos mdso-
dik-4llapotegyenlet [36] elhagyhaté.

Azaltalunk vizsgalt sztohasztikus jelekkel gerjesztet
rendszerekben az u(f) gerjesztésvektor az {n(), te T}

~vektorral helyettesithetd, amelynek minden rendezé-

je valamely idébeli sztohasztikus folyamat. Az 4lta-
lanossag tovabbi sziikitésével a kovetkezdkben csak
olyan redszereket vizsgalunk, ahol a ger]eszto jelek

‘mindegyike fehér Gauss-folyamat vagy tn. allapot-

fiiggd [10] fehér Gauss-folyamat Ezeknek a fehér
Gauss-folyamatoknak a szigort matematikai értel-
mezése, pl. a Dirac-delta fiiggvényhez - hasonloan,

‘nem adhat6 meg, ezért a (16) differencial-egyenlet

1ntegralasa elott célszeri a fehér Gauss-folyamatokat
mas, matematlkallag egzakt modon kezelhet6 gzto-
hasztikus folyamatokbél szdrmaztatni. Az 1. Fiigge-
lékben kozolt osszefiiggések alapjan az {n @), €T}

- fehér Gauss-vektorfolyamatok a {v(f), t€ T} diffuzios

vektorfolyamat idé szerinti formalis derivaltjai..
A (16). 4allapotegyenlet modositott forméban - a

dx=f(x, t) dt-+B(x, f)-dp

utan az x(f+ At) —x(t) sztohasztikus névekményt 4z

’ t+ 4t t4 At »
X(t+A) —x(t) = f f(x(0), o) do+ f B(x(0); 0) dv(o)

t i ot ‘
_ ' ' ; | -(18)
egyenlettel hatérozhatjuk meg. A jobb oldal elsé tag-

ja Riemann-tipusa, id6 szerinti integral, a masodlk_

tag azonban kiilon’ ertelmezendo, mivel v(?) megvalto-

'(16)>

an

alakban irhat6 fel. Mindkét oldal formalis integralasa -

“f

© z4sa nem véges, igy a kozonséges Stieltjes—tlpusu in-

tegralkalkulus alapjan sem értékelhetd ki. Az-ilyen
an. sztohasztikus - 1ntegral értelmezését Doob [33] 4l-
talanos felvetése alapjan It6 [41] és Sztratonovics [42]

adta meg két, egymastol eltéré formaban (1d. 2. Fiig-

gelek) Bar a két sztohasztikus integralkalkulus alap-

jan értelmezett 1ntegraloknak kiilonbozé statisztikai

jellemz6ik vannak, Kailath és Frost [43] részletes ana-

lizise -a két integral Osszehasonlitdsakor kimutatta, -
hogy nincs 4ltalanos definici6 abban 4z értelemben,
hogy minden mas definicié helytelen. Mindig az ak-
tualis feladat donti el, hogy éppen melyik integral-
tipust kell felhasznalni.

A2, Fuggelekben megadott definiciok  és tételek
alapjan a (18) sztohasztikus dlfferenmalegyenletben
kijelolt sztohasztikus integralok értelmezheték és
vérhaté értékiik valamint szérdsuk meghatarozhaté.
It6 és Sztratonovics igazolta, hogy a fehér Gauss-fo-
lyamatokkal gerjesztett linearis rendszerekre és a
nemlinedris rendszerek egy igen széles osztalyara (gya-
korlatban a hiszterézismentes rendszerekre [45]) az
llapotvektor mint idébeli sztohasztikus vektorfo-
lyamat Markov-folyamat. igy a ‘sztohasztikus integ-
ralok értelmezése alapjan a (10) és (11) sszefiiggések- .
kel ~ definialt ~differencialis sztohasztikus névekmé-
nyek statisztikai jellemz6i meghatarozhaték, azaz
el6allithatok a Markov-folyamatokra érvényes (14)
Fokker— Planck — Kolmogorov-egyenlet K{P(z=1,2)
intenzitasegyiitthatéi. Tovabbi fontos eredmény,
hogy amennyiben a B(x(f), {) matrix nem fiigg az x(f)
vektortol, az Ito és Sztratonovics-integralok alapjan -
szamolt intenzitasegyiitthatok azonos értékiiek (1d.
az (F27, F28 és F29) Osszefiiggést). Fuller [10] egy-
szerli ‘masodrend(i rendszer esetére igazolta, hogy

“amennyiben a B(x(?), ) matrix elemei az x(¢) allapot-

vektor fiigvényei, a Sztratonovics-integralok alapjan
értelmezett intenzitds-egyiitthatok és az igy felalli-
tott Fokker—Kolmogorov-egyenlet irja le egzakt
moédon a fehér Gauss-folyamatokkal gerjesztett rend-
szerek miikodését*. Ebben az esetben, amely els6- -

"'sorban a paraméter-vezérelt rendszerek analizisében

kapott hangstilyozott szerepet [46], gyakran ,,4llapot-
szorzott fehér” Gauss-folyamatokrél beszéliink, szem-
léletesen utalva a B(x(f), t) matrix és az n(f) vektor
szorzatdnak jelenlétére a sztochasztikus differencial-
egyenletben**

A (17) differencidlegyenlethez tartozé Fokker—
Planck —Kolmogorov-egyenlet intenzitas-egyiitthatoi
a 2. fejezet eredményei alapjan a differencialis szto-
chasztikus névekmény momentumai (1d. a(10)és (11)

_egyenleteket), amelyek szoros kapcsolatban 4llnak a

2. Fiiggelékben definialt integralok varhaté értékével
és mésodrendii momentumaival. Az ismertetett de-

# A témaban megjeien6 publikaciék nagy része mésodrend

‘rendszerek vizsgalataval foglalkozik, mivel a parabolikus tipu-

st 'Fokker—Planck-- Kolmogorov-parcidlis differencidlegyen-
letek-a. masodrendii esetek egy részében zart alakban megold-
hat6k. A [10] Osszefoglala a zart alakban megoldhaté egyenletek
f6bb tipusait.

** A-téma irodalméban gyakran emlftett modszer az Sztra-
tonovics-egyenletek Ité-egyenletté transzformalasa, mely az-
zal-indokolhat6, hogy az Ité-integralok kezelése egyszeriibb.
A transzformacu') alapja az Itd-és Sztrat0n0v1cs-1ntegralok ko-

- z6tt fennall6 (F27) kapcsolat
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 finiciok és tételek alapjan a (10), (11), (18), (F28) és

(F29) felhasznélasdval az intenzités-egyﬁtthat(')k az’

és

alabbi formaban frhatok fel (ai 4ltaldnossaghoz ele- -

gend6 a Sziratonovics-integralkalkulust . tekinteni): '

tsAt .

KXx, t)—hm ! M[x (t+At) x(z‘)]—hrn —{JM [ff‘ x(a) o) do']_;_j[*}_

l,(X: )

VN oi(Xs t)N Ok(x )]

_%‘% & =Zl a0t +f,< 0) (19)
Kf?)(i, t)=£tr_{lozll—t[(xi(t+Al)f»xi(l))(xj(t+ At);xl(t))]=lim 1 @s;‘:, .
= § =Zl Buc(x, 0 (% Dus: 1) PNafe, ;)N‘”(X’ 2 0)

A (19) és (20) egyenletek (14)-be helyettesitése
. utdn megkapjuk az x(f) allapotvektorra vonatkozé
tobbdimenzios feltételes valoszindségi stirdségfiigg-
vény n+1 valtozoés parcidlis differencidlegyenletét,

“amely adott p(xX,, ;) kezdeti feltételek ésadott perem-’

feltételek ismeretében lehet6vé teszi a p(x, ]x,, fy)
szamitasat. Az esetek tobbségében csak a. pg(x|xy)
staciondrius, id6tél fuggetlen megoldést keressiik,
amely a (14) egyenlet bal oldalan szerepl6 id6 szerinti

derivélas ‘elhagy4sdval modositott egyenlet megol-

d4s4bol nyerhetd, ha az intenzitas-egytitthatok azidé-
6l fiiggetlenek. A staciondrius megoldas egyértelmi-
sége konnyen igazolhato [10], a 1étezéssel kapcesolato-
san Kolmogorov [31] tételét heurisztikusan dlfalano-
sitva [10] kijelenthetd, hogy mindig van egyértelmi
stacionarius rnegoldés, ha a vizsgalt rendszernek
nincs olyan része, amely a vezérl jelekt6l teljesen
fuggetlen, és ha a staciondrius megoldas nem azono-
san zérus.

A dinamikus nemlinearis rendszerek ana11z1senek
érdekes kérdése a fehér Gauss-folyamatokbél linearis
-vagy nemlinedris szliréssel eldallitott, altalaban s4v-
" hatarolt vezérls jelekkel gerjesztett rendszerek vizs-

galata. Legyen adott a (17 allapote enlet mod051- ;
g ) gy lyamat teljes statisztikai leirasa, ha adott a

- tott forma]a

dxl(t) dvl(t)

= 1(X1 D+ Bl(xl s t)ﬂ(t) + Bz(x1 >1)

ahol xl(t) az allapotvaltozok n, X l-es oszlopvektora,

tazidé, f(x,, t) az x, és t fiiggvényeinek n; X' 1-es osz-

lopvektora, gt(f) a fehér Gauss-folyamatbol sziiréssel

~el6allitott vezérls jelek kX 1-es oszlopvektora, v(f)
a zérus varhato értékd diffuzios folyamatok m, X l-es
oszlopvektora, B(x,, §) 1, Xk, By(x;, ) n; X m; dimen-
zioji matrix. Ezenkiviil ismerjik, vagy a u(f) statisz-
tikai jellemzéinek ismeretében approximaljuk azon
rendszer allapotegyenletét, amely fehér Gauss-folya-
matokbdl a u(f) vezerlo;eleket eloalhtJa

B A U v,
i) =c(%,, )+ D(,, ) d"z"’, @

ahol x,(f) az allapotvaltozék n2>< l-es oszlopvektora,
fi(x,, 1) az x, és tfliggvényeinek n, X 1-es oszlopvektora
vo(f) a zérus varhato értékd  diffazios folyamatok

. @n

‘ megoldésa a jol ismert

. m2>< l-es oszlopvektora, c(x, f) kX l-es oszlopvektor,
Hhy(x,.f) ny Xy, D(XQ, f) kxm, dlmenzlo]u matrix. Az

emlitett approximécio linedris szlirés esetén legalabb
‘teljesitmény-sévszélességre torténik, nemlinedris sz(i-
1és esetén a (22) egyenlet eléallitasara dltalanos sza-
baly nincs. Az intenzitas-egyiitthaték meghataroza-
sara alkalmas dsszevont 4llapotegyenlet (21) es (22)

.. felhasznalasaval ‘a

, v, !
1]
il ~ (23)
Bl f2+133__..fi'212t(t) ~

alakban frhaté fel. Az &sszevont éllapotegyenlef
n, + n, dimenzios, igy a hozz4 tartozé Fokker—Planck
—Kolmogorov-egyenlet valtozoinak szdma n; +n,+1.
4. - HMlusztrativ példak ;

4.1 Egyszerti difftziés folyamat

Meghatarozandé az x(t) idébeli, sztochasztlkus fo-

dx(t)

o @)

t

b egydimeﬁzios sztochasztlkusﬁ' differencidlegyenlet, és

NE)y No/f2 teljes1tmenysurusegu fehér Gauss-folyarnat
(ld 1. Fuggelék).

(24) egyenlethez fartozo 1ntenz1tasegyutthatok
a (19) és-(20) alap]an igen egyszerden eldallithatok,
mivel KP=04és K®=N,/2. A Fokker —Planck —Kol-
mogorov-egyenlet a (14) egyenlet felhasznalasdval

- Op(x,t)_ N, °p(a; 1)
a4 orr

(25)

~ formAban frhaté fel. Ha a f= t, idépontban p(x, t))=
’»—5(58 x,) €és 11rn plz, H=0, akkor a (2b) egyenlet

|x| =0

b LT G o
p(x, t)~Vm¢xp[ , No(f—fo)} , (26) ;

id6ben linedrisan valtozé szorzasnégyzeti Wiener—

“Gauss-folyamat. A (26) eredmény djra igazolja az 1.

229
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» Fiiggelékben megadott definici6t, mlszerlnt a feher

Gauss-folyamat a Wiener — Gauss-folyamat id6 szer-
rinti derlvélt]a

4.2 Keskeny ‘sdvi Gauss—folyamattal vezérelt elsé’rendu

fdziszdrt Izurok

Hatérozzuk meg az 1. 4brén megadott faziszart
hurgkban a kimené jel és a bemen§ hasznos jel fa-
ziskiilonbségének staciondrius eloszlését a [—m, x]
tartoményban, ha a bejové jel:

Tpelf) = V-—A sin (wqt+6y) +L(1); 6, =Aq)t, (27)

. egy 4llandé o=w,+do frékVenciéijﬁ szinuszos jel, és

a {(f) keskeny savi Gauss-folyamat Gsszege. Legyen a

. keskeny sava Gauss-folyamat a fesziiltséggel vezérel-
heté oszcillator w, természetes frekvencidja (2(f)=0) -
koriil szimmetrikus spektrumu és Ny/2 teljesitmény-
stirtiség(i. Ismert, hogy az igy - megadott keskeny savi

'Gauss-folyamat a

LO=V2[m®sin (wof)+ m® cos @] (2)
alakban felirva klfe]ezhet6 az ny(?) és nl(t) fiiggetlen

, Gauss-folyamatok kombinaci6jaként, ahol az nl(t)

és n(D) folyamat Ny/2 te1]e31tmenysurusegu és az ori-
gora szimmetrikus spektrumu. Ha az #,(f) és nu(f) fo-
lyamatok sdvszélessége lenyegesen nagyobb a hurok
sévszelessegenel az n(f) és n(f) folyamatokat az

1) és n(f) korrelalatlan fehér Gauss-folyamat—pér—.
. ral szoktéak [1, 2, 3, 4, 7] kozeliteni.

A fesziiltséggel vezérelhet$ oszcillitor kimend jele

2(H)=V2B cos (gt + 6y), (29)
1C* N,

, Kil) =Aw—Csin (D) - 5425 {—5 [sm (@ @)] sin (O, — ¢)+9¢’ [cos (O, — @)] cos (O, — d))} =Ado— Csm((l))

s - '

N,C?
242 °

K{l)—»—w [sin2 (O — D)+ cos? (@ D)= (33)

A rendszer Fokker —Planck — Kolmogorov—egyenlete
a (32) és (33) felhasznéléséval stacmnérlus eloszlasok
esetére a’

op _
0=

kiféjezéss_el adhat6 meg. ;
Az egyenlet megolddsa a [—m, =] tartomanyban,

NC 9*p
2A2 Frc (34 )

N

[(Aa) —Csin(D))pl+ 25

. a p(—m)=p(m) hatérfeltételek mellett

D42 :
D)= Dexp (BD+acos @)fexp (—=By=a cosy) dy,'
(35)
. 4A2
ahol D a normahzélém élland() oc————(—: és f=
Ny
_ Moa \ \
=N

Szorzo
D e faZl.sdetek e() ggggg
Flp) |
o el
' rac
szz:l op ot
’ E TP
1, dbra o
Vézérlési karakterisztikdja a o |
- de, \

'egyenlettel adhat() meg. A szorzé detektor egyuttha-'

toja Cy. :
. Egyszerti 4talakitdsok utdn megkapjuk a @=

—@ o, féz1skulonbsegre vonatkozé differencidl-.

egyenletet ‘ . ‘

ég—dw Csm(¢)+Anﬂsm(@ D)—

-

~GTRes©= D, @D

ahol C=C\C,AB. Az talakitésok sorén a 20, frek-
vencia kornyezetében megjelené oldalsdvokat a szor-
z6 detektor kimenetén elhanyagoltuk. A (31) egyen-
letben s és 7y, egyiitthatéi a @ allapotviltozo fug-
vényei, igy az ,Allapottal szorzott” Gaus-folyamat
esetérdl van szé. A Fokker—Planck —Kolmogorov-
egyenlet 1ntez1tés-egyutthat61 a (19) és (20) alap]én

(32)

| 4.3 Fehér Gauss—folyamattal megzavart kelfazzsti oszcil- o

ldator

Hatérozzuk meg a 2. dbran bemutatott oszcillator
rendszer amplitidoj4nak ¢s fazisdnak egyiittes staci-
ondrius valészintiségi stiriségfiiggvényét, ha az
1(t) folyamat fehér Gauss-folyamat Ny/2 spektralis
teljesitménystirtiséggel. A rendszer egyik lehetséges
dllapotegyenlete y(f)=x, és y(f)=x, éllapotviltozé .

2ol jit i 1 4t
é 1t K2l
+ L TFF Fy
x | X - x
YA+ 531 = v
—o-!

2. abra
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[ R e RIS SR A A B

valasztassal a

dr,
a
dz, 2 o
@ x1—‘e(951 +23— D, — () (36)
alakban irhat6 fel. Az intenzités-egyiitthatok:
K= KP=KP=0; KP="0 . 37)

Ennek alapjan a Fokker —Planck %Kolmogorov-
egyenlet stacionarius esetben a

_0 4 (21 2 Ny 0°p _
5;;[121’]"‘5;2[(%‘"5@14‘372 ~1)P]+4 e =0

3
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(38) -

kifejezéssel adhaté meg. Az egyenlet megoldisa’ a
lim p(z,, 2,)=0 és lim p(x;,r,)=0 peremfeltételek

Xi—>o0 Xg->oo

mellett

'p<x1,x2)=Dexp[— Z-V8—<x%+x§—1)2] (39
, o -

ahol ‘D normilé allandd. Az egyszeri r;=rcos ¢ €s

x,=rsing koordinitatranszformacioval az x;, x, sikrél
Attérhetiink az oszcillator pillanatnyi amplitidéja
(1) és pillanatnyi fazisa (@) 4ltal meghatarozott polar-
koordinatarendszerre. A fazis és amplitidé egyiittes
eloszlasa a transzformacié felhasznalasaval a

p(r, (p):D’r exp [_{7 (r*— 1)2J; @€ | —m, 7] (40)
0
alakban adhaté meg. Az eloszlas fiiggetlen a pilla-
natnyi fazistol, azaz a g-re vonatkoz6 peremeloszlas
konstans. A (40) egyenletbep szereplé D’ a modositott
normalé allando.

N

A fehér Gauss-folyamat és a Wiener— Gauss-folyamat
kapcsolata

Az {m(l) tcT}. fehér Gauss—vektorfolyamat vagy
masnéven fehér zajvektor a {v(?), t¢T} Wiener—Ga-
uss-vektorfolyamatbél.szdrmaztathato. A {vy(f), t€T}
vektor i~edik rendezdje (i=1, 2, . .., n) zérus varhaté

érték, ortogonalis névekményfi, aziddében linearisan.

valtozé szérasnégyzetii, Gauss-eloszlastt folyamat,
azaz a kovetkez6 definicids osszefiiggésekkel adhatd
meg:

Vﬁ(l):O; této; i: i, 2’ e, I (Fl) .
My () =0; €T; =1, 2,..., 7a; (F2)
[+ 4D —va(OP] _ Ny .

lim ) L I S S
A:-o { At 5 s izt 1=1,2,...n

(F3)

lin {[vﬁawt) vyl +40) vﬁa)]}
At

At-+0

o .. e e LT et e E AT
S M R

I : P

V No N, R

= 0j )

M{[»;(t,+4 t1) — () [vyy(la 4 Aty) — ”fj(’z)]} =0;
Lt-db=b>h+AL >t >4 1i,j=1,2,...,n; (F5)

ahol M{} a valésziniiségi térben értelmezett varhato .
érték, g;, Ny, Ny a folyamatot jellemzd allandok
(0u=1, oy=0y > {gu |= 1) Jol 1athato, hogyaW1ener—
Gauss-folyamat a t=f{, 1d6plllanatban »indul” és
szorasnégyzete barmely véges id6pontban véges.

Defintcié: Az {ny{), tcT} fehér Gauss-vektorfolya-
mat a {v(l), €T} Wiener—Gauss-vektorfolyamat
formalis id6 szerinti derivaltja [1 7, 10, 39] azaz a -
vektor i-edik rendezdje:

vﬂ(t)

(F4)

=l Gj=1 2., 0

vi(l+A)—vu(®)
lim i .
Mivel az (F6) miivelet linearis, az igy nyert folyamat

is Gauss-eloszlasi. A folyamat kovariancia-fiiggvénye
az i-edik és j-edik rendezﬁre

(D)= (F6) ‘

At-»O

M{#y(t+7)1y(0)} = hm A 7 M{[v;(f+ At +1)—

—v({+ 7))y (t+ 4 —vy(D}}
amely az (F3), (F4) és (F5) felhasznalasaval az
2l No (At L |), 7| =4i

Ming(t+ D@} =tim{ 2 2
' ) 10 .

(F7)

7] > At
(F8)

alakban 1rhato fel. A hataratmenet elvégzése utin a
kovar1anc1a-fuggveny a gyl NgNgy/2 sulyozasu Dirac-
delta fiiggvényhez tart, tehat az id6tél fuggetlen és
csak a 7 érték fiiggvénye, igy a #;(f) folyamat bizto-
san gyengén stacionarius. Az (F8) kifejezés lényegé-
ben két, N;/2 és Ny/2 teljesitménysiirtiségi, g, nor-
malt korrelacids tenyezﬁju fehér Gauss—folyamat ko~
variancia-fiiggvénye.

Az dllapotfiiggd fehér Gauss-folyanat és az dltaldnos,
zérus vdrhat6 értéki diffizios folyamat kapesolata

Az Allapotfiiggs {n(f), fcT} fehér Gauss-vektor-

folyamat, az altalanos {v(f), €T} diffaziés, Gauss-

eloszlasi vektorfolyamatbél szdrmaztathaté. Az al-
taldnos difftiziés vektorfolyamat i-edik rendezdje

(i=1,2,...,n)azaldbbi definicids Osszefiiggésekkel
irhat6 le (csak zérus varhat6 értéki folyamatokat te- - ’
kintve): ‘

M{y(H}=0; i=1,2,...,n; (F9)
. n(@E+A)—vOP | Na(vo(®), 1)
A . i=1,2...,n; (F10)
im {[v (4 A~ (O] [o gt + Aty - v,(t)}, W= (t)}
A0 At
=0y (Vo()- 1) VNm(Vo(t) t)N(n(Vo(t) t) i,j=1,2,...,n;
(Fn)
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és  M{[»(+ 4t)— Vi(’1)][”j(’2 +At,)— ”1(12)]} = 0;
b+At,>bL>t+At,>1; i,j=1, 2,

ahol gy(v(t), 1), Ng(v(8), £) és Ny(w(?), t) a folyamatot
jellemzé folytonos fuggvenyei( (=1 oy=oy,
loy|=1). A kifejezések alapjan megallapithato, hogy
a Wiener — Gauss-folyamat az altalanos diffuzios fo-
lyamat specidlis esete, amikor az itt definialt g;, Ny
és N, fliggvények konstansok.

Defintcié: Az {n(f), tcT} 4llapotfiiggé fehér Gauss-
vektorfolyamat a {p(f), 1T} altalanos diffuziés vek-

torfolyamat formdlis, id6 szerinti derivaltja, azaz a

vektor i-edik rendezéje: -
d1’1(i) i M AD) —9()
At—»o A )

Az 4llapotfiiggd fehér Gauss-folyamat kovariancia-
fiiggvénye az (F8) kifejezéshez hasonléan Dirac-delta
fiiggvény, a stulyozési tényez6 azonban fiigg az id6tél
“és v(?) aktualis értékétdl, igy a folyamat nem stacio-
narius. A ,,fehér” jelzé ebben az esetben a folyamat
Dirac-delta korreldltsagara utal, mivel nem staciona-

‘rius folyamatok esetén a teljesitményspektrum alta-
ldban nem értelmezhetd, azaz itt nem beszelhetunk
egyenletes spektrumrol.

Megjegyzendd, hogy a dinamikus nemlineéris rend-
szerekben a g;;, Ny €s Ny; 4ltaldban a rendszert leiré
x(?) allapotvaltozo aktualis értékeitdl fiigg (innen szar-
mazik az allapotfiiggé fehér Gauss-folyamat elneve-
z€s), és csak az allapotvaltozokon keresztiil fiigg a
v(t) vektor aktuélis értékeitol.

n(=24 (F13)

2, Fiiggelék

Az If6- és Sztro‘tonovics—integrdlbk értelmezése és kop-
csoloto [41, 42]

A (18) egyenletben kijel6lt sztohasztikus integra-

lok értelmezéséhez tekintsiink egy egydimenzidés pél-
dat, Adott tehat a (17) tipust egydimenzids allapot-
egyenlet At idére vett integralja:

t+ 4t

D= M{Ub(x(a), o) d’v(a)] l

egyenlet segitségével szémolhat6. Felhaszndlva a dif-
faziés folyamat novekményeinek ortogonalitisat

—-1N-1

4-+0 i=0 |=0

(d. (F12) kifejezés), valamint az (F10) definicios -

egyenletet az (F19) 1 valoszinuseggel a

@2 =lim Z M{bz(x(ti)’ ti)['”( i) — () =

40 i=0

Ne1 {
—lim 3 MU (a(t), )M{o(h) ) =
t+ 4t

= sz(x(o), o) ]—Vi(ﬁ(;i‘—) /do‘,_ (F20)
do

alakban adhat6 meg. Az (F20) szerint a szérasnégyzet

232

..., n; (F12)

lim Z' Z' M{b((t,), &)-b(x (), £)[2(t42) —(h () — (6]

tat toat

x(t+At) —z(H)= f/(x(o‘), o) do +f (z(0), 0) dv(o‘),

(F14)

amelyben a »(f) zérus varhaté értékii diffaziés folya-
mat N, (z, t) fiiggvénnyel (1d. (F10) egyenlet), {(z, {)
és b(z, 1) az « dllapotvaltozo és £ 1d6 folytonos fiiggvé-
nyei. Els6 lépésben a [t, 1+ At] intervallumot bontsuk
fel részintervallumokra a :

t=ty<t,< .. t)=4
\ (F15)

id6pontokban Ggy, hogy minden intervallum a 4 kor-
lattal azonos vagy az alatt marad.

Defintcio:
t+ 4t

f (2(0), o) d‘v(o‘) lm1 Z b(x(t), t)[v(t, +1) ()]

t

<y <iy=t+4At; max (-

A sztohasztikus integral Ito szerint az

(F16)
téglanyosszegek hatarértékével adhaté meg, ha

t+4t.
M{f{b(x(o‘), 0)|2 da}<oo,

és a hatarérték négyzetes kozépben értendd [44]
Az Ité integral varhato erteke a

(F17)

t+ 4t

P P
t

“lim S M{B(a), £)[n(h,) Q) =0 (F18)

40 i=1

kifejezés alapjan 1 valésziniiséggel zérussal egyenld,

‘mivel a jobb oldali 6sszeg minden tagja fiiggetlenvalo- -

szinliségi valtozok szorzata (x(f) fuggetlen a ) t,
idépont ut4ni névekményétél).

Az Itd integral szérdsnégyzete pedig a

(F19)

szamitasa P.jemann-tipusﬁ, id6 szerinti integralasra
vezethet§ vissza.

Defintcis: A sztohasztikus integral Sztratonoyies
szerint az ~ :
t+at :
fb(x(a‘),’o) dSv(0)=

t

-3 oo 25, ) - e21)

4—+0i=0_

‘téglanyosszegek - hatéarériékével adhaté meg, ha

b(z, t) t szerint differencialhat6 és az (F17) feltétel fen- -
all. 'A hatarérték itt is négyzetes kiozépben értendd.
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Téltel (Sztratonovics [42]): Az It és a Sztratono-
vics integral kozott 1 valészintiséggel fenndll az

t+ 4t t+ 4t

fb(x(a), o) (o) = fb(x(a), o) div(o)+
t t
t4 4t

J ab( x(a), ) No(2(9), 0) 4
2

(F22)

kapcsolat ha b(z, t) z-ben - differencialhaté. A bizo-
nyitas Doob [33] tételének felhasznildsaval a [42]-
ben megtalalhato.

A Sztra_tonov1cs—1n1:egral véarhat6 értéke zérustél
kiilonb6z6, mivel az (F22) ]obb oldaldnak mésodik
tag]a altaldban nem tunlk el, igy 1 valészin(iséggel
érvényes az

trdt
Mg=M {J b(x(0), o) dsv(o‘){ =
; ,

t+ 4t

f&b z(0), 0)

ﬁsszefiiggés. A Sztratonovics-integral szérdsnégyzete
1 valdszintiséggel azonos az Itd-integral szoérdsnégy-
zetével (1d. (F20) kifejezés) [42].

Amennyiben ismert az x(f) és »(f) kozotti kapcsolat
(azaz az allapotegyenlet (F14) tipusd, egydimenzids
alakja), akkor az (F22) és (F23) kifejezésekben a
differencialas léncszabélyét alkalmazva a

(a(t), 8) _ 3b(z(t) t) da(t) 8b(x(t),

Dottty (F21)

o ox o
helyettesitést alkalmazhatjuk, mivel (Fl4) alapjan
' - ox(t
0 (a0 0

gy a Sztratonov1cs—1ntegral varhat6 értéke 1 valé-
szintiséggel az :

t+At

ﬂg:M{Jb@@%dd%wﬁ=
t .

t+ 4t

alakban irhaté fel. ’

~ . Mindkét elébb definialt integralkalkulus kiter-

jesztheto a.(17) tipust tobbdimenzios allapotegyen-
letre és a (18) egyenlet jobb oldalan lgl]elolt tobb-
dimenziés sztohasztikus integralokra is az (F16) és
(F21) Kkifejezésekkel analog modon. Ismert tehat a
(17) 4llapotegyenlet és az altaldnos {u(?), tc T} diffa-

zi6s vektorfolyamat a hozz4 rendelhetd o(x(), ?),

Ny (x(®), 1), (i,j=1,2, .. ., m) x-ben és i-ben folytonos
fiiggvényekkel. A (17) egyenlet i-edik soréanak jobb

=-;—f B_b(zcg;_),_a_) b(x(0) o) Hg(_x(_z"l’_f_) do (F25)

oldal4n kijeldlt sztohasztikus integral a

t+ 4t
m

2 | by(x(e); o) dv(0)

(F26)
i=1 i
forméaban irhato fel, ahol by(x(t), ) a B(x(f), {) matrix
i-edik soraban és j-edik oszlopaban levé elem, ¥(f)
pedig v(t) vektor j-edik rendez0]e Az Tt6- és Sztra-
tonovics-integralok az (FI6) és (F21) definiciékkal
azonos modon értelmezhetdk az (F26) 0sszeg minden
tagjara. A részletes definiciés egyenlet felirasat mel- .
l6zve, harom tételt ismertettiink a tobbdlmenzms

- sztohasztikus integralokkal kapcsolatban.

Tétel (Sztratonovics [42]): A tobbdimenzios Tto- és
Sztratonovics-integralok kozott 1 valoszmuseggel
fenn4ll az alabbi kapcsolat:

teat t+at
Jél'j bij<x(a), o) dsvj(a) =j=§1' J blj(x(q'), ) glvj(a) +
t+4t . o
1 m s
32 thme»)mW®®%M@@2

-V Ny(x(0), 0)N(x(0), 0) do, (F27)
ha a b i{(x(D), ) x-ben differencialhaté. A bizonyitds.
[42]-ben megtalalhaté.

Tétel (Sztratonovics [42]): A tobbdimenzios It6-in-

tegral varhat6 értéke 1 valésziniiséggel zérus, a tobb-

dimenzi6s Sztratonov1cs—1ntegral varhat6 értéke 1

valészintiséggel :
T4t

ﬂ§=M{§’ f b(x(0), o) dsvj(a)}=

=
t

t+4t
1 J @Mf)—) b (x(g)’ g)

m
_§,=1 > >

k=1i=

E Qik(x( ), ) .WVOI(X( o) 02)N0k(x( %), G) do

(F28)
Tétel (Sztratonovics [42]): Két tobbdimenzi6s Ité-
vagy Sztratonovics-integral kovariancidja 1 valé-

szintiséggel a
t+4t

gﬁ: Kl:M{[% f bik(x(o'); o) dsvk(o-)];

t+ 4t tiat

;[é; fb“(x(a), o) dsvl(d)]}:év gml'f lk(xka)’ ‘7)‘\
=1 v :

VNOk(X(U) ‘7) m(x(a) o) de

(F29)

klfe]ezessel adhaté meg. Az utoébbi két tétel bizonyi- -
tésa [42]-ben megtalalhato. Az (FF28) és (FF29) bal
oldaldn alkalmazott csillag jeldlés a tobbdimenzids
integraldsra utal.

-by(x(0), 0)eu(X(0), 0)
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