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K o r á b b a n l á t t u k [ 1 ] , hogy a m e g h a t á r o z o t t h a t á r ­
fe l té te l le l r e n d e l k e z ő - l i n e á r i s p a s s z í v n - k a p u k NpIÍ 

h a l m a z á n az n - k a p u k n - k a p u v á v a l ó ö s s z e k a p c s o l á s a 
b i n á r i s m ű v e l e t e t h a t á r o z meg . Maga az NpH ha lmaz 
pedig a d d i t í v f é l c s o p o r t o t a l k o t az ö s s z e k a p c s o l á s i 
m ű v e l e t r e , m i n t b i n á r i s m ű v e l e t r e v o n a t k o z ó l a g . A z 
i V p H - b e l i n - k a p u k á b r á z o l á s á t ezen f é l c s o p o r t n a k v a ­
l a m i l y e n V v e k t o r t é r l i n e á r i s o p e r á t o r a i f é l c s o p o r t ­
j á b a v a l ó b á r m e l y h o m o m o r f i z m u s á t é r t j ü k . E b b e n 
az esetben a V v e k t o r t e r e t az á b r á z o l á s t e r é n e k ne­
vez ik . H a a V v e k t o r t é r egy K k o m m u t a t í v tes t fe­
l e t t i v e k t o r t é r , a k k o r az á b r á z o l á s t K test f e l e t t i á b ­
r á z o l á s n a k nevezik . 

Ugyancsak l á t t u k az [ l ] - b e n az n - k a p u k á b r á z o l á ­
s á t a S c h w a r t z - f é l e k o m p a k t s z u p p o r t ú v i z s g á l ó f ü g g ­
v é n y e k és á l t a l á n o s í t o t t f ü g g v é n y e k n - d i m e n z i ó s v e k ­
t o r t e r é b e n , me lye t D„-e l , i l l e tve -D^-el j e l ö l t ü n k . T o ­
v á b b á e m l í t e t t ü k , hogy az n - k a p u k k ü l ö n b ö z ő á b r á ­
z o l á s a i r a ú g y j u t u n k , hogy k ü l ö n b ö z ő V v ek to r t e r e ­
k e t v á l a s z t u n k a k ü l ö n b ö z ő f u n k c i o n á l i s te rek k ö z ü l . 
M o s t a H i l b e r t - t é r b e l i á b r á z o l á s t fog juk t á r g y a l n i . 

1. A Hilbert-tér és operátorai 

1.1 A Hilbert-tér fogalma 

1. De f in í c ió . A z / , g, h,..., x, y , . . . elemek V* h a l m a ­
z á t l i neá r i s t é r n e k vagy v e k t o r t é r n e k n e v e z z ü k a K 
s z á m t e s t e n , ha 

I ) b á r m e l y k é t V - b e l i f és g e lemmel m e g f e l e l é s b e 
á l l í t h a t ó egy ugyancsak V-hez t a r t o z ó x e lem, m e l y e t 
azfé&g ö s s z e g é n e k neveznek és x=f+g-ve\ j e l ö l n e k , 
m i k ö z b e n ezen m ű v e l e t k i e l é g í t i a k ö v e t k e z ő k ö v e ­
t e l m é n y e k e t ( a x i ó m á k a t ) : 

i ) f+g—g + f ( k o m m u t a t i v i t á s ) 
i i ) (J+g)+h=f+(g+h) ( a s s z o c i a t i v i t á s ) 

i i i ) v a l a m e n n y i / £ V e s e t é n l é t e z i k egyet len o l y a n 
€ V e lem, hogy 

f?i(i=f ( ö s s z e g e z é s r e v o n a t k o z ó n e u t r á l i s e lem) 

I I ) v a l a m e n n y i / £ V elemmel és a £ K s z á m m a l 
m e g f e l e l é s b e á l l í t h a t ó egy V-hez t a r t o z ó y e l em, m e ­
l y e t az / e lem a s z á m m a l v a l ó s z o r z a t á n a k neveznek 
és y = a / - e l j e l ö l n e k , m i k ö z b e n ezen m ű v e l e t k i e l é g í t i 
a k ö v e t k e z ő k ö v e t e l m é n y e k e t : 

i ) a(/S/)=(a/S)/ a, /S £ K ( a s s z o c i a t i v i t á s ) 
i i ) a K s z á m t e s t b e n l é t e z i k o l y a n 1 £ K e l em, hogy 

v a l á m e n n y i / £ V e s e t é n 
1 - / = / ( s k a l á r s z o r z á s n e u t r á l i s eleme) 

i i i ) ( a + / ? ) / = a / + / ? / ( s k a l á r ö s s z e g e z é s r e v o n a t k o ­
z ó d i s z t r i b u t i v i t á s ) 

i v ) a.(f+g) = oíf+(xg ( v e k t o r ö s s z e g e z é s r e v o n a t k o ­
z ó d i s z t r i b u t i v i t á s ) . 

2 . De f in í c ió . A V v e k t o r t e r e t B a n a c h - t é r n e k v a g y 
n o r m á l t é r n e k nevezik, ha v a l a m e n n y i / £ V e l emmel 
m e g f e l e l é s b e á l l í t h a t ó egy nem n e g a t í v 11/ | | s z á m , m e ­
l y e t az / elem n o r m á j á n a k neveznek és a m e l y a k ö ­
v e t k e z ő t u l a j d o n s á g o k k a l r ende lkez ik : 

i ) | | a / | | = | a | . H / l l « € K s k a l á r 

ü ) l l / + < 7 l H | / | l + ! | í?! l 
i i i ) 11/11=0, a k k o r és csakis akko r , ha / = és a V" 

t é r teljes a n o r m á r a v o n a t k o z ó l a g , vagyis v a l a m e n n y i 
ö n m a g á b a n konvergens sorozatnak v a n a V t é r b e n 
h a t á r é r t é k e . 

A B a n a c h - t é r b e n a sorozatok k o n v e r g e n c i á j a a 
n o m á v a l v a n d e f i n i á l v a . í g y /„ -*- / a k k o r és csakis ak ­
k o r , ha 

l i m | | / n - / | | = 0 (n = l , 2 , . . . ) . (1) 
ti-*-™ 

A B a n a c h - t é r k o n k r é t p é l d á j a az hx t é r , m e l y az 
összes o l y a n m é r h e t ő k o m p l e x é r t é k ű / ( / ) f ü g g v é n y 
összessége a v a l ó s í(—oo<f-=:oo) v á l t o z ó fe le t t , h o g y 

J 1/(01 df- (2) 

Beérkezett: 1975. V. 30. 
A z i n t e g r á l Lebesgue é r t e l e m b e n v a n v é v e . T e r m é ­
szetesen az L j t é r teljes. 
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A k é s ő b b i e k f o l y a m á n v i z s g á l n i fog juk az o l y a n 
/2 -d imenz iós Vn vek to r t e r e t , m e l y n é l v a l a m e n n y i vek­
to rkomponens az L x t é r b e esik: 

/ i 
k 

/ J 

f£Lx ( í = l , 2,...n). (3) 

E z t a te re t ^ „ - e l j e l ö l j ü k . A z L l n - b e l i n o r m á t a k ö ­
v e t k e z ő m ó d o n d e f i n i á l j u k : 

t = Í J ÍMOI (4) 

3. De f in í c ió . A l i n e á r i s V te re t H i l b e r t - t é r n e k ne­
v e z z ü k , ha b á r m e l y f és g e l e m p á r h o z h o z z á v a n ren­
delve v a l a m i l y e n (/ , g) k o m p l e x s z á m , m e l y e t az / és 
g b e l ső s z o r z a t á n a k neveznek és amely a k ö v e t k e z ő 
k ö v e t e l m é n y e k n e k tesz eleget: 

i ) (a / , £?) = <*(/, g) a £ K 

ü ) ( / 1 + / 2 . ff)^(fv <7) + (/2> ff) 
i i i ) ( / , g) = (g, / ) , aho l a f e l ü l v o n á s k o n j u g á l t 

k o m p l e x é r t é k r e v a l ó á t t é r é s t j e l en t . 

i v ) ( / , / ) > 0 , ha / ^ O . 

K ö n n y ű b e l á t n i , hogy a H i l b e r t - t é r a Banach-
t é r spec iá l i s a lakja , aho l a n o r m a í g y v a n d e f i n i á l v a 

11/11 = ( / . (5) 

A H i l b e r t - t é r k o n k r é t p é l d á j a az L 2 t é r , m e l y az 
összes o l y a n m é r h e t ő k o m p l e x é r t é k ű f(í) f ü g g v é n y 
összessége a v a l ó s í ( — o o < f < o o ) v á l t o z ó felet t , hogy 

J l / K O l 5 d / - (6) 

A z i n t e g r á l i t t is Lebesgue é r t e l e m b e n v a n v é v e és 
az L 2 t é r m i n t ismeretes, teljes. 

A z L 2 t é r b e n a b e l s ő szrozat a k ö v e t k e z ő k é p p e n 
v a n d e f i n i á l v a : 

(f,9)=- \f(W)M- (7) 

A k ö v e t k e z ő k b e n o lyan n - d i m e n z i ó s Hn v e k t o r t e ­
re t fogunk v i z s g á l n i , m e l y n é l v a l a m e n n y i v e k t o r k o m ­
ponens az L 2 t é r b e esik 

/ , € L 2 ( i = l , 2 , . . . , ri). (8) 

E z t a te re t L 2 n - e l \e. 
lesz: 

A z L ^ - b e l i be l ső szorzat 

</> 9)= j Í / r ( í M 0 d í < o o . (9) 

A z e l ő z ő m e g f o n t o l á s o k a l a p j á n , ha f ^ L ^ , a k k o r az 

/ n o r m á j á n a k n é g y z e t e 

11/111= j r 2 I M O I 2 d í = ( / , / ) . (10) 

J e l ö l j ü k az / v e k t o r t r a n s z p o n á l t j á t / ' - v e i , az / ' 
t r a n s z p o n á l t k o n j u g á l t j á t pedig / * - a l . E b b e n az eset­
ben a (9) be l ső szorzatot í g y í r h a t j u k f e l : 

(/' ?)= [f*(t)g(t)dt, (11) 

ahol az in tegfanduszt a k ö z ö n s é g e s s k a l á r i s v e k t o r ­
s z o r z á s s z a b á l y a i szerint lehet k i f e j t en i . 

B á r m e l y k é t L 2 n - b e l i f és g elemre é r v é n y e s az igen 
fontos S c h w a r t z - f é l e e g y e n l ő t l e n s é g , amely szer int 

! ( / , £ ) M 1 / I I 2 llfflla (12) 

1.2 A Hilbert-térbeli operátorok 

4. De f in í c ió . A z L ? n - b e l i o p e r á t o r egy o l y a n A függ ­
v é n y , m e l y é r t e l m e z v e v a n L ? n v a l a m i l y e n D r é s z h a l ­
m a z á n és egy vagy t ö b b L 2 - b e l i A.f é r t é k e t s z o l g á l t a t 
v a l a m e n n y i D - b e l i / elemre. 

A D h a l m a z t az A o p e r á t o r T)(A) é r t e l m e z é s i t a r ­
t o m á n y á n a k nevezik. A z összes A-f f£D(A) é r t é k 
h a l m a z á t az A o p e r á t o r R ( A ) é r t é k t a r t o m á n y á n a k 
nevezik. A z összes (f, A-f), f£D(A) és A-f£R(Á) 
a l a k ú elem h a l m a z á t az A o p e r á t o r G(A) g r á f j á n a k 
nevezik. I t t n y i l v á n D ( A ) c L 2 n , R ( Á ) c i a é s 
G ( A ) c L r „ X L s , 

5. De f in í c ió . A z L ? „ -be l i A o p e r á t o r t l i n e á r i s n a k 
n e v e z z ü k , ha a G gráf ja l i n e á r i s s o k a s á g o l y a n szem­
p o n t b ó l , hogy összeg és a r á n y t a r t ó . 

B e v e z e t j ü k a k ö v e t k e z ő j e l ö l é s t : < / , g^~£G(A) 
azt j e l en t i , hogy f£T)(A), g£R(A) és Af l é t e z i k é s 
é r t é k e é p p e n g. Ezen je lö lés s e g í t s é g é v e l v a l a m e l y 
L 2 n - b e l i A o p e r á t o r g rá f ja a k k o r és csakis a k k o r l i ne ­
á r i s s o k a s á g , ha t e l j e s ü l n e k ezek a f e l t é t e l e k : 

i ) (A <7)€G(A)-ból azonnal k ö v e t k e z i k , h o g y 
x(f, g) = (xf, xg)£G(A) ( a r á n y t a r t ó s á g ) 

i i ) (fv g1)^G(A) és </ 2 , <7 2 )ÉG(A)-ból azonnal k ö ­
ve tkez ik , hogy 
< / i + / 2 > 9i + 9^£G(A) ( ö s s z e g t a r t ó s á g ) . 

A f en t i def in íc ióból az is k ö v e t k e z i k , hogy ha az 
A o p e r á t o r l i neá r i s , a k k o r a D(A) é r t e l m e z é s i é s 
R ( A ) é r t é k t a r t o m á n y a is l i n e á r i s s o k a s á g o t k é p e z az 
L 2 n - b e n . 

6. D e f i n í c i ó . A z L 2 n - b e l i A o p e r á t o r t egy é r t é k ű n e k 
nevezik, ha v a l a m e n n y i D ( A ) - b e l i / elemhez csak 
egyetlen A-f elemet rendel h o z z á . 

1. Á l l í t á s . A n n a k s z ü k s é g e s és e l égséges f e l t é t e l e , 
hogy a l i n e á r i s A o p e r á t o r e g y é r t é k ű legyen az, hogy 
A. 0-hoz egyetlen 0 é r t é k legyen h o z z á r e n d e l v e . 

B i z o n y í t á s . N y i l v á n m i n d e n l i neá r i s ha lmaz t a r t a l ­
mazza a z é r u s elemet, e z é r t m i n d e n l i n e á r i s o p e r á t o r 
g r á f j á b a n e lő fo rdu l a (0 , 0 ) elem. I n n e n k ö v e t ­
kez ik , hogy 0 az A . 0 egy ik é r t é k e , t e h á t a f e l t é t e l 
s z ü k s é g e s . 
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H o g y k imutas suk a f e l t é t e l e l égséges ségé t , legyen 
</i> <7 2>€G(A). E k k o r 

< / i ? i > - < / i ? 2 > = < ° ' ^ i - f 2 > € G ( A ) . 

T e h á t az A 0 é r t é k h e z gí — g2 t a r t o z i k . Á m d e ha az 

A o p e r á t o r e g y é r t é k ű , a k k o r gí = g2 és ^ — ^ = 0 , 

t e h á t a f e l t é t e l e l égségessége is b i z o n y í t v a v a n . 
M e g e m l í t j ü k , hogy az e g y é r t é k ű L £ n - b e l i o p e r á t o r t 

L 2 „ -be l i t r a n s z f o r m á c i ó n a k is nevezik. 
A z L 2 n - b e l i l i n e á r i s A t r a n s z f o r m á c i ó t k o r l á t o s n a k 

nevezik, ha • 

sup 
f € 

(13) 

2. Á l l í t á s . B á r m e l y l i n e á r i s T t r a n s z f o r m á c i ó n á l , 
m e l y a l i n e á r i s n o r m á l t V te re t l i n e á r i s n o r m á l t V 
t é r b e k é p e z i le, a k ö v e t k e z ő f e l t é t e l ek e g y e n é r t é k ű e k : 

i ) T f o ly tonos ; 
i i ) T fb lytonos v a l a m e l y i k p o n t b a n ; 

i i i ) T k o r l á t o s , vagyis l é t e z i k o lyan p o z i t í v C á l l a n ­
d ó , hogy 11 T-f\| ==C| | / | | v a l a m e n n y i / 6 V ese­
t é n . 

B i z o n y í t á s . H a a T fo ly tonos az f0 p o n t b a n , a k k o r 
l é t e z i k o l y a n p o z i t í v B á l l a n d ó , hogy Tf — f0= 
= \\Tf-Tf0\\^l, ha \\f-f0\\^B. J e l ö l j ü k ( / - / 0 ) - t 
A-val , a k k o r | | T ( A ) | | < 1 , ha | | A | | r a f í és t e t s z ő l e g e s 
g^O e s e t é n lesz 

\Tg\\=-
\9\ B 
B \\g\\ 

•9\ 
\9\\ 
B 

vagyis T k i e l ég í t i az i i i ) f e l t é t e l t C=l/B á l l a n d ó ese­
t é n . E l l enben ekkor 

| T / - T / J | 7 X / - / i ) i l ••CWf-hW^e, 
s 

ha 

t e h á t T fo ly tonos v a l a m e n n y i fl p o n t b a n q.e.d. 
6. De f in í c ió . A z L 2 „ - b e l i k o r l á t o s ( fo ly tonos) l ine ­

á r i s A t r a n s z f o r m á c i ó | | A | | n o r m á j á n a k nevezik a C 
á l l a n d ó k k ö z ü l a legnagyobbat , vagyis 

| A | | = s u p - 17711 (14) 

1.3 Kiterjesztési tétel 

A k ö v e t k e z ő k b e n s z ü k s é g ü n k lesz a k i t e r j e s z t é s i t é ­
te l re , me lye t r ö v i d e l ő k é s z í t é s u t á n i s m e r t e t ü n k . 

7. De f in í c ió . A D c L ^ , ha lmaz t s ű r ű n e k m o n d j u k 
az L 2 n - b e n , ha b á r m e l y e > 0 és f€L2n e s e t é n l é t e z i k 
o l y a n g £ D , hogy | | / - ^ | | < e . 

K ö n n y ű b e l á t n i , hogy ha D s ű r ű az L 2 n - b e n , a k k o r 
L 2 n összees ik a D z á r á s á v a l . H a L 2 n H i l b e r t - t é r , a k k o r 
teljes is, vagyis v a l a m e n n y i L 2 n - b e l i Chauchy-sorozat 
k o n v e r g á l az L 2 n - b e l i h a t á r é r t é k h e z . T e h á t ha 

ü m | | / n - / m | | = 0 
n, m->-°<> ~ ~ 

a k k o r l é t e z i k o lyan f£L2n e lem, hogy 

! ™ / „ = / • 

(15) 

(16) 

3. Á l l í t á s . ( K i t e r j e s z t é s i t é t e l . ) T e g y ü k fe l , hogy 
V*„ B a n a c h - t é r , vagyis teljes n o r m á l t t é r és A egy 
V„-bel i k o r l á t o s l i neá r i s t r a n s z f o r m á c i ó , m e l y n e k 
D ( A ) é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a s ű r ű a V „ - b e n . E b b e n 
az esetben A d e f i n i á l h a t ó v a l a m e n n y i / £ V„-re o l y 

m ó d o n , hogy a l i n e a r i t á s és a | | A | | n o r m a megma­
r a d j o n [ 2 ] . 

J ó l i smer t , hogy az L l n és L 2 n t é r teljes. T o v á b b á 
L f n - b e l i azon f(t) v e k t o r f u n k c i ó k , m e l y e k 

e l e g e n d ő nagy n e g a t í v t e s e t é n e l t ű n n e k , s ű r ű e k a 
m e g f e l e l ő L l n , i l l e tve L 2 n t é r b e n . T e h á t ha ezeket 
v e s s z ü k va l ame ly A l i n e á r i s o p e r á t o r D ( A ) é r t e l m e ­
zés i t a r t o m á n y á u l , a k k o r az A o p e r á t o r k i te r jesz t ­
h e t ő az egész L w i l l e tve L 2 n t é r b e n . 

J e l ö l j e Dn a S c h w a r t z - f é l e k o r l á t o s s z u p p o r t ú v izs ­
g á l ó f ü g g v é n y e k t e r é t . A z L í n f i Dn, i l l e tve L 2 n (1 Dn h a l ­
maz n y i l v á n s ű r ű az L l n , i l l e tve L 2 n t é r b e n . T e h á t az 
L l n f i Dn, i l l e tve L 2 n f~) Dn ha lmazon é r t e l m e z e t t A ope­
r á t o r s z i n t é n k i t e r j e s z t h e t ő az egész L l n , i l l e t v e L 2 n 

t é r r e . 

1.4 Fourier-transzfórmáció az L 2 n , illetve L l n térben 

M o s t a F o u r i e r - t r a n s z f o r m á c i ó e l m é l e t é v e l f o g u n k 
fog la lkozni az L j n C / = l , 2 ) t é r b e n . L e g y e n f(t)£L2, 
a k k o r a <p(co) F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a í g y v a n de f in i ­
á l v a : 

= l i m - = f(t)émt át (17) 

aho l a l i m a k ö z é p é r t é k h e z v a l ó k o n v e r g e n c i á t j e l e n t i . 
K i lehet m u t a t n i [ 3 ] , hogy ha cp(co) l é t e z i k , a k k o r 

n é g y z e t e s e n i n t e g r á l h a t ó és k i e l ég í t i az u n i t é r t u l a j ­
d o n s á g o t : 

J | ? F I ) | 2 D Ű ) = j | / ( 0 | 2 D Í ( L G ) 

A P l a n c h e r e l - t é t e l j ó v a l á l t a l á n o s a b b esetre v o ­
n a t k o z i k [ 3 ] , ha <p-£(o) és cp2(co) az L 2 t é r b e l i f^t) és 
/ 2 ( / ) F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a , a k k o r 

+ 00 -)-tae> 

J V i ( f l ) ) y 2 ( ö ) ) d ö ) = j " ~tS)W)át. 

A (17) F o u r i e r - t r a n s z f o r m á c i ó m e g f o r d í t á s a 
+ a 

/ ( 0 = l i m - — = w(co) e-'mt dco 
/ 2 J T J 

(19) 

(20) 

és ez é r v é n y e s m a j d n e m m i n d e n ü t t . 

H a f e l h a s z n á l j u k az L 2 - b e l i b e l ső szorzat j e l ö l é s é t , 
a k k o r a (19) P l a n c h e r e l - t é t e l á l l í t á s a í g y í r h a t ó f e l : 

(SPv <P2) = (fi' / a ) - (21) 

A z L x t é r b e l i f(t) f ü g g v é n y F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a 
í g y v a n d e f i n i á l v a : 

<P(<°) = 
Í2n 5 f(t) e'M' át (22) 
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és az i n t e g r á l t a b s z o l ú t é r t é k r e n é z v e k o n v e r g á l . E z t 
a F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t a t L t F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t -
nak n e v e z z ü k , szemben az L 2 t é r b e l i Four ier - t ransz-
f o r m á l t t a l , me lye t L 2 F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t n a k h í ­
v u n k . E g y a d o t t f ü g g v é n y L t é s L 2 Four ier - t ranszfor-
m á l t j a m a j d n e m m i n d e n h o l megegyezik, ha m i n d a 
k e t t ő l é t e z i k . 

H a f(f)£LJn, / = 1 , 2 , a k k o r a Four ier - t ranszfor -
m á l t j a a def in íc ió szerint egy F(m) oszlopvektor , 
m e l y az / / / ) komponensek F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j á t 
t a r t a lmazza ugyanazon sorrendben. Vagy i s , ha 

ahol 

f(t) = ) a k k o r F(co)- (23) 

aho l 

A z t é r b e l i P l a n c h e r e l - t é t e l i l y e n a l ako t vesz f e l : 

J F*(co)F(a>) do>= J m t í f í d t (24) 

Tagy az t é r b e l i b e l ső szorzat j e lö lésse l í g y í r h a t ó 
f e l : 

?J=Qi. (25) 

2.5 A z L ^ , és L í n térbeli operátorok Fourier-transzfor^-
mattjára vonatkozó tételek 

M o s t azoka t a l i n e á r i s , k o r l á t o s t r a n s z f o r m á c i ó k a t 
v i z s g á l j u k , me lyek é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y a az egész 
t é r és amelyek a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l k o m m u t á -
l ó d n a k . K i m u t a t j u k ezek spec i á l i s t u l a j d o n s á g a i t . 

4 . Á l l í t á s . (Bochner L 2 t é t e l e . ) L e g y e n A egy l i ne ­
á r i s , k o r l á t o s t r a n s z f o r m á c i ó , m e l y az egész L 2 - ő t L 2 -
r e k é p e z i le . E k k o r annak s z ü k s é g e s és e l égséges fe l ­
t é t e l e , hogy az A o p e r á t o r a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l 
k o m m u t á l ó d j é k az, hogy ha 

g(t) = Af(t) ( 2 6 ) ' 

a k k o r l é t e z z é k egy a(oo) m é r h e t ő f ü g g v é n y , m e l y 
m a j d n e m v a l a m e n n y i co-ra egyenletesen k o r l á t o s ú g y , 
hogy 

6(o))=a(o))(p(o)) (27) 

ahol 6(oi)) é s <p(eo) a g(í) é s / ( / ) f ü g g v é n y L 2 Four ie r -
t r a n s z f o r m á l t j a . 

A t é t e l b i z o n y í t á s á t l á s d a [4] -ben. 
A f e n t i t é t e l i g é n k ö n n y e n k i t e r j e s z t h e t ő I ^ - r e . 

T e g y ü k fe l , hogy A l i n e á r i s , k o r l á t o s t r a n s z f o r m á c i ó , 
m e l y a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l k o m m u t á l ó d i k és az 
e g é s z L ^ - t L ^ - r e k é p e z i le . E b b e n az esetben a 
B o c h n e r - t é t e l é r t e l m é b e n l é t e z i k n 2 m é r h e t ő és k o r ­
l á t o s afo-(co) f ü g g v é n y , hogy 

^(0))' 

0(co) = 02(a>) , <p(co) = cp2(co) és An(co) 

• i(o>)_ -<Pn{<*>)-

^ 2 1 ^ • • •
 (hn 

L a n l an2...an 

ö((») = A n (co) q>(co) (28) 

K ö v e t k e z m é n y . H a A egy l i n e á r i s , k o r l á t o s t ransz­
f o r m á c i ó , m e l y a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l k o m m u t á ­
l ó d i k és az egész L ^ - t L 2 n - r e k é p e z i le és 

g(t)=Af(t), f ( t ) ^ (29) 

a k k o r az L 2 F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a í r h a t ó : 

d(co)=An(co)(p(co) (30) 

aho l An(oi) egy nXn m á t r i x a (—oo<co<oo) t a r t o ­
m á n y b a n , m e l y n e k v a l a m e n n y i e l e m é r e l é t e z i k o l y a n 
r ö g z í t e t t a p o z i t í v s z á m , hogy 

I acr((o)\ a (h, r = 1, 2 , . . . , rí) 

m a j d n e m m i n d e n ü t t a (—oo<co<oo) t a r t o m á n y b a n . 
R ö v i d e n ezt í g y j e l ö l j ü k : 

| A„(oo)| < a. 

A k ö v e t k e z ő t é t e l ü n k le í r ja a l i n e á r i s , k o r l á t o s és 
a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l k o m m u t á l ó d ó azon t ransz­
f o r m á c i ó k s t r u k t ú r á j á t , m e l y e k a teljes L l n - t L l n - r e 
k é p e z i k le . 

5. Á l l í t á s . (Bochner L e t é t e l e . ) Legyen g=A-f egy 
t r a n s z f o r m á c i ó , m e l y L ] n - t Lln-re k é p e z i le. A k k o r an ­
nak s z ü k s é g e s és e légséges f e l t é t e l e , hogy A l i n e á r i s , 
k o r l á t o s és a t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l k o m m u t á l ó d ó 
legyen az, hogy 

d(co)=An(co) f(co) (31) 

aho l d(co) é s q>(co) a g(f) és f(t) L l n Four ie r - t ranszfor ­
m á l t j a és A „ a Bn(x) k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú n X n m á t r i x 
Four ier-St ie l t jes t t r a n s z f o r m á l t j a l egyen: 

+~ 
An(co) = \ é°"dBn(x) (32) 

aho l Bn(x) k o r l á t o s v a r i á c i ó j ú n X n m á t r i x a (—°=>< 
< T < +oo) t a r t o m á n y b a n , vagy is 

\ + 0» 

j | d í > / „ ( r ) | < - (h, r = l , 2 , . . . , rí). (33) 

T o v á b b á a g=A-f ekvivalens ezen k i f e j ezé s s e l : 

+ » 

g(t) = j dBn(x)f(t-x) (34) 

v a l a m e n n y i L l n - h e z t a r t o z ó f(t) e s e t é n . 
A t é t e l b i z o n y í t á s á t l á s d az [5]-ben. 
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1.6 A komplex Fourier-íranszformáció 

A z f(t)£L2 f ü g g v é n y k o m p l e x F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t -
j a í g y v a n d e f i n i á l v a : 

át (35) 

aho l 
••00+ifi. 

K ö n n y ű b e l á t n i , hogy f(t) = 0, f < 0 maga u t á n von ja 
azt , hogy <p(z)=<p(m+i{}) ana l i t ikus £ > 0 e s e t é n . T o ­
v á b b á , ha / 9 > 0 , a k k o r 

J |<3P(co + ?/3)| 2dcü = 

= j | / ( 0 1 2 e-w át^ j\f(t)\*dt=K~=°° (36) 

ahol K a /3-tól f ü g g e t l e n á l l a n d ó . L é n y e g i l e g ezen 
e r e d m é n y f o r d í t o t t j á t m o n d j a k i a T i t c h m a r s h - t é t e l 
[ 3 ] . 

6. Á l l í t á s . ( T i t c h m a r s h - t é t e l e . ) A n é g y z e t e s e n i n ­
t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y e k azon o s z t á l y a , m e l y e l t ű n i k 
az a r g u m e n t u m á n a k n e g a t í v é r t é k é r e , azonos azon 
f ü g g v é n y o s z t á l l y a l , m e l y n e k L 2 - F o u r i e r t ranszfor­
m á l t j a ana l i t ikus a / 3 > 0 felső f é l s íkon és k i e l é g í t i a 
(36) e g y e n l ő t l e n s é g e t . 

l i m (p(oi + i{})-- (37) 

h a t á r é r t é k m a j d n e m v a l a m e n n y i cü-ra l é t e z i k és k i ­
e lég í t i az 

+ « 
= <p(:r) ha l m z>0 

2ni J x—z | = 0 ha l m z<0 
(38) 

d i s z p e r z i ó r e l á c i ó t . 
E g y igen fontos k ö v e t k e z m é n y az, hogy va l ameny-

n y i ;8>-0-nál ana l i t i kus és egyenletesen k o r l á t o s <p(z) 
e s e t é n a l i m w(eo+i8) h a t á r é r t é k m a j d n e m m i n d e n h o l 

/S-.0+ 
l é t e z i k . 

7. Á l l í t á s . ( P a l e y — W i e n e r - t é t e l . ) A n n a k s z ü k s é g e s 
és e légséges f e l t é t e l e , hogy a(a>) egy o l y a n n é g y z e t e ­
sen i n t e g r á l h a t ó f ü g g v é n y L 2 - F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t -
j á n a k a b s z o l ú t é r t é k e legyen, m e l y n e g a t í v í e s e t é n 
e l t ű n i k és nem z é r u s m a j d n e m m i n d e n ü t t az, hogy 

i ) a (co )&0 m a j d n e m m i n d e n ü t t , 

i i ) j a2(co) dco-

>• (39) 

i i i ) I 
| l n a(co)\ 

1 + c o 2 
deo~ 

A / p a r a m é t e r t ő l f ü g g ő [ A ( t ) ] m á t r i x e s e t é n az 
Lgn-beli T i t c h m a r s - t é t e l a k ö v e t k e z ő k e t á l l í t j a : azon 
Lgn-beli / ( t ) f ü g g v é n y e k o s z t á l y a , m e l y az a rgumen­
t u m n e g a t í v é r t é k é n é l e l t ű n i k , azonos azon L ^ - b e l i 
f ü g g v é n y e k o s z t á l y á v a l , me lyek F(eo + i / } ) k o m p l e x 

F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a ana l i t ikus / ? > 0 - n á l és k i ­
e lég í t i az 

+°° 

í F*(co + F(co + ifi dm = K < <*>, 0 (40) 

e g y e n l ő t l e n s é g e t , ahol K a /?-tól f ü g g e t l e n . A l i m 

F(eo + ifi = F(co) h a t á r é r t é k ma jdnem m i n d e n ü t t l é ­
tez ik és k i e l ég í t i az 

_ L f Ilz) 
2tü J x -

dx = 
F(x), ha l m z> 01 

II , ha l m z < 0 | 
(41)-

2. A l ineáris , idí i invariáns n -kapuk ábrázo lása 
az L 2 n térben 

2.1 A lineáris, időinvariáns és passziv n-kapuk L m 

térbeli ábrázolásának alapjai 

L á t t u k [ 1 ] , hogy a l i n e a r i t á s p a s s z í v , i d ő i n v a r i á n s 
n - k a p u k m e g h a t á r o z o t t h a t á r f e l t é t e l l e l r e n d e l k e z ő 
NPIH h a l m a z á n az n - k a p u k n - k a p u v á v a l ó ö s s z e k a p ­
c so l á sa egy b i n á r i s m ű v e l e t e t h a t á r o z meg , é s maga 
az NpiH ha lmaz pedig a d d i t í v f é l c s o p o r t o t a l k o t az 
ö s s z e k a p c s o l á s i m ű v e l e t r e , m i n t b i n á r i s m ű v e l e t r e 
v o n a t k o z ó l a g . 

1 . De f in í c ió . A z n - k a p u k á b r á z o l á s á n az n - k a p u k 
h a l m a z á n é r t e l m e z e t t f é l c s o p o r t á b r á z o l á s á t é r t j ü k . 

2 . De f in í c ió . A l i n e á r i s n -kapu t é r b e l i á b r á z o l á ­
s á n o lyan L ^ - b e eső é r t e l m e z é s i t a r t o m á n y ú l i n e á r i s 
o p e r á t o r t é r t ü n k , me lynek é r t é k t a r t o m á n y a sz in t é r i 
az L2n-be esik. 

3. De f in í c ió . H a a l i n e á r i s n -kapu e g y é r t é k ű , a k k o r 
a l i n e á r i s n - k a p u L w t é r b e l i á b r á z o l á s a e g y é r t e l m ű e n 
k é p e z i le L 2 „ - t L 2 n - b e , vagyis ekkor az n - k a p u á b r á ­
z o l á s a egy L 2 n t é r b e l i t r a n s z f o r m á c i ó lesz. 

4. Def in í c ió . H a a l i n e á r i s n -kapu e g y é r t e l m ű é s 
fo ly tonos , a k k o r az n -kapu L 2 n t é r b e l i á b r á z o l á s a egy 
fo lytonos t r a n s z f o r m á c i ó lesz az t é r b e n . E l l e n b e n 
ekkor az 1. p o n t 2. Á l l í t á s á b ó l k ö v e t k e z i k , h o g y az 
L 2 n t é r b e l i fo ly tonos t r a n s z f o r m á c i ó k o r l á t o s is . 

5. Def in í c ió . H a a l i n e á r i s , e g y é r t é k ű és fo ly tonos 
n - k a p u i d ő i n v a r i á n s , a k k o r az n -kapu L ^ , t é r b e l i á b ­
r á z o l á s a k o m m u t á l h a t ó a ax t r a n s z l á c i ó s o p e r á t o r r a l . 

1. Á l l í t á s . A l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos és i d ő ­
i n v a r i á n s n - k a p u L 2 „ t é r b e l i á b r á z o l á s a k o r l é t e z i k a 
B o c h n e r - t é t e l é r t e l m é b e n n 2 m é r h e t ő és k o r l á t o s 
akr(ü>) f ü g g v é n y , hogy 

0(G)) = [4,(co)]<p(co) 

aho l 
6M 

és <p(ti>) = 
?>i(o>) 

<?n(ö>). 

(1) 

• (2) 

A g(t) felelet és f(t) g e r j e s z t é s v e k t o r L 2 - F o u r i e r -

t r a n s z f o r m á l t j a és 

[A„(á>)] = 

an(<a) a12(co) 
a2 1(co) ajco) 

• • ö l n ( w ) 

M ^ ) amiP) • • • °nn(w) 

(3) 
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egy n X n m á t r i x , me lynek v a l a m e n n y i akr(co) e l e m é r e 
l é t e z i k o lyan r ö g z í t e t t a p o z i t í v s z á m , hogy 

(h, r=\, 2, . . . , rí) (4) 

m a j d n e m m i n d e n ü t t a (—co<co-=:o=) t a r t o m á n y b a n . 
6. De f in í c ió . H a a l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos és 

i d ő i n v a r i á n s n -kapu p a s s z í v , a k k o r az / ( / ) g e r j e s z t é s 
v e k t o r és g(t) felelet v e k t o r szorzata i n t e g r á l j á n a k va ­
lós r é sze t e t s z ő l e g e s T i d ő e s e t é n nem n e g a t í v : 

Re d / a O 

és a s k a l á r szorzat v a l ó s r é sze sem n e g a t í v 

Re (/, g)^0 

(5) 

(6) 

A z t é r b e l i P l a n c h e r e l - t é t e l a l a p j á n az f(t) és 
g(t)-re, v a l a m i n t a <p(co) és <9(co) Four ie r - t ranszfor -
m á l t j á r a í r h a t ó 

[¥><«), 0(Ö))] = [/(O, ff(01 (7) 

és p a s s z í v n - k a p u e s e t é n 

Re [(p(co), 0(co)]>O. (8) 

7. D e f i n í c i ó . A z n - k a p u t k a u z á l i s n a k nevezik, ha 
b á r m e l y k é t m e g e n g e d h e t ő f^t) és f2(f) g e r j e s z t é s és 
v a l ó s x e s e t é n az i4S)^*1éS) t—t maga u t á n v o n j a 
a ffi(t)-ífe(t) / ts t - t , - a h o l g1(t) = A-fl(t) és &(*) = 
= A - / 2 ( í ) és A az n - k a p u t á b r á z o l ó o p e r á t o r . 

2. Á l l í t á s . A l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos , i d ő i n ­
v a r i á n s és p a s s z í v n -kapu m i n d i g k a u z á l i s . 

A t é t e l b i z o n y í t á s á t l á s d a [6] -ban . 
A T i t c h m a r s h t é t e l b ő l k ö v e t k e z i k , hogy 0(co)-nak 

l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos , i d ő i n v a r i á n s és p a s s z í v 
n - k a p u e s e t é n l é t e z i k 0(z) ana l i t i kus f o l y t a t á s a az 
l m z 0 felső f é l s íkon (z = co + i/3), m é g p e d i g o lyan , hogy 

l i m d(z) = 6(co) 
/3-0+ ~ 

m a j d n e m m i n d e n ü t t (9) 

es 

2 J* flp(ö)+i/5)e(ű)+ij8)dű>.<K- (10) 

ahol K a /3> 0 - tó l f ü g g e t l e n á l l a n d ó . M i n d e b b ő l a r ra 
lehet k ö v e t k e z t e t n i , hogy An(co)-nak is v a n k o r r e k t 
ana l i t i kus f o l y t a t á s a , m é g p e d i g A„(z) a l a k ú . E r r e í r ­
h a t ó : 

e(z) = An(zyf(z) (11) 

aho l a cp(z) a <p(w) ana l i t i kus f o l y t a t á s a . 
K ö n n y ű b e l á t n i , hogy az ana l i t ikus f o l y t a t á s a r á ­

nyos a L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t t a l . A Laplace- t ransz-
f o r m á l t r a l e g k ö n n y e b b e n ú g y j u t u n k , hogy v e s s z ü k 
az LVn(~)Dn g e r j e s z t ő f ü g g v é n y e k e t , me lyek az L . 2 n t é ­
ren k í v ü l a S c h w a r t z - f é l e k o m p a k t s z u p p o r t ú vizs­
g á l ó f ü g g v é n y e k Dn t e r é b e is t a r t oznak . Ismeretes [ 1 ] , 
a l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos és i d ő i n v a r i á n s n - k a p u 
D„ t é r b e l i á b r á z o l á s a egy k o n v o l ú c i ó s m á t r i x á b r á ­
zo l á s 

j 2aS--t)fj(r)ár í = l , 2, n . 

A l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , folytonos, i d ő v a r i á n s és p a s s z í v 
n - k a p u n á l a k o n v o l ú c i ó s m á t r i x á b r á z o l á s n a k l é t e z i k 
L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a : 

G(p) = [An(p)]F(p) 
ahol 

GI(P) 

G„(P)J 

és F(p) = 
Fi(P) 

Fn{P). 

(13) 

(14) 

a g(t) és f(t) v e k t o r o k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a . M i v e l 
az L2nDDn s ű r ű az L2n-ben, t e h á t az 1.4 p o n t b e l i k i ­
t e r j e s z t é s i t é t e l L 9 „ - r e a l k a l m a z h a t ó . 

3. Á l l í t á s . A l i n e á r i s , e g y é r t é k ű , fo ly tonos , i d ő i n ­
v a r i á n s és p a s s z í v n -kapu á b r á z o l á s á n a k Lap lace -
t r a n s z f o r m á l t j a a p v á l t o z ó p o z i t í v r e á l i s f ü g g v é n y e . 

A t é t e l b i z o n y í t á s á t l á s d a [6] -ban . 

Z.2 Racionális ábrázolás 

A z e lőző p o n t b ó l v i l á g o s , hogy annak s z ü k s é g e s fe l ­
t é t e l e , hogy egy a d o t t [ A(p)] n X n m á t r i x egy l i n e á r i s , 
e g y é r t é k ű , fo ly tonos , i d ő i n v a r i á n s és p a s s z í v n - k a p u 
á b r á z o l ó m á t r i x á n a k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a legyen 
az, hogy az [ A ( p ) J m á t r i x p o z i t í v r eá l i s l egyen . Mos t 
v i z s g á l j u k egy a d o t t m á t r i x p o z i t í v r e á l i s v o l t á r a v o ­
n a t k o z ó f e l t é t e l e k e t . 

8. D e f i n í c i ó . A z nXn m é r e t ű [A(p)] m á t r i x o t po­
z i t í v r e á l i s n a k n e v e z z ü k , ha t e l j e s ü l n e k a k ö v e t k e z ő 
f e l t é t e l e k : 

i ) A z [ A ( p ) ] ana l i t ikus a p= a + im s ík crs-O fe l t é ­
t e l t k i e l é g í t ő n y í l t j o b b o l d a l i f é l s í k j á n ; 

i i ) A z [ A ( p ) J v a l ó s , ha p v a l ó s ( r e a l i t á s i f e l t é t e l ) 
i i i ) A z [ A ( p ) ] - n e k az 

M+[A] 
[AH(p)]-- (15) 

(12) 

h e r m i t i k u s része p o z i t í v semidef in i t a o=-0 
n y í l t j o b b o lda l i f é l s íkon . ( I t t az a l s ó csil lag 
index h e r m i t i k u s k o n j u g á l á s t j e len t , vagy is a 
p v á l t o z ó n a k ( — p ) - v e l v a l ó h e l y e t t e s í t é s é t . A 
felső T i n d e x t r a n s z p o n á l á s t j e l en t . ) 

A h á l ó z a t e l m é l e t b ő l ismeretes, hogy a k o n c e n t r á l t 
p a r a m é t e r ű , l i n e á r i s , p a s s z í v és i d ő i n v a r i á n s n - k a p u 
á b r á z o l ó m á t r i x á n a k L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a a p 
k o m p l e x v á l t o z ó n a k nemcsak p o z i t í v r e á l i s , hanem 
r a c i o n á l i s m á t r i x a is. Ezzel a m á t r i x s z a l kapcsolatos 
a r a c i o n á l i s á b r á z o l á s fogalma. 

9. De f in í c ió . A k o n c e n t r á l t p a r a m é t e r ű , l i n e á r i s , 
i d ő i n v a r i á n s és p a s s z í v n - k a p u á b r á z o l ó m á t r i x á n a k 
L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j á t az n -kapu r a c i o n á l i s á b r á ­
z o l á s á n a k n e v e z z ü k . 

A k ö v e t k e z ő k b e n csakis az n - k a p u k r a c i o n á l i s á b ­
r á z o l á s á v a l fogunk fog la lkozn i . A p o z i t í v r e á l i s és 
r a c i o n á l i s m á t r i x o k a t PR m á t r i x o k n a k f o g j u k ne­
vezn i . Mos t v i z s g á l j u k a PR m á t r i x o k t u l a j d o n s á g a i t . 

A PR m á t r i x ese té r i a p o z i t í v r e a l i t á s e l ső k é t t u ­
l a j d o n s á g á t k ö n n y ű e l l e n ő r i z n i . A z o n b a n a h a r m a d i k 
fe l t é t e l e l l e n ő r z é s e n e h é z s é g e k b e ü t k ö z i k . A z egykapu 
á r a m k ö r ö k h ö z h a s o n l ó a n az [ A H ( p ) ] a [ 0 ] f e l t é t e l e l ­
l e n ő r z é s e is v i s s z a v e z e t h e t ő a p = ico k é p z e t e s tenge­
l y e n v a l ó e l l e n ő r z é s r e és ekkor k a p j u k : 
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10. Def in í c ió . A z nXn m é r e t ű [ A ( p ) ] m á t r i x akkor , 
és csakis a k k o r PR m á t r i x , ha t e l j e s ü l n e k a k ö v e t k e z ő 
f e l t é t e l e k : 

i ) A z [ A ( p ) ] m á t r i x a p v a l ó s e g y ü t t h a t ó j ú racio­
ná l i s f ü g g v é n y e i t t a r t a lmazza e l e m k é n t . 

i i ) A z [ A ( p ) ] - n e k nincs p ó l u s a a p s ík a>-0 f e l t é ­
t e l t k i e l é g í t ő n y í l t j o b b o lda l i f é l s íkon . 

i i i ) A z [ A ( p ) ] - n e k az ico k é p z e t e s tengelyen f e k v ő 
p ó l u s a i e g y s z e r ű e k és az esetleges o r i g ó b a n , i l ­
le tve v é g t e l e n b e n f e k v ő p ó l u s t ó l e l t ek in tve 
k o n j u g á l t p á r o k b a n fo rdu lnak e lő . 

i v ) A z ico k é p z e t e s tengelyen f e k v ő v a l a m e n n y i 
p ó l u s h o z t a r t o z ó [K] r e z iduum m á t r i x h e r m i ­
t i k u s és p o z i t í v def in i t , vagy s é m i d e f i n i t 
< [ * ] < 0 ] ) . 

v ) A z [ A H ( i e o ) ] > [0] f e l t é t e l mindanny iszor fenn­
ál l , v a l a h á n y s z o r [AH] d e f i n i á l v a v a n . 

A h á l ó z a t e l m é l e t b ő l ismeretes, hogy a v e s z t e s é g ­
mentes /2-kapu á r a m k ö r ö k [A(p) J á b r á z o l ó m á t r i x a 
o lyan p o z i t í v r eá l i s m á t r i x , me lynek h e r m i t i k u s r é s z e 
z é r u s s a l azonos, vagyis 

[Aa{p)) = [0]. (16) 

A (16) f e l t é t e l t fel lehet í r n i i l y e n a l akban i s : 

[A)=-[A*f. (17) 

A k o n c e n t r á l t p a r a m é t e r ű , l i n e á r i s , i d ő i n v a r i á n s , 
p a s s z í v és v e s z t e s é g m e n t e s n -kapu á b r á z o l ó m á t r i x á ­
nak az [ A(p)} L a p l a c e - t r a n s z f o r m á l t j a nemcsak a (16) 
f e l t é t e l t k i e l ég í t ő p o z i t í v r eá l i s m á t r i x , hanem racio­
n á l i s is. T e h á t ez a m á t r i x az n - k a p u n a k s z i n t é n 
r a c i o n á l i s á b r á z o l á s a lesz és ezen f e l t é t e l e k e t k i e l é g í t ő 
m á t r i x o k a t LPR m á t r i x o k n a k fog juk nevezni . í m e 
a de f in í c ió : 

1 1 . Def in í c ió . A r a c i o n á l i s és az [ A H ( p ) ] s [ 0 ] fe l ­
t é t e l t k i e l é g í t ő [ A ( p ) ] m á t r i x o t LPR m á t r i x n a k ne­
vezzük , , ha t e l j e s ü l n e k az a l á b b i ( s z ü k s é g e s ) f e l t é t e l e k 

i ) A z [ A ( p ) ] összes p ó l u s a a k é p z e t e s tengelyen 
fekszik. 

i i ) A z o r i g ó b a n és a v é g t e l e n b e n f e k v ő p ó l u s o k k i ­
v é t e l é v e l a p ó l u s o k k o n j u g á l t p á r o k b a n f o r d u l ­
nak e lő . 

i i i ) A p ó l u s o k e g y s z e r ű e k és h e r m i t i k u s p o z i t í v 
s é m i d e f i n i t [K,-] r e z i d u u m m á t r i x s z a l rendel­
keznek. 

2.3 A racionális ábrázolás fokszáma 

12. De f in í c ió . A r a c i o n á l i s á b r á z o l á s f o k s z á m a a l a t t 
a m e g f e l e l ő PR v agy LPR m á t r i x f o k s z á m á t é r t j ü k . 

A m á t r i x f o k s z á m á t t ö b b f é l e k é p p e n lehet bevezet­
n i . I t t m i mos t M c M i l l a n [7] t á r g y a l á s á t fog juk k ö ­
v e t n i . 

K i m u t a t h a t ó , hogy b á r m e l y r a c i o n á l i s [ Z ( p ) ] m á t ­
r i x e s e t é n ( a k á r PR v a g y LPR, a k á r nem) l é t e z i k egy 
numer ikus ő (Z) f ü g g v é n y , m e l y a m á t r i x r a á l t a l á n o ­
s í t j a a r a c i o n á l i s f ü g g v é n y e k f o k s z á m á n a k s z o k á s o s 
de f in í c ió j á t . Mos t e lsorol juk ezen ő ( Z ) f o k s z á m t u l a j ­
d o n s á g a i t : 

i ) d(Z) egy egész s z á m , m e l y > 0 . 

i i ) H a ő ( Z ) = 0 , a k k o r [ Z ( p ) ] á l l a n d ó , vagyis nem 
függ p - t ő l . 

i i i ) H a [ Z - 2 ( p ) ] l é t ez ik , a k k o r Ő(Z) = Ő(Z-1). 
i v ) H a [Z(p)] = [Z,<Íp)] + [Z2(p)], ahol [ Z t ( p ) ] v é g e s 

a [ Z 2 ( p ) j v a l a m e n n y i p ó l u s á n á l és [ Z 2 ( p ) j v é g e s 
a [ Z x ( p ) ] v a l a m e n n y i p ó l u s á n á l , a k k o r 

Ö(Z) = Ő(Z\ + (Z2) (18) 

v ) H a [Z(p)]=f(p)[R], ahol / (p ) egy s k a l á r s z o r z ó 
és [R] egy á l l a n d ó m á t r i x , a k k o r 

ő ( Z ) = [az / f o k s z á m a ] - [ a z (R) r angja ] (19) 

I t t az / ( p ) f o k s z á m a ez az ö s s z e g : 

^ [ a z / ( p ) p ó l u s á n a k r e n d s z á m a p 0 - n á l ] (20) 
po 

ahol p 0 befut ja az / ( p ) összes p ó l u s á t , b e l e é r t v e 
a °o-t is . 

v i ) H a [A] és [B] á l l a n d ó , nem s z i n g u l á r i s m á t r i x , 
a k k o r 

d(Z) = d(A Z B) (21) 

v i i ) H a [ Z ( p ) l o lyan mXm m é r e t ű [ Z ^ p ) ] m á t r i x ­
bó l v a n k é p e z v e , me lye t z é r u s o k s z e g é l y e z n e k , 
a k k o r 

Ő(Z) = Ő(Z 1 ) . (22) 

E l ő s z ö r is d e f i n i á l j u k a r a c i o n á l i s s k a l á r f ü g g v é n y 
p ó l u s á n a k r e n d s z á m á t : 

13. Def in íc ió . H a R(p) i l y e n a l a k ú r a c i o n á l i s f ü g g ­
v é n y 

R(P) = (P-Po)m « i ( P ) í 2 3 ) 

ahol Rx(p) v é g e s és nem z é r u s p 0 - n á l és m-nek t e t s z ő ­
leges e lő je le v a n , a k k o r m-et az fi(p)-ben s z e r e p l ő 
(p—p0) k i t e v ő j é n e k nevezik. A z 

r = s u p ( - m , 0) (24) 

s z á m o t az R(p)p0 p o n t b a n l e v ő p ó l u s a r e n d s z á m á n a k 
h í v j á k , m é g ha r = 0 is. 

A z r r e n d s z á m b e v e z e t é s e u t á n így d e f i n i á l j u k az 
R(p) s k a l á r f ü g g v é n y p , pon tbe l i f o k á t : 

* r ^ , s n í Pi f o k s z á m a , ha p , p ó l u s a iR(p)-nek 
o[R(p), Pi]=\ 

[ 0, ha pj nem p ó l u s a /?(p)-nek. 
(25) 

A z R(p) f o k s z á m a pedig nem m á s , m i n t az összes 
p ó l u s a r e n d s z á m á n a k az ö s s z e g e : 

ö[R(p)]=ö(R(p), - ) + Z ő ( B ( p ) , Pi) (26) 

ahol az ö s s z e g e z é s t n y i l v á n az R(p) ö sszes v é g e s p ó ­
l u s á r a k e l l e l v é g e z n i . A z R(p)-t f e l í r h a t j u k r é s z l e t t ö r -
tes k i fe jezés a l a k j á b a n a v é g e s p ó l u s o k n á l h, f ő r é sz ­
szel és a v é g t e l e n n é l pedig A„-el : 

* R{p) = h„ + 2 h, (27) 
i = 0 
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(28) 

I j e l ö l é s t bevezet-

E k k o r l á t h a t ó , hogy 

v é g e s p ó l u s e s e t é n . H a fi'(P)=^|~j \ 

j ü k , a k k o i \ 

ö[R(p), co] = ő ( / i „ ) = ő ( i ? ' ( p ) , 0) . (29) 

V é g e r e d m é n y b e n az R(p) foka a r é s z l e t t ö r t e s k i f e ­
j ezé s s e g í t s é g é v e l í g y d e f i n i á l h a t ó : ö s s z e g e z n i k e l l a 
v é g e s p ó l u s o k n á l ö(h,)-t és h o z z á k e l l a d n i d(h^) = 
—ö[R'(p), 0 ] - t . E z az az ö t l e t , m e l y e t a l e g c é l s z e r ű b b 
a m á t r i x o k r a á l t a l á n o s í t a n i . 

L e g y e n [ Z ( p ) ] egy nXn m á t r i x , m e l y n e k Zrs(p) 
elemei a p k o m p l e x v á l t o z ó r a c i o n á l i s f ü g g v é n y e i ; 
í r h a t j u k : 

Z M = W > <30) 

ahol Nrs és Drs r e l a t í v p r í m p o l i n o m o k . L e g y e n ipz(p) 
az összes Drs(p) ( l = s r , s=s/i) legkisebb k ö z ö s t ö b b s z ö ­
r ö s e , m e l y ú g y v a n n o r m a l i z á l v a , hogy á p ipz(p)-bé\i 
legnagyobb h a t v á n y á n a k az e g y ü t t h a t ó j a (a v e z é r 
e g y ü t t h a t ó ) eggyel e g y e n l ő . E k k o r fziP)"3- [ Z ( p ) ] - v e l 
e g y é r t e l m ű e n m e g v a n h a t á r o z v a . 

A ipz(p)[Z(p)] m á t r i x n a k p o l i n o m elemei v a n n a k . 
A S m i t h - f é l e n o r m á l a lakja egy [E(p)] d i a g o n á l m á t ­
r i x : 

Ei(P) o 
0 E2(p) 

0 

ER(P) 

0 0 

= [A(P)} Wz(P)[Z(P)][B(p)l (31) 

m e l y a k ö v e t k e z ő t u l a j d o n s á g o k k a l r ende lkez ik : 

i ) R a Wz (P)[Z(P)] rangja . 
i i ) V a l a m e n n y i E^p) eggyel e g y e n l ő v e z é r e g y ü t t ­

h a t ó j ú p o l i n o m . 
i i i ) V a l a m e n n y i Ej(p) az £ i + 1 ( p ) - n e k t é n y e z ő j e , 

l^i^R-1. 
i v ) A z [A(p ) J és [B(p)] p o l i n o m m á t r i x n a k á l l a n d ó , 

z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő d e t e r m i n á n s a v a n . 
v ) E^E^p).. . ^ ( p ) a yz(P)[Z(p)] összes /c-sorú 

m i n o r d e t e r m i n á n s á n a k a n o r m a l i z á l t ( és e z é r t 
egyetlen) legnagyobb k ö z ö s o s z t ó j a . 

F e n n á l l a k ö v e t k e z ő u n i c i t á s i l e m m a : 

1. L e m m a . H a b á r m e l y [E°(p)] m á t r i x k i e l é g í t i a 
f e n t i (31) a l a k o t és az í ) — v ) t u l a j d o n s á g o k a t , a k k o r 
[E°(p)] = [E(p)]. 

B i z o n y í t á s k é n t l á s d Bocher [8] 94 p a r a g r a f u s á n a k 
1 . t é t e l é t , m e l y n e k ez a t é t e l egy e g y s z e r ű v a r i á c i ó j a . 

14. D e f i n í c i ó . A [Z(p ) ] -nek v a n egy [W(p)J n o r m á l 
a lakja , m e l y n e m m á s , m i n t a fz(p)[E(P)] m á t r i x . 

í g y í r h a t j u k fel a [W(p)J elemeit 

[W(p)] = {A(p))[Z(p))[B(p)}-. 

*i(p) 

VÁP) 

0 

0 

MP) 
% ( P ) 

e R (P) 

ViÁP) 

0 0 

(32) 

aho l az ek(p), ipk(p) po l inomok m i n d e g y i k é n e k a v e z é r ­
e g y ü t t h a t ó j a egy. 

A [ W ( p ) ] n o r m á l alak az a l á b b felsorolt t u l a j d o n ­
s á g o k k a l rendelkezik : 

i ' ) R a [Z(p) ] -nek a rangja , 
i i ' ) M i n d e g y i k ek(p) t é n y e z ő j e az e t + i ( p ) - n e k , 

l^sk^sR—1 és m i n d e g y i k i^(p) t é n y e z ő j e a 
i/)y_!(p)-nek, 2=s/=si?. 

i i i ' ) V a l a m e n n y i A-ra, lrsk?sR, ek(p) és y*(p) e g Y " 
gye i e g y e n l ő v e z é r e g y ü t t h a t ó j ú p o l i n o m , 

i v ' ) [ A ( p ) \ és [B(p)\ p o l i n o m m á t r i x o k , m e l y e k á l ­
l a n d ó , z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő d e t e r m i n á n s s a l ren­
delkeznek. 

v') Wi(p)=iPz(P)-

A [ W ( p ) ] u n i c i t á s a az 1 L e m m á b ó l azonna l k ö v e t ­
kez ik . T e h á t b á r m e l y [ W ° ( p ) ] , m e l y k i e l é g í t i a (32) 
a l ako t és az i ' ) — v ' ) t u l a j d o n s á g o k a t , v a l ó j á b a n 
[W(p)). 

A z u n i c i t á s t é t e l é n e k v a n egy sor k ö v e t k e z m é n y e : 

1. K ö v e t k e z m é n y . [ W ( p ) ] ö n m a g á n a k is n o r m á l 
a lak ja . 

2 . K ö v e t k e z m é n y . L e g y e n <p(p) egy r a c i o n á l i s függ­
v é n y és 

[Z1(p)] = V(P)[Z(p)]. (33) 

Legyen [W(p)J a [Z(p) ] n o r m á l a lakja és [ W ^ p ) ] a 
[ Z x ( p ) ] n o r m á l a lakja . E b b e n az esetben: 

[W1(p)] = V(p)[W(p)]: (34) 

; I 3. K ö v e t k e z m é n y . H a [C(p)] és [ D ( p ) ] á l l a n d ó és 
z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő d e t e r m i n á n s ú p o l i n o m m á t r i x , 
a k k o r a [Z(p ) ] és a [C(p)][Z(p)][D(p)] n o r m á l a lakja 
ugyanaz. 

15. D e f i n í c i ó . A p 0 p o n t a [ Z ( p ) ] p ó l u s a , ha [ Z ( p ) ] 
v a l a m e l y i k e l e m é n e k p ó l u s a v a n a p = p 0 p o n t n á l . 
H a a p 0 nem p ó l u s a [Z(p) ] -nek , a k k o r a z t m o n d j á k , 
hogy [ Z ( p 0 ) ] v é g e s , vagy hogy [ Z ( p ) ] v é g e s a p 0 - n á l . 

M o s t v i z s g á l j u k egy a d o t t r a c i o n á l i s [Z(p)J m á t ­
r i x o t . F e l b o n t v a [ Z ( p ) ] - t r é s z l e t t ö r t e k r e , lesz: 

[Z(p ) ] = [/Í„ l+2[ff ( ] 
1=0 

(35) 
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ahol a [Hi] és fő részek i l y e n a l a k o t vesznek f e l : 

[Ki, p] , [ ^ / , p - 2 ] 
+ (P-Pl)" (P-Pl) 

+ . - . + 
(P-Pl) 

(36) 

[H„]=pk[K„,k]+..:+p[K„n] + [K„) (37) 

aho l v a l a m e n n y i [Kíim] á l l a n d ó m á t r i x , m e l y [ Z ( p ) ] -
v e l e g y é r t e l m ű e n de f in i á lva v a n . 

16. Def in íc ió . H a [ Z ( p ) ] a (35) egyenlet a l a k j á b a n 
v a n adva a (36) és (37) s e g í t s é g é v e l , a k k o r a A- s z á m 
a [ Z ( p ) ] p/-nél l e v ő p ó l u s á n a k a r e n d s z á m a . 

H a [Z(p) ] -nek (35) alakja v a n P / ^ 0 0 e s e t é n , a k k o r 
[Z(p)] n é h á n y z é r u s t ó l k ü l ö n b ö z ő e l e m é n e k n e v e z ő j e 
t a r t a lmazza a (p — p,)* t é n y e z ő t és nincs o l y a n elem, 
me lynek r e n d s z á m a k-nál nagyobb vo lna a pt p ó l u s ­
n á l . T e h á t a (p—pi)k osztja y>z(p)-t, de a (p—p,) m a ­
gasabb h a t v á n y a m á r nem. T e h á t i i i ' ) a l a p j á n a 
[Z(p)J n o r m á l a l a k j á n a k e lső eleme t a r t a l m a z egy 
k-ad r e n d ű p ó l u s t p = p i -né l . I n n e n k ö v e t k e z i k , hogy 
P / T Í O O akkor , és csakis a k k o r k-ad r e n d ű p ó l u s a 
[Z(p) ] -nek , ha k-ad r e n d ű p ó l u s a [ W ( p ) ] - n e k is . 

17. Def in íc ió . V i z s g á l j u k mos t a [Z(p)] v a l a m e l y i k 
k-ad r e n d ű p ó l u s á n a k a [ / / , ] fő r é s z é t . M i v e l [Ht] 
r a c i o n á l i s , t e h á t v a n W ( p ) n o r m á l a lak ja . L e g y e n 
Yi az 

e /P) 

Vi(P) 
(38) 

i - ed ik d i a g o n á l i s elem p , p ó l u s n á l l e v ő r e n d s z á m . 
E k k o r y,szyi+x é s yx = k. T e h á t az összes f * l le­
he t í r n i egy rendezet t so rban : 

S{Ht, pí) = [?v r 2» • • • > 7h\- (39) 

18. D e f i n í c i ó . V i z s g á l j u n k k é t [ Z ( p ) ] és [ Z x ( p ) ] m á t ­
r i x o t , m e l y n é l 

(40) 

(41) 

S(Z, p,) = [yv y2, . . . , y „ ] l 

S(ZV p,) = [yí> rá. • • • » YnŰ 

A z t m o n d j u k , hogy 

SiZj^SCZvPl 

a k k o r , és csakis akko r , ha 

Yi + 72+ • • • + 7h^ VÍ + A+ • • • + Yh (42) 

b á r m e l y i k k=í, 2 , . . . , n e s e t é n . A z t m o n d j u k , hogy 

S i Z j ^ S ^ p , ) (43) 

ha yh = y'h b á r m e l y i k k = l, 2 , . . . , n e s e t é n . 
A [7]-ben b i z o n y í t v a v a n n é h á n y S(Z, P/)-re v o ­

n a t k o z ó t é t e l , m e l y e t mos t b i z o n y í t á s n é l k ü l ismer­
t e t ü n k . 

4 . Á l l í t á s . L e g y e n p ; ? í o o a [ Z ( p ) ] egy p ó l u s a . L e ­
gyen t o v á b b á [F (p ) J egy r a c i o n á l i s nXn m á t r i x , m e l y 
v é g e s p r n é l . E k k o r 

S { Z ^ S { F Z ^ . (44) 

Pontosabban , ha [F(p)] nem s z i n g u l á r i s p / -né l , a k k o r 

SiZ,Pl)=S(ZvPi). (45) 

5. Á l l í t á s . H a Pijt°° és 

[Z(p)] = [Zí(p)] + [Z2(p)} (46) 

ahol [ Z 2 ( p ) j v é g e s P/-nél , a k k o r 

SiZ.p^SiZ^p,). (47) 

A z 5. Á l l í t á s s e g í t s é g é v e l k ö n n y ű k i m u t a t n i , h o g y 
ha [ Z ( p ) ]-nek (35) a lakja v a n , a k k o r S ( Z p , ) = 
= S(Hi, Pi) pi^^ e s e t é n . 

6. Á l l í t á s . Legyen [ Z ( p ) ] ' o l y a n , h o g y pz=pl9é<x> 
e s e t é n csak egyetlen f ő d i a g o n á l i s o n f e k v ő eleme r e n ­
d e l k e z z é k p ó l u s s a l . L e g y e n <r1, o2,...,an ezen p ó l u s 
r e n d s z á m a i , me lyek ú g y vannak m e g s z á m o z v a , hogy 

E k k o r 
S(Z,p / ) = [cr1, <r2, . . . ,o„]. 

19. D e f i n í c i ó . Legyen 

p = T(q)-. 
yq+ö 

(48) 

(49) 

(50) 

egy nem s z i n g u l á r i s , b i r a c i o n á l i s t r a n s z f o r m á c i ó a q 
s ík ró l a p s í k r a . J e l ö l j ü k az i n v e r z é t í g y : 

q=T~\p) 

A d v a v a n egy r a c i o n á l i s [ Z ( p ) ] . E k k o r 

[Z 1 (g ) ] = [ Z ( T ( 9 ) ] 

(51) 

(52) 

m á t r i x r a c i o n á l i s q-ban. 
B á r m e l y i k o l y a n pt e s e t é n , hogy T^ip^j^00, de f i ­

n i á l j u k 
SriZ^S^T-^ip,)}. (53) 

7. Á l l í t á s . ' H a pi és T _ 1 ( p í ) v é g e s , a k k o r 

ST{Z,p^S(Zvpí). (54) 

20. D e f i n í c i ó . A d v a v a n v a l a m i l y e n pt. L e g y e n 
p=T(q) egy nem s z i n g u l á r i s , b i r a c i o n á l i s t ranszfor ­
m á c i ó , hogy q^T-^pi)^^. E k k o r í g y d e f i n i á l j u k 
S*(Z, Pt)-t: 

S*(Z,Pi) = S(Z,p). (55) 

8. Á l l í t á s . A 4., 5. és 6. Á l l í t á s é r v é n y e s S*-ra a p, 
v é g e s v o l t á n a k k o r l á t o z á s a n é l k ü l . 

9. Á l l í t á s . H a a 19. De f in í c ió t S*-ra k i t e r j e s z t j ü k , 
d e f i n i á l v a 

S$(Z,p) = S*{Zv T^)) (56 ) 

a k k o r a 7. Á l l í t á s f e n n á l l S*-ra a pt, v a g y r _ 1 (p í ) - r e 
v a l ó k o r l á t o z á s n é l k ü l . 

2 1 . Def in í c ió . Legyen 

D e f i n i á l j u k 
S*(Z,p,) = [yv y2, . . . , f„]. 

Hz>Pi)=:7i + 72'=:----
d(Z)=Zt(Z,Pi), 

pi 

•Yn 

(57) 

(58 ) 

(59 ) 

aho l az ö s szegezés a [ Z ( p ) ] v a l a m e n n y i p, p ó l u s á r a 
v o n a t k o z i k , b e l e é r t v e p „ = ° ° - t is . Ez a d(Z) a [Z(p)J 
m á t r i x foka, m e l y a k o r á b b a n e m l í t e t t i ) — v i i ) t u l a j ­
d o n s á g o k k a l rendelkezik . 
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A z i ) — v i i ) t u l a j d o n s á g o k k a l sorrendben fog juk e l ­
l e n ő r i z n i , k i v é v e a i i i ) - t , m e l y e t u t o l j á r a h a g y u n k . 

i ) — i i ) t u l a j d o n s á g e l l e n ő r z é s e : N y i l v á n 6(Z) egy 
egész s z á m és nem n e g a t í v . H a ő (Z) = 0, a k k o r az 
összes y v a l a m e n n y i Pj-nél z é r u s . E z é r t sem ph sem 
eo nem p ó l u s a [Z ] -nek , T e h á t [Z(p)] v a l a m e n n y i eleme 
a p - t ő l f ü g g e t l e n á l l a n d ó . 

i v ) t u l a j d o n s á g e l l e n ő r z é s e : T e g y ü k fe l , hogy 

(60) 

a h o l v a l a m e n n y i [Z,(p)], 1=1, 2, v é g e s a m á s i k v a ­
l a m e n n y i p ó l u s á n á l . A [Z(p)] p ó l u s a i ekko r a \ZX\ 
m á t r i x p<p p ó l u s a i n a k és a [ Z 2 ] m á t r i x p j 2 ) p ó l u s a i n a k 
az összege . V a l a m e n n y i p ó l u s n á l a lka lmazva az 5. 
Á l l í t á s t , í r h a t ó 

b(Z,pf)=b(Hh P l ) (61) 

F e l b o n t v a a ő ( Z ) - t de f in iá ló ö s s z e g e t a pf> és p$ 2 ) sze­
r i n t i ö s szeg re b i z o n y í t h a t ó , hogy 

Ő ( Z ) = Ő ( Z 1 ) + Ő ( Z 2 ) (62) 

a m i nem m á s , m i n t a i v ) t u l a j d o n s á g . 

v ) t u l a j d o n s á g e l l e n ő r z é s e : H a 

[Z(p)]=f(p)[R] (63) 

aho l [ í?] egy á l l a n d ó m á t r i x , a k k o r a [ Z ( p ) j n o r m á l 
a lakja /(p)-szer egy u g y a n o l y a n r a n g ú d i a g o n á l m á t ­
r i x , m i n t [R]. A z v ) t u l a j d o n s á g i n n e n azonnal k ö v e t ­
kez ik . 

v i ) t u l a j d o n s á g e l l e n ő r z é s e : H a 

[Z^p^iAUZipMB] (64) 

aho l [A] és [B] á l l a n d ó és nem s z i n g u l á r i s m á t r i x , 
a k k o r [Z , (p ) ] és [ Z ( p ) ] p ó l u s a i ugyanazok. M i n d e k t -
t ő n é l a 4 . Á l l í t á s t a lka lmazva a 8. Á l l í t á s b e l i k i t á g í ­
t o t t é r t e l e m b e n , t e h á t ő ( Z 1 ) = ő (Z ) . E z a v i ) t u l a j d o n ­
s á g . 

v i i ) t u l a j d o n s á g e l l e n ő r z é s e : H a [Z j (p ) ] z é r u s s a l 
s z e g é l y e z e t t [Z(p)J , a k k o r m i n d k e t t ő azonos p ó l u s o k ­
k a l rendelkezik . Á z 1 L e m m á b ó l azonnal b i z o n y í t ­
h a t ó , hogy a [ Z L ( p ) ] n o r m á l a lakja ugyanaz, m i n t a 
[Z(p ) ] -é z é r u s s a l s z e g é l y e z v e . M i v e l [Z^iq)] is a z é ­
russal s z e g é l y e z e t t { Z [ T ( p ) ] } , i nnen k ö v e t k e z i k , hogy 

S*(Z 1 ,p í ) = .S*(Z,p í) (65) 

v a l a m e n n y i p , p ó l u s n á l , ahonnan ő ( Z 1 ) = ő ( Z ) . E z a 
V i i ) t u l a j d o n s á g . 

i i i ) t u l a j d o n s á g b i z o n y í t á s a : B i z o n y í t a n u n k k e l l , 
hogy ha [Z(p)J nem s z i n g u l á r i s , a k k o r 

Ö(Z) = Ö(Z~1). (66) 

B i z o n y í t á s . V á l a s z t u n k egy o l y a n p=T(q) b i r a -
c i o n á l i s t r a n s z f o r m á c i ó t , hogy a p = T(<*>) e s e t é n ú g y 
[ Z ( p ) ] , m i n t [ Z _ 1 ( p ) ] v é g e s legyen. L e g y e n t o v á b b á 

E k k o r 

[ZÁ<l)] = [Z(nq))]. 

[Z^(q)] = [Z-\T(q))). 

L e g y e n [ W ^ g ) ] a [Zx(q)] n o r m á l a lak ja , m e l y 

V>h(<l) 

(67) 

(68) 

(69) 
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d i a g o n á l i s e lemekkel rendelkezik . M i v e l [ Z ^ ) ] r a n g ­
j a n, ezek egyike sem t ű n i k el azonosan. 

E l ő s z ö r az t á l l í t j u k , hogy ő ( Z ) = ő ( Z 1 ) . A [Z] m á t ­
r i x pi p ó l u s a i pontosan azok a 

(70) 

pon tok , ahol qt befut ja [a [ Z i ] m á t r i x p ó l u s a i t . V a l a ­
m e n n y i p ó l u s n á l 

-S*(Z,p 1) í=^í(Z,p 1)=S*(Z 1 ,g 1) (71) 

a 9. Á l l í t á s a l a p j á n . E z é r t ő (Z , p,) = ő ( Z 1 , p ,) és az 
á l l í t á s az összes p ó l u s r a v a l ó ös szegezésbő l k ö v e t k e ­
z ik . E k k o r ehhez h a s o n l ó a n b(Z~1) = b(Z1~1). 

E z u t á n azt á l l í t j u k , hogy b{Zx) é p p e n a 

Vi(<7) %(?) • • • Vn(l) (72) 

p o l i n o m f o k s z á m a . A ő ( Z x , qt) a (q — qi) k i t e v ő j e eb­
ben a p o l i n o m b a n és ezen p o l i n o m z é r u s a i é p p e n a 
[Zx(<7)] p ó l u s a i . 

M e g f i g y e l j ü k , hogy a 

(73) 

a k k o r 

[Wí\q)\ = [B-\q)) [Zx\q)] [A~\q)]. (74) 

A [W-\q)] m á t r i x 

Wk(q) 
ek(q) 

(75) 

d i a g o n á l i s e lemmel rendelkezik. N y i l v á n , ha ezeket 
reverz sorrendben e l r e n d e z z ü k , a k k o r egy n o r m á l 
a l ako t k a p u n k . T e h á t a (75) f ü g g v é n y a [Zl\q)] 
n o r m á l a l a k j á n a k a d i a g o n á l i s eleme. A fen t i megfon­
t o l á s t a lka lmazva [ Z f ^ ^ J - r a , k i m u t a t h a t ó , hogy 
ŐXZjf1) az 

ei(q)...en(q) (76) 
f o k s z á m a . 

V é g ü l m e g j e g y e z z ü k a d e t e r m i n á n s ö s s z e f ü g g é s t 

\WM\=Wq)\-\zM'\B(<i)\== 
= ( á l l a n d ó ) . \Zx(q)\ (77) 

m i v e l az [A] és [B] m á t r i x d e t e r m i n á n s a á l l a n d ó . 
T o v á b b á [ Z ^ ^ j - n a k nincs p ó l u s a <7=°°-nél , e z é r t a 
d e t e r m i n á n s o t t v é g e s . Ugyanez é r v é n y e s [Z^\q)]-ra, 
m é g ha 

1 ^(00 ) 1 = 0 . (78) 

E k k o r k ö z v e t l e n s z á m í t á s s a l 
e i(?)-e?(?) • • • e„(q) 

%(?) • • • Wnia) 
(79) 

M i v e l ez v é g e s és nem z é r u s g = ° ° e s e t é n , t e h á t a s z á m ­
l á l ó n a k és a n e v e z ő n e k ugyanazon f o k s z á m a v a n . 
V é g e r e d m é n y ü n k t e h á t 

Ő ( Z ) = b ( Z x ) = fok (7ifk) = fok (nek) = 
k k 

=d(Z{1)=d(Z-1). (80) 

A z i ) — v i i ) t u l a j d o n s á g a l a p j á n k ö n n y e n b e l á t h a t ó , 
hogy egy PR m á t r i x foka — amely m á t r i x f i z ika i l ag 
egy n - k a p u v a l r e a l i z á l h a t ó — nem m á s , m i n t azon 
r e a k t á n s elemek m i n i m á l i s s z á m a , m e l y az n - k a p u 
f i z i k a i r e a l i z á c i ó j á h o z e l e n g e d h e t e t l e n ü l s z ü k s é g e s . 
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