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Koncentralt paraméter, linearis,
idéinvarians és passziv n-kapuk abrazolasa

a Hilbert-térben |

Korabban lattuk {1], hogy a meghatérozott hatar-
feltétellel rendelkezd -linedris passziv n-kapuk N,y
halmazan az n-kapuk n-kapuva valé osszekapcsolésa
bin4ris miiveletet hatdroz meg. Maga az N,i halmaz
pedig additiv félesoportot alkot az 6sszekapcsolési
miiveletre, mint binaris miveletre vonatkozolag. Az
N,ybeli n-kapuk 4brazolasat ezen félcsoportnak va-
lamilyen V vektortér linedris operatorai félcsoport-
jaba val6 barmely homomorfizmusat értjiik. Ebben
az esetben a V vektorteret az 4brdzolds terének ne-
vezik. Ha a V vektortér egy K kommutativ test fe-
letti vektortér, akkor az dbrazolast K test feletti ab-
razolasnak nevezik.

Ugyancsak lattuk az {1]-ben az n-kapuk Abrazol4-
. sat a Schwartz-féle kompakt szupportu vizsgaléfiigg-
vények és Altalanositott fiiggvények n-dimenziés vek-
torterében, melyet D,-el, illetve D;-el jelsltiink. To-
vabba emlitettiik, hogy az n-kapuk kiilonb6z6 4bra-
zoldsaira Ggy jutunk, hogy kiilonbdz6 V vektortere-
ket valasztunk a kiilonb6z6 funkcionélis terek koziil.
Most a Hilbert-térbeli dbrazolast fogjuk targyalni.

1. A Hilbert-tér és operatorai

1.1 A Hilbert-tér fogalma

1. Definicié6. Az f, ¢, h,..., x, Y, . .. elemek V halma-
zat linedris térnek vagy vektortérnek nevezziik a K
szamtesten, ha
I) barmely két V-beli f és g elemmel megfelelésbe
allithat6 egy ugyancsak V-hez tartozo6 x elem, melyet
az f és g 6sszegének neveznek és x=f+ g-vel jelolnek,
mikdzben ezen mivelet kielégiti a kovetkezb kove-
telményeket (axiomakat):
i) f+g=g+f (kommutativitas)
ii) (f+9¢)+h=f+(g+h) (asszociativitas)
iii) valamennyi feV eseten l1étezik egyetlen olyan
€V elem, hogy
f# €=[ (0sszegezésre vonatkoz6 neutralis elem)

Beérkezett: 1975. V. 30.

ETO 513.882:;519.56:621.372.22:621.372.6

II) valamennyi f € V elemmel és « € K szammal
megfelelésbe allithat6 egy V-hez tartozé y elem, me-
lyet az f elem « szammal valé6 szorzatanak neveznek
és y=ua f-el jelolnek, mikdzben ezen miivelet kielégiti
a kovetkezé kovetelményeket:

i) a(Bfy=(af) «, f € K (asszociativitas)
ii) a K szdmtestben létezik olyan 1€ K elem, hogy
valamennyi f€ V esetén

1.f=f (skalar szorzas neutralis eleme)

iii) (oc+/3)f af+ Bf (skaldr dsszegezésre vonatko-
z6 disztributivitas)

iv) a(f+ g)=af +«g (vektor dsszegezésre vonatko~
z6 disztributivitas).

2. Definici6. A V vektorteret Banach-térnek vagy
normal térnek nevezik, ha valamennyi f€ V elemmel
megfelelésbe 4llithat6 egy nem negativ | ||| sz4m, me-
lyet az f elem normaj4anak neveznek és amely a ko-

vetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

i) [[af||=1al-]|7]] «€K skaldr
) ||/ +gll=|I/l]+]]gl]
iii) ||f||=0, akkor és csakis akkor, ha f=

tér teljes a normara vonatkozoélag, vagyis valamennyi
onmagaban konvergens sorozatnak van a V térben
hatarértéke.

A Banach-térben a sorozatok konvergenmé]a a
nomaval van definidlva. {gy f, ~f akkor és csakls ak-

kor, ha
lim [[f;~fI[=0 (@=1,2,...). (1)

Nrco

ésaV

A Banach-tér konkrét példaja az L, tér, mely az
osszes -olyan mérhet6 komplex értéki f(f) fuggvény
osszessége a valds {(—oo<f-<oo) valtozo felett, hogy

| 170 di<oe. @

Az integral Lebesgue értelemben van véve. Termé-
szetesen az L, tér teljes.

353



HIRADASTECHN1KA XXV1. EVF. 12, §Z.

A 'kés6bbiek folyaméan vizsgélni fogjuk az olyan
n-dimenziés V, vektorteret, melynél valamennyi vek-
torkomponens az L, térbe esik:

h

=\ |rer, =

1, 2,...n). (3)
fn

Ezt a teret L,-el jeloljiikk. Az L,,-beli normat a ko-

vetkez6 modon definidljuk:

=2 | 1ol == @

3. Definicié. A linearis V teret Hilbert-térnek ne-
vezziik, ha barmely f és g elemparhoz hozza van ren-
delve valamilyen (f, g) komplex szam, melyet az f és
g bels6 szorzatanak neveznek és amely a kovetkezd
kovetelményeknek tesz eleget:

D (e, Pp=olf. 9) «€K
) (bt 9=0u D+0e 9)
- iii) (/, 9)=(g, /), ahol a feliilvonas
komplex értékre valo attérést jelent.

iv) (f/, /)=0, ha fs0.
Konnyt belatni, hogy a Hilbert-tér a Banach-

konj ugalt

tér specidlis alakja, ahol a norma igy van definidlva

Ul =@ D ®

A Hilbert-tér konkrét példja az L, tér, mely az
Osszes olyan mérheté komplex értékil f(f) fiiggvény
osszessége a valos {(—oo<i<oo) valtozo felett, hogy

—oco

| i@ d<e

o

(®

Az integrdl itt is Lebesgue értelemben van véve ¢és
az L, tér mint ismeretes, teljes.

Az L, térben a bels6 szrozat a kovetkezéképpen
van definialva:

G. = | Jgt) di<es @)

A kovetkez6kben olyan n-dimenzidés H, vektorte-
ret fogunk vizsgélni, melynél valamennyi vektorkom-
ponens az L, térbe esik

an
=]": fis Lz
! fa /

fn

Ezt a teret Lyl jeloljik. Az Ly,-beli bels6 szorzat
lesz:

(i;1, 2,...,n. (8

(> 9= J é fr(tgr(t) di<ee. (9)

Az el6z6 megfontolééok alapjan, ha f€ L,,, akkor az
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f normajanak négyzete

ng= | Zimorda=¢.n o

Jeloljiikk az f vektor transzponaltjat f-vei, az f’
transzponalt konjugiltjat pedig f*-al. Ebben az eset-
ben a (9) bels6 szorzatot igy irhatjuk fel:

4 9= | I*®© 90 at, S

ahol az integranduszt a kozonséges skalaris vektor-
szorzas szabalyai szerint lehet kifejteni.

Barmely két L,,-beli f és g elemre érvényes az igen
fontos Schwartz-féle egyenlétlenség, amely szerint

1G pl=Ils gl - (12)

1.2 A Hilbert-térbeli operdtorok

4. Definicié. Az L,,-beli operator egy olyan A fiigg-
vény, mely értelmezve van L., valamilyen D részhal-
mazan és egy vagy t6bb L,-beli A.f értéket szolgaltat

- valamennyi D-beli { elemre.

A D halmazt az A operator D(A) ertelmeze51 tar-
tomanyanak nevezik. Az dsszes A-f fe D(A) érték
halmazat az A operator R(A) értéktartomanysnak
nevezik. Az osszes (f, A-f), f€D(A) és A-feR(4)
alaku elem halmazat az A operator G(A) grafjanak
nevezik. Itt nyilvin D(A)c L, R(A)C L, és
G(A)c L., X Ly,.

5. Definici6. Az L. -beli A operatort linearisnak
nevezziik, ha a G graf]a linearis sokasag olyan szem-
pontbél, hogy dsszeg és aranytarto.

Bevezetjiik a kovetkez6 jelolést: < f 9= €G(A)
azt jelenti, hogy feD(A), ge R(4) és Af “létezik és
értéke éppen g- Fzen ]eloles segltsegevel valamely
Ly,-beli A operator grafja akkor és csakis akkor line-
aris sokasag, ha teljesiilnek ezek a feltételek:

D) {f: g€ G(A)bol azonnal kovetkezik, hogy
“(f g=(af, ag)€G(A) (arénytartosag)

ii) (fp gl>€ G(A) és (fo> gz>€ G(A)-bol azonnal ké-
vetkezik, hogy
(itfe $1+90€G(A)  (Osszegtartosag).

A fenti definiciobdl az is kovetkezik, hogy ha az
A operator linedris, akkor a D(A) értelmezési és
R(A) értéktartomanya is linearis sokasagot képez az

" L,,-ben.

6 Definicio. Az L,,-beli A operatort egyértékiinek
nevezik, ha valamenny1 D(A)beli | elemhez csak

egyetlen A.f elemet rendel hozza.

1. Allitas. Annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a linedris A operator egyértékii legyen az, hogy
A. 0-hoz egyetlen 0 érték legyen hozzirendelve.

Bizonyitas. Nyilvan minden line4ris halmaz tartal-
mazza a zérus elemet, ezért minden linearis operator
grafjaban eléfordul a (0, 0) elem. Innen kovet-
kezik, hogy 0 az A. 0 egyik értéke, tehat a feltétel
sziikséges.
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Hogy kimutassuk a feltétel elégségességét, legyen
(i 90> > 9oy€ G(A). Ekkor

<~fl!11>—<~f1!12>=< 0, gl—g2>€G(A)-

Tehat az A O értékhez g, — g, tartozik. Amde ha az
A operator egyértéki, akkor g,=g, és g,—g,=0,
tehat a feltétel elégségessége is bizonyitva van.
Megemlitjiik, hogy az egyertékl’i L.,-beli operatort
L, -beli transzformacionak is nevezik.
Az L,,~beli linearis A transzformaciot korltosnak
“nevezik, ha .

IIAfll
LT

2. Allitas. Barmely linesris 7 transzformacional,
mely a linedris normalt V teret linearis normalt Vv’
térbe képezi le, a kovetkezs feltételek egyenértékiiek:

su =|| A|| <o (13)

i) T folytonos;
ii) T folytonos valamelyik pontban;
iii) T korlatos, vagyis létezik olyan pozitiv C allan-
do, hogy ||T-f||=C]||f|| valamennyi f€V ese-
tén.

Bizonyitds. Ha a T folytonos az fo pontban, akkor
létezik olyan pozitiv. B 4llando, hogy Tf—f,=
—[|Tj—Tfll=1, ha |[j—fyl|=B. Jelljik (/—fy-t
h-val, akkor |[T'(h)||=1, ha |[h||= B és tetszdleges
g#0 esetén lesz

ol = |19l
B

B
ror 2 gl
179l =L FHIT oo
vagyis T kielégiti az iii) feltételt C=1/B allandé ese-
tén. Ellenben ekkor

1 Tf=THI =1 TG~ i =Cllf—All=e, ha
f—hll<z

tehat T folytonos valamennyi f, pontban q.e.d.

6. Definici6. Az L,,-beli korlatos (folytonos) line-
aris A transzformacié [| A|| normajanak nevezik a C
allanddk kozil a legnagyobbat, vagyis

I fH

sup

(14)

1.3 Kiterjesztési tétel

A kovetkezdkben sziikségiink lesz a kiterjesztési té-
telre, melyet révid el6készités utan ismertetiink.

7. Definicié. A Dc L,, halmazt siirtinek mondjuk
az L,,-ben, ha barmely e>0 és f€ L,, esetén létezik
olyan g€ D, hogy [[f—g|| <e.

Konnyii belatni, hogy ha D siirii az L,,-ben, akkor
L,, osszeesik a D zarasaval. Ha L,, Hilbert-tér, akkor
teljes is, vagyis valamennyi L,,-beli Chauchy-sorozat
konvergdl az L,,-beli hatarértékhez. Tehat ha

im ||fn—ful[| =0 (15)
n, m--e
akkor létezik olyan fe L,, elem, hogy
lim f,, /- (16)

oo

3. Allitas. (Kiterjesztési tétel.) Tegyiik fel, hogy
V., Banach-tér, vagyis teljes normalt tér és A egy
V.-beli korlatos linedaris transzformdicié, melynek
D(A) értelmezési tartomanya siiri a V,-ben. Ebben
az esetben A definidlhaté valamennyi. f€ V, -re oly

modon, hogy a linearitas és a || A[| norma megma-

radjon [2].

Jol ismert, hogy az Ly, és L,, tér teljes. Tovabba
az L, és L,-beli azon f(f) vektorfunkciék, melyek
elegendé nagy negativ ¢ esetén eltiinnek, siiriiek a
megfelelé L,,, illetve L,, térben. Tehat ha ezeket
vesszitk valamely A linearis operator D(A) értelme-
zési tartomanyaul, akkor az A operator kiterjeszt-
het6 az egész L,,, illetve L,, térben.

Jelélje D, a Schwartz-féle korlatos szupporta vizs-
galofiiggvények terét. Az L,,N D, illetve L,, N D, hal-
maz nyilvan siird az L,,, illetve L,, térben. Tehat az
L,,N D, illetve L,,MN D, halmazon értelmezett A ope-
rator szintén kiterjeszthet§ az egész L, illetve L,,
térre.

1.4 Fourler-franszformdcio az Ly, illetve L,, térben

Most a Fourier-transzformacié elméletével fogunk
foglalkozni az Ly, (f=1,2) térben. Legyen. f(f)€ L,,
akkor a ¢(w) Fourier-transzformaltja igy van defini-
alva:

p(oy=lim —

a—+>oo

f f(t)ei! dt | 17)

ahol a lim a kézépértékhez valé konvergenciat jelenti.
Ki lehet mutatni [3], hogy ha @(w) létezik, akkor
négyzetesen integralhaté és kielégiti az uniter tulaj-

donsagot:
oo oo

| lporao= [ 1@z

—oo —oo

(18)

A Plancherel-tétel joval 4ltalanosabb esetre vo-
natkozik [3], ha ¢(w) és @(w) az L, térbeli fl(t) és
f»(t) Fourier-transzformaltja, akkor

oo K .
| #@ ot do= [ Fo pwa 9
A (17) Fourier-transzformacié megforditdsa
1
f(t)=Tim —— f P(©) e do (20)
q>o V2n

—a
és ez érvényes majdnem mindeniitt.
Ha felhasznaljuk az L,-beli belsé szorzat jelslését,

™ akkor a (19) Plancherel-tétel allitdsa igy irhaté fel:

@1 p)=(1 1)

Az L, térbeli f(f) fuggvény Fourier-transzformaltja
igy van definidlva:

(21)

1 o
o)== f () e dt 22)
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¢és az integralt abszolut értékre nézve konvergél Ezt
a Fourier-transzformaltat L, Fourier-transzformalt-
nak nevezziik, szemben az L2 térbeli Fourier-transz-
formalttal, melyet L, Fourier-transzformaltnak hi-
vunk. Egy adott fiiggvény L, és L, Fourier-transzfor-
.maltja majdnem mindenhol megegyezik, ha mind a
kettd létezik.

Ha f(f)€Ly,, f=1.2, akkor a Fourier-transzfor-

mélt]a a definici6 szerint egy F(w) oszlopvektor,
mely az f(f) komponensek Fourier-transzformaltjat
tartalmazza ugyanazon sorrendben. Vagyis, ha

A F
fty= {2 » akkor F(w)= 1:2 23)
}n‘ ' - F."'

ahol

L 3

| .
F,(w)=% f 10 et dt.

N~ =—oo
Az L,, térbeli Plancherel-tétel ilyen alakot vesz fel:

+oo

| H© @) do= f Roroad @

vagy az L,, térbeli belsé szorzat jelélésselvigy frhaté

- fel: _

| : £y E2)=(fp jz)

' 1.6 Az L,, és L,, térbeli operdtorok Fourier-transzfor-
mdtfjdra vonatkozé tételek

Most azokat a line4ris, korlatos transzformacitkat
wzsgéljuk melyek értelmezési tartoménya az egész
tér és amelyek a transzlaciés operdtorral kommuté-
l6dnak. Kimutatjuk ezek specidlis tulajdonsigait.

4. Allitas. (Bochner L, tétele.) Legyen A egy line-
éris, korlatos transzformécl() mely az egész Ly-6t Ly-
re képezi le. Ekkor annak sziikséges és elegseges fel-
tétele, hogy az A operitor a transzléclés operatorral
kommutalédjék az, hogy ha

g()=Aft)

akkor létezzék egy a(w) mérhets fiiggvény, mely
majdnem valamenny1 w-ra egyenletesen korlatos ugy,

hogy
i 0() =a(®) p() e

.ahol B(w) és p(o) a g(?) és f(t) fuggveny L2 Fourier-
transzformaltja. -

A tétel bizonyitdsat lésd a [4]—ben

A fenti tétel igén kénnyen kiterjeszthet6 Li,-te.
Tegyiik fel, hogy A line4ris, korlatos transzforméci6,
mely a transzlacioés operdtorral kommutalodik és az
egész Lot L,-re képezi le. Ebben az esetben a
Bochner—tetel ertelmeben létezik n2 mérhet6 és kor-
latos ax(w) fiiggvény, hogy

0(@)= 4,() 9(®)

(26)

(28)
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(25)

_ahol
6(w) p(@) |
0(w)= »?2@) , plw)= ?2(60), & A0)=
Bul) Pal®) |
Gy Gipe ey |
_| % ey
. Ay Apoe o <Ay ]

Kovetkezmény. Ha A egy line4ris, korl4tos transz-
formacio, mely a transzlacids operétorral kommuté-
l(’)dlk és az egész Lyt Ly,-re képezi le és

gO=Af®, [(DELy (29)
akkor az L, Fourier-transzformaltja irhaté:
0(@)= Ado) pw) (30)

ahol A,,(co) egy nXn métrix a (—eo<w=<oo) tarto-
ményban, melynek valamennyi elemére létezik olyan
rogzitett o pozitiv szdm, hogy

(h, r=1, 2,

| @e(®)] <« ceey D)

majdnem mindeniitt a (—co<® <) tartdményban.
Réviden ezt igy jeloljiik:

| Ap(@)| <oz

A kovetkezd tételiink leirja a linedris, korldtos és
a transzlacidés operatorral kommutalédé azon transz-
forméciok strukturajat, melyek a teljes L,-t L,,-re
képezik le.

5. Allitss. (Bochner Ly-tétele.) Legyen g=A-f egy
transzformécl() mely L,,-t L, ,-re képezi le. - Akkor an-
nak szukseges és elégséges feltétele, hogy A linearis,
korlatos és a transzliciés operdtorral kommut4l6ds
legyen az, hogy '

0(w)=Anw) p(w)

ahol O(w) és p(w) a g(f) és [(O) L,, Fourier-transzfor-

maltja és A, a B,(7) korlatos varidci6ju n X n matrix
Fourier-Stieltjest transzforméltja legyen:

o

+oo

Ap(w)= _[ e* dB,(7)

- (32

ahol B,(7) korldtos varidcidju nXn matrix a (—o<
< T< +oo) tartomanyban, vagyis

\ oo .
[ 1dbn (< r=L2....,0). (33)
Tovébbé ag= A-f ekvivalens ezen kifejezéssel :
; o
gO= [ dBy(7) ft-7) (34)

vaiamennyi L,,-hez tartozd f(t) esetén.
A tétel bizonyitasat 14sd az [5]-ben.
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1.6 A komplex Fourier-franszformdcié

Az f(t)e L, fiiggvény komplex Fourier-transzformalt-
ja igy van definidlva:

+oo
' 1
Wo=r= | [oea @
ahol -
z=wm+ip.

Konnyt belatni, hogy f(f)=0, {<0 maga utan vonja
azt, hogy ¢(z)=¢(w+ if) analitikus 8> 0 esetén. To-
vabb4, ha =0, akkor

oo

| lo@+ip)2 do=

—o0

= [ 110z e at= [ |f)12at =K< (36)
0 0 .

ahol K a B-tél figgetlen allandé. Lényegileg ezen
eredmény forditottjat mondja ki a Titchmarsh-tétel
[3].

6. Allitss. (Titchmarsh-tétele.) A négyzetesen in-
tegralhaté fiiggvények azon osztilya, mely eltiinik
az argumentumdnak negativ értékére, azonos azon
fliggvényosztallyal, melynek L,Fourier transzfor-
maltja analitikus a >0 felsd félsikon és kielégiti a
(36) egyenlétlenséget.

ﬁlim p(w+ i) =p(w) 37
-0+
hatérérték majdnem valamennyi w-ra létezik és ki-
. elégiti az
=@(r) ha
=0 ha

too

1
2ni f

oo

Im z=0

p(x)
de Im z<0

P (38)

diszperzio relaciot.

Egy igen fontos kovetkezmeny az, hogy valameny-

nyi = 0-nal analitikus és egyenletesen korldtos ¢(z)

esetén a lim p(w+if) hatarérték majdnem mindenhol
B0+

létezik. ,

7. Allitss. (Paley —Wiener-tétel.) Annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a(w) egy olyan négyzete-
sen integralhat6 fuggvény L,-Fourier-transzformalt-
janak abszolit értéke legyen, mely negativ f esetén
eltlinik és nem zérus majdnem mindeniitt az, hogy

i) a(w)=0 majdnem mindeniitt,
+oo
i) | ) do<w
—o . (39

iif) f |In a(w)] W<

A t paramétert6l fiiggh [A(t)] mitrix esetén az

Lys-beli Titchmars-tétel a kovetkezéket 4llitja: azon
Loy-beli f(t) fiiggvények osztilya, mely az argumen-

tum negatlv értékénél eltlinik, azonos azon L,,-beli

fiiggvények osztdlyaval, melyek F(w4+ip) komplex

Fourier-transzformaltja analitikus A=0-n4l és ki-
elégiti az

+oo

[ FYw+iB) F@+if) do=K<e, 3=0 (40)

egyenlétlenséget, ahol K a f-tél fiiggetlen. A lim

p~o+
F(w+if)= F(w) hatarérték majdnem mindeniitt 1¢-
tezik és kielégiti az

+
*
27 j

r—2z i, ha Imz<0

”_g:_@dxz{f(x), ha ° 1mZ>0}. a1y

2. A linedris, idiiinvarians n-kapuk 4abrézol4sa
az L, térben

2.1 A linedris, iddinvaridns és passziv n-kapuk L,,
térbeli dbrdzoldsdnak alapjai

Lattuk [1], hogy a linearitds passziv, iddinvari4ns
n-kapuk meghatérozott hatérfeltétellel rendelkezd
Npyy halmazan az n-kapuk n-kapuva valé. sszekap-
csolasa egy bin4ris miiveletet hatdroz meg, és maga
az Npjy halmaz pedig additiv félcsoportot alkot az
osszekapcsoldsi miiveletre, mint binaris miiveletre
vonatkozdlag.

1. Definicié. Az n-kapuk 4brézoldsan az n-kapuk
halmazin értelmezett félcsoport dbrézolasat értjik.

2. Definici6. A line4ris n-kapu L,, térbeli 4brazola-
s4n olyan L,,-be esé értelmezési tartoményu linearis
operatort ertunk melynek értéktartoméanya szintén
az L, -be esik.

3. DeflIIlClO Ha a line4ris n-kapu egyértékii, akkor
a lineéris n-kapu L,, térbeli 4brazoldsa egyértelmiien
képezi le L,,-t L -be, vagyis ekkor az n-kapu 4bra-
zoldsa egy L terbeh transzformacio lesz.

4, DeflIIlClO Ha a linedris n-kapu egyértelmi és
folytonos, akkor az n-kapu L,, térbeli abrazolasa egy
folytonos transzformacié lesz az L,, térben. Ellenben
ekkor az 1. pont 2. Allitasabol kovetkez1k hogy az
L,, térbeli folytonos transzformacié korlatos is.

5. Definicio. Ha a linedris, egyértékii és folytonos
n-kapu idéinvaridns, akkor az n-kapu L., térbeli 4b-
rdzoldsa kommutélhaté a a, transzlaciés operatorral.

1. Allit4s. A linearis, egyértéki, folytonos és idé-
invaridns n-kapu L, térbeli dbrézolasakor létezik a
Bochner-tétel értelmében n? mérheté és korlatos

a,(w) figgvény, hogy

; O(w)=[Ax(w)] p() (1)
ahol
0,(w) @ (»)
g@)=| : b plo)=| : J @)
6(c0) ®n()

A g(t) felelet és f(f) gerjesztés vektor L,-Fourier-
transzforméltja és

" ay (@) ap(®) ... o)
ey)=| @@ @) - a@ | g
a;xl(w) Apof0) - - ap (@)
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egy n>< n matrix, melynek valamennyl ag(w) elemere
1étezik olyan rogzitett o pozitiv szam, hogy

(h r=1,2, ..., n) @)

majdnem mindeniitt a (—oo< W <<oo) tartomanyban
6. Definici6. Ha a linearis, egyértékii, folytonos és
id6invarians n-kapu passziv, akkor az f(f) gerjesztés

vektor és g(t) felelet vektor szorzata integraljanak va-
16s része tetszoleges 7 id6 esetén nem negativ:

T

[ (o) <o

~Re f FH(b) g(t) =0 5)
és a skalar szorzat valos része sem negativ
Re (/, ~g)zO (6)

Az L, térbeli Plancherel-tétel alapjan az @) és
g(t)-re, valamint a g(w) és @(a)) Fourler-transzfor-
malt]ara irhaté

[p(), A@)]=[f(®), g(®] )
¢s passziv n-kapu esetén
Re [g(e), 0(®)]=0. ®

7. Definicio. Az n-kaput kauzalisnak nevezik, ha -

barmely két megengedhetd f,(t) és f,(f) gerjesztés és
valés 1 esetén az f(f)—~/(f) =7 maga utan vonja

a gt~ g(t) t=7-t, ahol GO=A-f(D) s g)=
= A-f(1) és A az n-kaput 4brazolé operator.

2. Allitas. A linearis, egyértékii, folytonos, idéin-
varidns és passziv n-kapu mindig kauzalis.

A tétel bizonyitasat lasd a [6]-ban.

A Titchmarsh tételbdl kiovetkezik, hogy 6(w)-nak
line4ris, egyértékd, folytonos, idSinvarians és passziv
n-kapu esetén létezik 6(z) analitikus folytatdsa az
Im z 0 felsé félsikon (z=w +if), mégpedig olyan, hogy

lim 6(z)=0(w) majdnem mindeniitt  (9)
0t
és
n A
S | o*@+ip)b+if)dw<K  (10)
r=1

oo

ahol K a f=0-td] fiiggetlen 4lland6. Mindebbél arra
lehet kovetkeztetni, hogy A, (w)-nak is van korrekt
analitikus folytatdsa, mégpedig A,(z) alaku. Erre fr-

haté:
8(2)= An(2)-9(2) 1)

ahol a (p(z) a q;(co) analitikus folytatasa.

Konnyu belatni, hogy az analitikus folytat4s ara-
nyos a Laplace-transzformalttal. A Laplace-transz-
formaltra legkdonnyebben figy jutunk, hogy vessziik
az L., D, gerjeszt6 figgvényeket, melyek az L,, té-
ren kiviill a Schwartz-féle kompakt szupporta vizs-
galéfiiggvények D, terébe is tartoznak. Ismeretes [1],
a linearis, egyértékii, folytonos és idéinvaridns n-kapu

D, térbeli Abrazolasa egy konvoliciés matrix Abra-
zolas

g,(t):jél’ aft—Didr  1=1,2, ..., .
| 12
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A linearis, egyértékd, folytonos, idévarians és passziv
n-kapundl a konvoliciés matrix abrazolasnak 1étezik
Laplace-transzformaltja:

’(13)

G(p)=[A(PIE(P)
ahol
Gy(p) Fi(p)
Gp)=| : és  F(p)=| : (14)
G«(p) Fup)

a g(t) és f(f) vektorok Laplace-transzformaltja. Mivel

az L?nﬂD stirti az L,,-ben, tehat az 1.4 pontbeli ki-
terjesztési tétel L,,-re alkalmazhato.

3. Allitas. A lineéris, egyértékii, folytonos, idSin-
varians és passziv n-kapu abrazoldsanak Laplace-
transzformaltja a p valtozé pozitiv redlis fiiggvénye.

A tétel bizonyitasat lasd a [6]-ban.

2.2 Raciondlis dbrdzolds

Az el6z6 pontbol viligos, hogy annak szitkségesfel-
tétele, hogy egy adott [ A(p)] n X n matrix egy line4ris,
egyértékii, folytonos, id6invarians és passziv n-kapu
4brazolé matrixdnak Laplace-transzformaltja legyen
az, hogy az [ A(p)] matrix pozitiv redlis legyen. Most
vizsgaljuk egy adott matrix pozitiv realis voltara vo-
natkozo feltételeket.

8. Definici6. Az nXn méretii [ A(p)] matrixot po-
zitiv realisnak nevezziilk, ha teljesiilnek a kovetkezd
feltételek:

i) Az [A(p)] analitikus a p=a+iw sik o= 0 felté-
telt kielégit6 nyilt jobboldali félsikjan;
ii) Az [A(p)j valds, ha p valés (realitasi feltétel)
iii) Az [A(p)]-nek az ’

[A) +[A]

[Au(p)] =75 (15)

hermitikus része pozitiv semidefinit a o0=0
nyilt jobb oldali félsikon. (Itt az alsé csillag
index hermitikus konjugalést jelent, vagyis a
p valtozonak (—p)-vel vald helyettesitését. A
fels6 T index transzpondlast jelent.)

A halézatelméletbél ismeretes, hogy a koncentralt
paraméterdi, linearis, passziv és iddinvarians n-kapu
Abrazold matrixdnak Laplace-transzformaltja a p
komplex valtozénak nemcsak pozitiv redlis, hanem
racionalis matrixa is. Ezzel a matrixszal kapcsolatos
a racionalis abrazolas fogalma.

9. Definici6. A koncentralt paramétert, linearis,
id8invarians és passziv n-kapu abrézolé matrixanak
Laplace-transzformaltjat az n-kapu rac1onahs abra-

zolasanak nevezziik. ~

A kiovetkezdkben csakis az n-kapuk racionalis 4b-
razolasaval fogunk foglalkozni. A pozitiv realis és
raciondlis matrixokat PR métrixoknak fogjuk ne-
vezni. Most vizsgaljuk a PR matrixok tulajdonsagait.

A PR matrix esetén a pozitiv realitas elsé két tu-
lajdonsagat kénnyfi ellendrizni. Azonban a harmadik
feltétel ellen6rzése nehézségekbe iitkozik. Az egykapu
aramkordkhéz hasonléan az [AH(p)]>[0] feltétel el-
lenérzése is visszavezethetd a p=iw képzetes tenge-
lyen valé ellenérzésre és ekkor kapjuk:
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10. Definicio. Az n'X n méretd [ A(p)] matrix akkor,
és csakis akkor PR matrix, ha teljesiilnek a kdvetkezd
feltételek:

i) Az [A(p)] matrix a p valés egyiitthatoji racio-
nalis figgvényeit tartalmazza elemként.

ii) Az [A(p)]-nek nincs pélusa a p sik o= 0 felté-
telt kielégitd nyilt jobb oldali félsikon.

iii) Az [A(p)]-nek az iw képzetes tengelyen fekvd
poélusai egyszeriiek és az esetleges origoban, il-
letve végtelenben fekvé polustdl eltekintve
konjugalt parokban fordulnak eld. .

iv) Az iw képzetes tengelyen fekvé valamennyi
polushoz tartozé [K] reziduum matrix hermi-
tikus és pozitiv definit, vagy sémidefinit
([K]=[0]).

v) Az [Ay(iw)]=[0] feltétel mindannyiszor fenn-
all, valahanyszor [Ay] definidlva van.

A haldzatelméletbdl ismeretes, hogy a veszteség-
mentes n-kapu aramkérok [A(p)] dbrazolé matrixa
olyan pozitiv redlis matrix, melynek hermitikus része
zérussal azonos, vagyis

[Au(P)]=[0]- (16)
A (16) feltételt fel lehet irni ilyen alakban is:
[A]=—[AL]". 17)

A koncentralt paraméterd, linearis, idéinvarians,
passziv és veszteségmentes n-kapu 4dbrazolé matrixa-
nak az [ A(p)] Laplace-transzformaltja nemcsak a (16)
feltételt kielégitd pozitiv redlis matrix, hanem racio-
nalis is. Tehat ez a matrix az n-kapunak szintén
racionalis abrazolasa lesz és ezen feltételeket kielégitd
matrixokat LPR matrixoknak fogjuk nevezni. Ime
a definicio:

11. Definicié. A raciondlis és az [Ay(p)|=[0] fel-
tételt kielégitd [A(p)] matrixot LPR matrixnak ne-
vezziik, ha teljesiilnek az alabbi (sziikséges) feltételek

i) Az [A(p)] sszes polusa a képzetes tengelyen
fekszik.

ii) Az origéban és a végtelenben fekvé polusok ki-
vételével a polusok konjugalt parekban fordul-
nak eld.

iii) A pélusok egyszeriiek és hermitikus pozitiv
semidefinit [K;] reziduum matrixszal rendel-
keznek.

2.3 A raciondlis dbrdzolds fokszdma

12. Definicio. A racionalis abrazolas fokszama alatt
‘a megfelel6 PR vagy LPR matrix fokszamat értjiik.

A matrix fokszamat tobbféleképpen lehet bevezet-
ni. Itt mi most McMillan [7] targyalasat fogjuk ké-
vetni.

Kimutathat, hogy barmely racionalis [Z(p)] mat-
rix esetén (akar PR vagy LPR, akar nem) létezik egy
numerikus 6(Z) fiiggvény, mely a méatrixra altalano-
sitja a racionalis fiiggvények fokszamanak szokasos
definicidjat. Most elsoroljuk ezen 8(Z) fokszam tulaj-
donsagait:

i) 8(Z) egy egész szam, mely =0.

if) Ha 8(Z) =0, akkor [Z(p)] 4lland6, vagyis nem
fugg p-tél.

iii) Ha [Z-Y(p)] létezik, akkor 6(Z)=0(Z71).

iv) Ha [Z(p)|=[Z(p)]+[Zx(p)], ahol [Z\(p)] véges
a [Z,(p)j valamennyi polusanal és [Z,(p)] véges
a [Z,(p)] valamennyi poélusanal, akkor

(Z)=0Z)+(Zy)

- v) Ha [Z(p)]|=/(p)[R], ahol f(p) egy skalar szorz6
és [R] egy 4llandé matrix, akkor

(18)

8(Z)=[az f fokszama]-[az (R) rangja] (19)

Itt az f(p) fokszama ez az Osszeg:

>[az f(p) polusanak rendszama p,-nél] (20)
po .

ahol p, befutja az f(p) dsszes poélusat, beleértve
a oot is.

vi) Ha [ 4] és [ B] 4llandé, nem szinguldris matrix,
akkor

8(Z)=8(A Z B) (21)

vii) Ha [Z(p)] olyan mXm méreti [Z,(p)] matrix-
bél van képezve, melyet zérusok szegélyeznek,
akkor

Z)=8(Z). (22)

Elészor is definialjuk a racionalis skalar fiilggvény
pélusdnak rendszamit:

13. Definicié. Ha R(p) ilyen alaku racionalis fiigg-
vény

R(p)=(p—po)" R(p) (23)

ahol R (p) véges és nem zérus p,-nal és m-nek tetsz-
leges el6jele van, akkor m-et az R(p)-ben szerepld
(p—p,) kitevéjének nevezik. Az

r=sup (—m, 0) (24)

szdmot az R(p)p, pontban levd polusa rendszamanak
hivjak, még ha r=0 is.

Az r rendszam bevezetése utan igy definidljuk az
R(p) skalar figgvény p; pontbeli fokat:

p; fokszama, ha p; polusa R(p)-nek

6 R R 1=
(R, pl {0, ha p; nem pdlusa R(p)-nek.

(25)

Az R(p) fokszama pedig nem mas, mint az sszes
polusa rendszamanak az dsszege:

SIR(I =8(R(P). =)+ 3 6B (), p) ©6)

ahol az ésszegezést nyilvan az R(p) dsszes véges po-
lusara kell elvégezni. Az R(p)-t felirhatjuk részlettor-
tes kifejezés alakjaban a véges polusoknal h; férész-
szel és a végtelennél pedig h..-el:

‘R(p>=hm+§ h @)
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Ekkor léthaté, hogy.

SIR(p), pil=b(hy p)=d(h)
véges poélus ‘esetén. Ha R’(p)=R (%) jelolést bevezet-
' jiik, akkor ‘
| S[R(p), wo]=0(h)=8(R(p), 0).

Végeredményben az R(p) foka a részlettortes kife-
jezés segitségével igy definidlhaté: 6sszegezni kell a

(28)

véges polusoknal §(h)-t és hozzd kell adni é(h.)= "

=0[R’(p), 0]-t. Ez az az otlet, melyet a legcélszeriibb
a méatrixokra 4ltaldnositani.

Legyen [Z(p)] egy nXn matrix, melynek Z,s(p)
elemei a p komplex valtoz6 raciondlis fiiggvényei;
frhatjuk:
rs(p) -
Di<(p)

ahol Ny és D, relativ prim polinc’)mok. Legyen y,(p)
az osszes D,s(p) (1=r, s=n) legkisebb kozos t6bbszo-
r0se, mely ugy van normalizdlva, hogy 4 p y,(p)-beli
legnagyobb hatviny4nak az egyiitthatéja (a vezér
egyiitthatd) eggyel egyenlé. Ekkor pz(p)-a [Z(p)]-vel
egyértelmiien meg van hatdrozva.

A yy(p)[Z(p)] matrixnak poliném élemei vannak.
A Smith-féle normadl alakja egy [E(p)] diagonal mat-
rix: o

ZP) =)

E(® o0 . . . | N
0 Exp) '
S | E) N
0 7
_ 0 e e e e ..' ‘0_

=[AP] v:P)ZP)][B@P)], (3D
mely a kovetkez§ tulajdonsigokkal rendelkezik:

i) R a v, (p)[Z(p)] rangja.

ii) Valamennyi E/p) eggyel egyenlé vezéregyiitt-
hatéja poliném.

iii) Valamennyi Ei(p) az Eyy(p)nek tenyez()]e,
I=i=R-1.

iv) Az [A(p)] és [ B(p)] poliném matrixnak 4llando,
zérustol kiillonb6z6 determinansa van.

V) E(D)Ep). ..Ep) 2 yAp)[Z(p)] tsszes k-sort
minor determindnsdnak a normalizilt (és ezért
egyetlen) legnagyobb koézos osztdja.

Fennall a kovetkez6 unicitasi lemma:

1. Lemma. Ha barmely [E°(p)] matrix kielégiti a
fenti (31) alakot és az f)—v) tulajdonségokat, akkor
[E2(p)] = [E(p)]-

Bizonyitasként lasd Bocher [8] 94 paragrafusdnak
1. tételét, melynek ez a tétel egy egyszerd varidcidja.

14. Definicié. A [Z(p)]-nek van egy [W(p)] normal
alakja, mely nem més, mint a yp,(p)[E(p)] matrix.
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(29)

(30)

Tgy irhatjuk fel a [W(p)] elemeit
[W(p)]=[A(p)] [Z(P)] [B(p)]=

_el(p) - ]
‘-—-—%(p)o....,....o
fez(P)
'/’2(1’)
i . (32)
er(P)
vr(P)
O.
0 . . . . ... .0

ahol az ey(p), y(p) polinomok mindegyikének a vezér-
egyiitthatéja egy.

A [W(p)] normal alak az aldbb felsorolt tulajdon-
sagokkal rendelkezik:

i) R a [Z(p)]-nek a rangja.
ii’) Mlndegylk ek(p) tényezbje az e, i(p)-nek,
I=k=R—1 és mindegyik p(p) tényezéje a

yj-1(p)-nek, 2=j=R.

iii") Valamennyl k-ra, 1=k=R, eyp) és yu(p) egy-
gyei egyenl§ vezér egyiitthat6ja poliném.

iv’) [A(p)] és [ B(p)] poliném méatrixok; melyek 4l-
landd, zérustdl kiilonb6zé determindnssal ren-
delkeznek.

V') pu(P)=v=p)-
A [W(p)] unicitisa az 1 Lemmdbél azonnal kovet-

kezik. Tehat barmely [W°(p)], mely kielégiti a (32)
alakot és az 1)—v’) tulajdonsigokat, valéjédban

W)

Az unicitds tételének van egy sor kovetkezménye:

1. Kovetkezmény. [W(p)] onmagénak is normél
alakja.

2. Kovetkezmeény. Legyen y(p) egy rac1onéhs fiigg-

vény és
[Z(P)]=9(P) [Z(P)]. (33

Legyen [W(p)] a [Z(p)] norm4al alakja és [Wy(p)] a
[Z,(p)] norm4l alakja. Ebben az esetben:

[Wi(@)]=9(p) [W(D)]: (34)

1 3. Kovetkezmény. Ha [C(p)] és [D(p)] 4llandé és
zérustol kiilonb6z6 determinansti poliném maétrix,
akkor a [Z(p)] és a [C(P)][Z(p)][D(p)] normal alakja
ugyanaz.

15. Definicié. A p, pont a [Z(p)] poélusa, ha [Z(p)]
valamelyik elemének poélusa van a p=p, pontnil.
Ha a p, nem polusa [Z(p)]-nek, akkor azt mondjik,
hogy [Z(p,)] véges, vagy hogy [Z(p)] véges a pynal.

Most vizsgdljuk egy adott raciondlis [Z(p)] mat-
rixot. Felbontva [Z(p)]-t részlettortekre, lesz:

Z(P)=H-1+ 3 [H) (35
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ahol a [H|] és [H..] f6részek ilyen alakot vesznek fel:

_ K] [Kip—2] (K]
(= (p—p)* "~ (p—p)*~" (p—p)
o (36)
[Ho]=p*[Keanl+ .. 2+ p[Kun]+[K=] - (37)

ahol valamennyi [K; ] 4llandé métrix, mely [Z(p)]—
vel egyértelmiien definidlva van.

16. Definicié. Ha [Z(p)] a (35) egyenlet alakjaban
van adva a (36) és (37) segitségével, akkor a k szdm
a [Z(p)] pnél levé polusanak a rendszdma.

Ha [Z(p)]-nek (35) alakja van p;s o esetén, akkor
[Z(p)] néhany zérustél kiillonb6z6 elemének nevezéje
tartalmazza a (p—p,)* tényez6t és nincs olyan elem,
melynek rendszdma k-nil nagyobb volna a p, pélus-
ndl. Tehat a (p— p)* osztja y,(p)-t, de a (p—p,) ma-
gasabb hatvdnya mar nem. Tehat iii") alapjan a
[Z(p)] normal alakjinak els6 eleme tartalmaz egy
k-ad rendii poélust p=pnél. Innen kovetkezik, hogy
p;#o akkor, és csakis akkor k-ad rendfi poélusa
[Z(p)]-nek, ha k-ad rendii pdlusa [W(p)]-nek is.

17. Definicié. Vizsgaljuk most a [Z(p)] valamelyik
k-ad rendfi polusdnak a [H,] {6 részét. Mivel [H,]
raciondlis, tehat van W(p) normdl alakja. Legyen
¥ az

e(p)

vdP) (38)

l-edik diagondlis elem Vp, poélusnal levé rendszam.
EkKor y;=y,+1 és y,=k. Tehat az osszes yrt fel le-
het irni egy rendezett sorban: :

S(Hy, p)=[y1 Y2 «-- > Val (39)

18. Definici6. Vizsgaljunk két [Z(p)] és [Z,(p)] mét—
rixot, melynél

S(Z, p1)=[7’1: Voo 7’,.,] } (40
S(Zp P)=[71 Y -« » )’n]
Azt mondjuk, hogy
S(Z,p)=S(Z}; p) (41)
akkor, és csakis akkor, ha
Vit vet - F=vityet. o Fve (42)

barmelyik k=1, 2,

S(Z1p) =521 p)

ha y,=1y; barmelyik k=1, 2,..., n esetén.

A [7]}-ben bizonyitva van néhany S(Z, p)-re vo-
natkozé tétel, melyet most bizonyitds nélkiil ismer-
tetiink.

4. Allitss. Legyen p;¢< a [Z(p)] egy polusa. Le-
gyen tovabba [ F(p)] egy rac10néhs n X n métrix, mely
véges p-nél. Ekkor

S(Z,p)= S(FZp))-

..., 0 esetén. Azt mondjuk, hogy
(43)

(44)
Pontosabban, ha [F(p)] nem szingularis pnél, akkor
S(Z.p)=5(Z,, p)- (45)

5. Allitas. Ha p; oo és ‘
(46)

[Z(P)]=[Z(P1+[ZP)]
ahol [Z,(p)j véges prnél, akkor
S(Z:p)=S(Zy p))- (47)

Az 5. Allitas segitségével konnyii kimutatni, hogy

ha [Z(p)]-nek (35) alakja van, akkor S(Zp)=
=S(H,, p;) p;#=- esetén.
6. Allitds. Legyen [Z(p)] olyan, hogy p=p,;#

esetén csak egyetlen f6diagonalison fekvé eleme ren-
delkezzék poélussal. Legyen oy, 0,,...,0, ezen pdlus
rendszamai, melyek gy vannak megszamozva, hogy

0= 0= ...=0,. (48)
Ekkor
S(Z,p)=[oy, Gy ... ,00] 49
19. Definici6. Legyen
—1(q)=4+0 (50)

q+6

egy nem szinguldris, biraciondlis transzformaicié a q
sikrél a p sikra. Jeloljiitk az inverzét igy: (

g=T-Xp) (1)
Adva van egy raciondlis [Z(p)]. Ekkor
[Z(D1=[2(T(9)] (52)

‘matrix racionalis ¢-ban.

Bérmelyik olyan p; esetén, hogy T—Y(p)) >4, defi-

nidljuk |
Se(Z,p)=S(Z;, TH(p)]. - (83)

7. Allitds./ Ha p, és T-Y(p;) véges, akkor
SH(Z,p))=S(Zy, p1)- (54)

20. Definicié. Adva van valamilyen p,. Legyen
p=T(g) egy nem szingularis, biraciondlis transzfor-
mé4cid, hogy q=T-Y(p,) . Ekkor igy definialjuk

SH(Z, port |
SHZ,p)=SZp). (35)

8. Allitas. A 4., 5. és 6. Allit4s érvényes S*-ra a p,
véges voltdnak korlétozésa nélkiil.
9. Allit4s. Ha a 19. Definiciét S*-ra kiterjesztjiik,

definialva
SHZ,p)=S*(Z;, T:(py) (56)

akkor a 7. Allit4s fenndll S*-ra a p, vagy T-Y(p,)-re
val6 korlatozas nélkiil.

21. Definici6. Legyen

- SMZp)=[yp Ve -5 Pl (37)
Definialjuk

. dZ.p)=y1+ye=<..-<¥n (58)

(59)

6<Z)=.’§a<‘z,p,>,

ahol az Osszegezés a [Z(p)] valamennyi p; poélusara
vonatkozik, beleértve p.=co-t is. Ez a 6(Z) a [Z(p)]
matrix foka, mely a kordbban emlitett i) — vii) tulaj-

donsagokkal rendelkezik.
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Az i)—vii) tulajdonsigokkal sorrendben fogjuk el-
lenérizni, kivéve a iii)-t, melyet utoljara hagyunk.
~ 1)—ii) tulajdonsag ellenérzése: Nyilvan 8(Z) egy
egész szam és nem negativ. Ha 8(Z)=0, akkor az
Osszes v valamennyi pinél zérus. Ezért sem p;, sem
s> nem polusa [Z]}-nek. Tehat [Z(p)] valamennyi eleme
a p-tol fiiggetlen 4llando. .

iv) tulajdonsag ellenérzése: Tegyiik fel, hogy

ZD)]=[Z(P]+[Z(P)] (60)

ahol valamennyi [Z(p)], I=1, 2, véges a miasik va-
lamennyi pélusanél. A [Z(p)] pélusai ekkor a [Z]
matrix p§? polusainak és a [Z,] matrix p{® polusamak
az oOsszege. Valamennyi polusnil alkalmazva az 5.
Allitast, 1rhat0 :

(Z.p")=8(Hy, p)) (61)

Felbontva a 6(Z) -t defini4lé Osszeget a p(l) és p{? sze-
rinti Osszegre bizonyithaté, hogy

C HD)=8(Z,)+H(Zy) (62)
ami nem mas, mint a iv) tulajdonsag.
v) tulajdonsig ellenérzése: Ha
[Z(P)]=/(p)[R] (63)

ahol [R] egy 4lland6 matrix, akkor a [Z(p)j normal
alakja J(p)-szer egy ugyanolyan rangu diagonal mat-
rix, mint [R]. Az v) tula] donség innen azonnal kovet-
kezik.

vi) tulajdonsig ellenérzése: Ha

[Z(P]=[4][1Z(p)] [B] (64)
ahol [A] és [B] slland6 és nem szingularis matrix,

akkor [Z,(p)] és [Z(p)] pdlusai ugyanazok. Mindekt-~

ténél a 4. Allitast alkalmazva a 8. Allitasbeli kitagi-
tott értelemben, tehit 6(Z,)=4(Z). Ez a vi) tulajdon-
sag.

vii) tulajdonsag ellendrzése: Ha [Z/(p)] zerussal
szegélyezett [Z(p)], akkor mindkettd azonos polusok-
kal rendelkezik. Az 1 Lemm4bél azonnal bizonyit-
haté, hogy a [Z,(p)] norm4dl alakja ugyanaz, mint a
[Z(p)}-é zérussal szegélyezve. Mivel [Z,T(q)] is a zé-
russal szegélyezett {Z[T(p)]}, innen kovetkezik, hogy

S*(Z1:p) =SMZ:p) ' (69)

valamennyi p, pélusnal, ahonnan 6(Z,)=4(Z). Ez a
vii) tulajdonsig.

iii) tulajdonsag bizonyit4sa: Bizonyitanunk kell,
hogy ha [Z(p)] nem szinguléris, akkor

8(Z)=58(Z-Y). (66)

Bizonyitas. Valasztunk egy olyan p=T(g) bira-
ciondlis transzformaciét, hogy a p=T() esetén Ggy
[Z(p)], mint [Z-%(p)] véges legyen. Legyen tovabba

[Z@]=1Z(T@))} (67)
Ekkor
[ZTDI=[Z"(T(9))}- (68)
Legyen [W,(¢)] a [Z,(g)] normal alakja, mely
ea)
) &9

.

diagonalis elemekkel rendelkezik. Mivel [Z(q)] rang-
ja n, ezek egyike sem tiinik el azonosan.

Elgszor azt allitjuk, hogy 8(Z)=48(Z)). A [Z] mAt-
rix p; polusai pontosan azok a .

P=T(g) (70)

pontok ahol ¢; befutja | ia [Z,} méatrix polusalt Vala-
mennyi polusnél

S*(Z,p)= SHZ.p) =52, q:) (71)

a 9. Allitas alapjan. Ezért 8(Z, p)=06(Z;, p;) és az
4llitas az 0sszes polusra valo osszegezésbdl kovetke-
zik. Ekkor ehhez hasonléan 8(Z-1)=48(Z7Y).

Ezutan azt allitjuk, hogy 8(Z,) éppen a °

@) v - - - pala) (72)

poliném fokszdma. A 8(Z,, q) a (¢—gq,) kitevéje eb-
ben a polinémban és ezen poliném zérusai éppen a
[Z()] polusai.

Megfigyeljiik, hogy a

, (Wi@]1=[ADI [Z(P] [B@)] (73)
akkor ' . .
[Wik@)l=[B9)] [ZT* (9] [4" (D). (74)
A [W=Y¢)] matrix
vi(q)
i) @

diagonalis elemmel rendelkezik. Nyilvan, ha ezeket
reverz sorrendben elrendezziik, akkor egy normal
alakot kapunk. Tehat a (75) figgvény a [Z7(g)]
normil alakjanak a diagonilis eleme. A fenti megfon-
tolast alkalmazva [Z{Y(g)]-ra, klmutathato, hogy

6(Z1 1) az
e(D)-..
fokszéma. A
Végiil megjegyezziik a determindns bsszefﬁggést
[Wi@) = A@I-|Z()I-| B@)| =
= (allando). [Z,(g)| (77)

mivel az [A] és [B] matrix determindnsa allandé.
Tovabba [Z,(g9)j-nak nincs pélusa g=oo-nél, ezért a
determin4ns ott véges. Ugyanez érvényes [Z7Y(g)}-ra,
még ha

en(9) (76)

| 1Z(=)| =0. 78)
Ekkor kézvetlen szamitassal
el(g)-ex(q) . .. ex(
|Wy(g)] =-2D-e0) - - - erfa). (79)

(@) v(9) - - - val®)

Mivel ez véges és nem zérus g =< esetén, tehAt a szAm-
lalénak és a nevezdnek ugyanazon fokszdma van.
Végeredményiink tehat

NZY=8(Z))="Ffok (7"‘51/,',‘) =fok (7:6,‘) =
—8(ZiH=8(ZY). (80)

Az i)—vii) tulajdonsag alapjan konnyen beldthaté,
hogy egy PR métrix foka — amely matrix fizikailag
egy n-kapuval realizdlhat6 — nem maés, mint azon
reakt4ans elemek minim4lis szdma, mely az n-kapu
fizikai realizaci6jdhoz -elengedhetetleniil sziikséges.
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