SZTIPANOVITS JANOS
BME Miiszer- és Méréstechnika Tanszék

Optimalis kvantalas additiv zajsziirés esetén

Az additiv zajszlirés vagy jelatlagolds elterjedten
alkalmazott méréstechnikai eljaras periodikusan is-
métlédé vagy triggerelheté zajos jelek mérésére.
A digitalis jelatlagol6 berendezések arat és a jel fels
hatarfrekvencidjat alapvet6en befolyasolja a bemene-
ten levé A/D atalakito egység. A kovetkezékben
megvizsgaljuk az A/D atalakité paraméterei és az
elérheté jel/zaj viszony novekedés kozti dsszefiiggést
és a paraméterek optimalis kivalasztdsanak felté-
teleit.

1. Az optimdlis kvantdlds megfogalmazisa

Analég jelek digitalis csatornan torténé tovabbi-
tasanal, digitilis mérés- és adatfeldolgozisnil az
id6- és amplitidékvantalas segitségével tigy redu-
kaljuk az analég jel informaciotartalmat, hogy
illeszkedjék a véges kapacitasd digitalis csatorna
atviteli tulajdonsagaihoz, illetve a digitalis adatfel-
dolgozé rendszer megkivant adatpontossigahoz.

Az idébeli kvantalast végz6 mintavételezd egység
az X analég forrds kimendjelét, az x(f) sztochasztikus
folyamatot egy {x(f)} sorozatta alakitja 4t, amire
teljesiil, hogy

W)= 3 () w;

Py 2 a()=a(T) (1)
ha xz(f) sédvkorlitozott és T Kkielégiti a mintavételi
tételt.

A tovabbiakban a mintavételi tétel teljesiilésével,
illetve a véges mintavételi szambol eredé appro-
ximacidés hibaval nem foglalkozunk.

Az {x(t)} sorozat felfoghat6 egy jeltér T vektora-
ként is. A kvantal6 a jeltér folytonos koordinatiihoz
(a mintavételi értékekhez) diszkrét értékeket rendel,
azaz a jelteret leképzi egy diszkrét jeltérre. Ha az
Osszes mintavételi értéket ugyanazzal az eszkozzel
kvantaljuk, a nemlinedris leképzést egyértelmiien
leirhatjuk a kvantalasi szintek {x;} és a kimeneti
értékek {y} halmazidnak megadisival (1. 4bra).

A tovabbiakban az {z;} és {y} halmazokat tekint-
jik a kvantilo paramétereinek.

Az optimalis kvantdlds problémdija ezek utdn a
kovetkezokeppen fogalmazhato meg:

Legyen s(f) és x(f) két sztochasztikus folyamat, ami-
ket azs és x vektorokkal irunk le. Tekintsiik az s(¢)
folyamatot jelnek, az x(f) folyamatot a mérheté adat-
nak. A digitdlis méré- és adatfeldolgozd berendezés-
sel vagy a jelbdl szarmaztathato

4= O0[s] @)

y=F[s]

vektort vagy az
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jellemz6t akarjuk meghatdrozni, ahol O[x] egy ope-
rator és F[x] egy funkcional. Az adatfeldolgozis
elvégzésére rendelkezésiinkre 4all az x vektor, ami
valamilyen statisztikai kapcsolatban van s-sel. Az
adatfeldolgozas soran az

y=0[z]

§=¥'[z] &)
eljarasokkal 7 és y becslését hozzuk létre, ahol az
0’[x] operator és F’[z] funkcional 4ltalAban nem
egyezik meg O[T] ¢és F[x]-szel.

Az O’[7] és F’[x] meghatdrozasat ugy kell elvégez-
ni, hogy ¥ és j valamilyen értelemben optimalis
becslések legyenek [1].

Ha az adatfeldolgozast a kvantalt g adatvektoro-
kon hajtjuk végre, természetesen:

Jo=01%] #J=0'[F] @
Jo=Flxo]#j=F[z].

A kvantilo optimalizalds célja, hogy rogzitett
N kvantumszam mellett gy valasszuk meg a kvan-
talo {r;} és {y;} paramétereit, hogy az
Jo vagy
y s

7 és

kozotti eltérés minimdlis legyen. Az eltérés, illetve
a kvantdlo teljesitéképességének mértéke leggyak-
rabban

en=E{hF o)} ®)
ahol &,=a teljesitéképesség f(x)-ra vonatkoztatott
mértéke

h(i) =skaldr-vektor sulyfiggvény
J—Yq=4,=hibavektor

E{x}_a sulyfiiggvénnyel képzett varhato ér-
ték s szerint,

79



HIRADASTECHNIKA XXVI. EVF. 3. SZ.

Lathaté, hogy az (5) szerinti optimalizalas nem
foglalkozik a kvantalé paramétereinek és az 0’[x]
operatornak, illetve F’[x] funkcionalnak egyittes
optimalizdlasaval, ami a kvantdlé nemlinearitdsa
miatt igen bonyolult lenne.

Az optimdalis kvantdlds legjobban kidolgozott
teriilete az

(6)

eset, azaz mikor a feladat, a jel optimalis kvantala-
sanak elvégzése. Ekkor:

en=E{hG—3Q)} @)

A (7) eltérési mérték szerinti optimalizalast végez-
te el J. O., Max [2] arra az esetre, mikor a minta-
vételi értékek fiiggetlenek és azonos valdszintliség-
stirtiségfiiggvénnyel rendelkeznek.

Ha teljesiilnek az ‘

=5+7 ®)

Osszefiiggések, ahol n valamilyen additiv zaj, akkor
O[Z] optimalizaldsa az optim4lis zajszlirés témakorhoz
tartozik [1]. Abban az esetben, ha

Yty =3t) =0 [z(t)ol =2(t)o &)

tehat y(f)=s(t;) becslését az {x()} adatoknak csak
a {; idépontban felvett értéke alapjan végezziik el,
az optimalis becslést létrehozé kvantalé felfoghatd
egy optimdlis, zéré memoéridja sziir6nek, aminek
{x.}, {y,} paramétereit az

e = E{A(s(t) —2(t;)q)}

4tlagos eltérés alapjan optimalizaljuk. Ilyen opti-
malizdlasi probléméaval foglalkozott L. 1. Bluestein
13] a

(10)

h(z)=|x| (11)

sulyfiiggvény mellett.

2. Az optimalis kvantalas problémaja
additiv zajsziirésnél

Vizsgaljuk a (8) Osszefiiggés szerinti esetet, mikor
a feladat egy s(f) jel mérése, valamilyen n(f) additiv
zajjal terhelt x(f) folyamat alapjan. A becslés elvég-
zéséhez rendelkezésiinkre 4ll6 adathalmaz:

Ey=6+n); i=L... M (12)

A becslést, az
- 1 M _ 5
S=Mlgl' ; | (13)

egyszer(i lineAris operacioval végezziik el. Az ope-
~ rator tulajdonsdgainak vizsgilata torténhet frek-
venciatartomanybeli lefrassal [4], illetve statisztikai
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médszerekkel [5]. Ha az Atlagoldst digitdlis beren-
dezéssel végezziik: :
gt b
So=—- T;0#S
ST M = iQ
és a két becslé kozotti eltérés fiigg a kvantdloé para-
métereitfl. Mivel a kvantdlé nemlinedris elem, a
frekvenciatartoméanybeli vizsgdlatnak nincs értel-
me, igy a tovébbiakban’ statisztikai modszereket
hasznalunk. -
Legyen a kvantald teljesit6képességének mértéke
az dtlagos négyzetes eltérés: A

2= E{G—50)% (15)
és optlmahzaljuk a kvantalo parameterelt a (1)
Osszefiiggés szerint. ,
Rogzitsiik a jelek statisztikai tula]donsagalt az
aldbbi moédon:

Az {Ei}=i§i+ﬁ,} adathalmazban

S$i=3S,

az (n;) zajok fiiggetlenek egyméastél és az.s jeltdl,
és varhaté értékiik nulla. Mivel a gyakorlatban - al-
kalmazott additiv zajsz{iré6knél, valamennyi minta-
vételi értéket ugyanaz a kvant4lé kvantalja, a minta-
vételi értékek eloszlasat egy kozos py(s) valoszintliség-
stiriségfiiggvénnyel jellemezve a (15) 0Osszefiiggést
egydimenzidsra redukalhatjuk:

(16)

&=E{(s—59)%}
Legyen py(s) folytonos, ekkor
.|:ea
o= | (s—50)%ps) ds an

. i . .
- !Pn () —
B ) S ! 4 .
S forras " Q T Atlagolo h_s

B : ; Q

0B —SJ

2. dbra

A vizsgalt rendszer modellje a fentiek alapjan a
2. 4bran lathat6, ahol

x=s+nv
y=xq
~ 1 M

Vizsgaljuk meg részletesebben a (16) osszefuggest
a 2. abra szerinti modellre alkalmazva

gy =E{s*}—2E{s- 3¢} +E{SQ2} : (18)

ahol , ,
1M -
E{S . gQ}=E {S'M Z’ yl}=E{S 'y} és (19)
i=1 R .

w6e)=2{[5; b o] 20)
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tehat az atlagolasok szamatdl a (18) osszefiiggésnek
csak a harmadik tagja fiigg. Mivel 3¢ az {y;} diszkrét
valoszintiségi valtozok osszegébél nyert valoszinti-
ségi valtozo, és y-k egy adott s-nél azonos eloszlastiak
és fiiggetlenek, a becsld feltételes négyzetes kozép-
értéke, ha az atlagolasok szama M:

E(53 | =E2{y s} (Bl —E2lr]9)], @)

Igy az atlagos négyzetes eltérés M atlagoldsszam

esetén: .
e =BH 2B+ B(EGS Y. (22)
Ha az étlégolésok szama 1:
en=E{(s —y)=E{s?} - 2E{sy} + E{g?}.  (23)

Ha az atlagoldasok szama tart a végtelenhez:
o= lim e, =) —28on) + E(B2(). (24

A (21), (22), (23) és (24) dsszefiiggések egybeveté-
séb6]l megallapithato, hogy tetszileges M-hez tar-
toz6 Aatlagos négyzetes eltérés meghatarozhato ey
és ey segitségével:

1
e =H+ 7 (2a1— eom1)- (25)

Ez az dsszefiiggés igen fontos a tovabbiak szempont-
jabol, hiszen azt jelenti, hogy elég az e, és &y dtlagos
négyzetes eltéréseket vizsgdlnunk.

Ha a kvantalé az 1. dbran lathaté atviteli karak-
terisztik4aval rendelkezik, az {x;} és {y,} paraméterek-
kel a (23) és (24) osszefiiggésben szerepld tagok:

+w
B = [ spys) ds

+oo :L‘1+1

N
E{s-y}= fs-ps(s)- é’ly,-- f Da(n—s)dng ds
- - 26)
RN Fit1
N
By = [ po- v | patn—s) dnf ds
oo Titl 2
X
EE = | | Z e | pdon—9 anf as
+oo _
N-1
= | m(s){é’ [s—(f—N—; !

— 00

o p-2)ees

—oo

o] [ {55

Mivel az additiv zajszilir6k talnyomoérészt egyenletes
kvantaléot tartalmaznak, tovabbi vizsgilatainkat
egyenletes kvantaléra végezziik el.

3. Az egyenletes kvantdlé optimdlis paraméterei
Legyen az egyenletes kvantalo atviteli karakte-

risztikdja a 3. abran lathato szokasos A/D atalakito
karakterisztika.

y !
- T
) —_—] K x

o

3. abra

A kvantdlasi szintek N kvantumszamnal:

xi:(i__z%z_v) g+K i=2,...N
{rlz —_o0
Ty+1= +oo (27)

ahol K=a kvantdlé6 mérési tartomianydnak ko-

zépértéke,
g= a kvantumnagysag

és a mérési tartomanybdl felfelé vagy lefelé kiesd
jeleket az elsd, illetve az utolsd kvantumba soroljuk.

A kimeneti értékek:

!

tehat minden kvantumhoz (az elsé és az utols6 ki-
vételével) a kozépértékét rendelik hozza.
Behelyettesitve a (26) oOsszefiiggésekbe az egyen-
letes kvantalé paramétereit az atlagos négyzetes
eltérésekre az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:

1
i——J“—]Y) g+K i=i,...N

. (28)

(i-—%)q+K

)q— Kr J po(n—s) dn+

(:—1‘%}—)q+K

+

) qg— K]2 j DPa(n—s) dn} ds (29)

(7)o

1

2
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oo
N, N+1
e = ps(s)-s—._2 e —
() oox

— oo

g I T B s

(i~%) g+K

)q+ K] J Pr(n—s) dn —

(i—l—%) q+K

+ oo

—1 (30)

(-3 oo

A (29) osszefiiggésbe behelyettesitve a zajmentes esetnek megfeleld p(n)=4(n) . valoszintiség-siirtiség-

fiiggvényt (ahol 6(x) a Dirac-operator):

()
N-1 N+1
5T o
(i—l—%)q+1(

oo

o)

(oo

a Max-féle egyenletes kvantdlé atlagos négyzetes
eltérését kapjuk.

A (29) és (30) osszefiiggésekbdl latszik, hogy ey,
és e,y rogzitett N kvantumszam mellett, az egyenle-
tes kvantdlé ¢ és K paramétereinek fiiggvényei, a
paraméterek optimalizdlasa tehat kétvaltozos szél-
s6érték-keresést jelent.

Tételezziik fel, hogy a jel py(s) és a zaj p,(n)
striiségfiiggvénye a varhato értékre szimmetrikus
és egy csticsa van. Igazolhatd, hogy e, és ey abszo-
1at minimuma a

+ oo

K= f sp(s) ds=E{s}

—oo

(32)

helyen talalhaté, ami azt a szemléletileg is kézenfek-
v6 tényt jelenti, hogy a legkisebb atlagos négyzetes
eltérést a kvantdldsi tartomanynak, a jel varhato
értékére szimmetrikus elhelyezésével lehet elérni.
A (25) Osszefiiggés értelmében viszont az oOsszes at-
lagolasszamra is teljesiilnie kell a (32) feltételnek,
tehat szimmetrikus striségfiiggvények esetén a
kétvaltozos szélsGérték-keresés egyviltozosra redu-
kalhatoé.

Egy adott N Lkvantumszdm melletti optimalis
kvantumnagysigot meghatarozhatjuk a (29) és (30)
osszefiiggés ¢ szerinti differencidlasabél nyert, ¢-ra
implicit egyenlet megolddsaval vagy kozvetleniil az
atlagos négyzetes eltérésfiiggvények paraméterezett
vizsgélataval. Mivel a kvantumnagysag és az atlagos
négyzetes eltérések kozotti osszefiiggés a szélséérték-
helyének meghatdrozdsain kivill is lényeges ered-
ményeket ad, célszerd az utébbi moédszert vilasz-
tani.
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) q— K]Zps(s) ds+ J [5 —(‘Eﬁ

(1 —%) g+K
1 —

) q— Krps(S) ds+

—oo

KJ pos) ds (31)

A vizsgélat eredményeib6l a kovetkezé kérdésekre
akarunk valaszt kapni:

— Egy adott jel/zaj viszonyn4l milyen kvantum-
szam®O kvantalot érdemes hasznalni ahhoz,
hogy egy adott additiv zajszliré6 berendezéssel
maximadlis jel/zaj viszony javulast tudjunk
elérni?

— Mi az optimdlis kvantalasi tartomanybeéllitas?

Ahhoz, hogy attekinthetd, jol értékelhets ered-
ményeket kapjunk, az &, és ey 4tlagos négyzetes
eltérésekel egy adott jel/zaj viszonynal (J), a kvan-
tumszam (N) és a kvantumnagysag (q) fiiggvényé-
ben hatdrozzuk meg. A kozolt példaban a zajt
Gauss-eloszlastinak és a jelet egyenletes eloszlastinak
tételezziik fel. (A kiszdmitast végz6 szamitogép-
program természetesen mds jel és zaj siirtiség-
fiiggvények vizsgalatara is alkalmas).

Az adott esetben tehét:
1

~—~ ha —S=s+S8
ps(s)=12S
0 | 'mashol.
1 n?
pe(m)= —[ ] 33
! V2r o, 202 (33)
A jel/zaj viszony
_n_5
J= 62 302’

A o2-re normélt ey (N, ), és ey (N, '), feliiletek
egyenlete a (32) feltétel behelyettesitése utan:
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+5
’ , (N’ q 1 N-1p,
N, )= - 25'Y2n j 200
s’ =
e

i

&n(N, q) . 1
oy

1N, @)= = —
82H( q) ZS/V2TE

-5

B

1= S

ahol rendre elvégeztiik az

§= s S'= S
Oy O
n/ = i > (I, = i
On On (36)
helyettesitéseket.
A (34) és (35) oOsszefiiggésekkel meghatdrozott

feliiletek lathatok a 4. abréan. J=1 esetben.
Egy realizdlt additiv zajszlir6 berendezéssel el-

9

)

&y Ea1
U,L[dBJ S LSS
L2t o] A A A A5
N
bl

N A P I R e

()
(i_J_\f%l) q’} f exp—(n;)dn'—l—
(i—l-%) P
oo
(34)
(i)
(=)o) e f)er-
(i— 1—%) q s
’9 tm ’9
exp— (1—12—) dn’— [(Né-——l) q’] J exp— (112—) dn’} ds’ (35)

N_ ) g
(2 9

érheté maximadlis jel/zaj viszony javulast természe-
tesen nemcsak a kvantalasbol eredd torzitds kor-
latozza, hanem a mintavételezési id6, a bemeneti
erdsités stb. bizonytalansidga is [5]. Jeloljiik ey, -mel
azt az Atlagos négyzetes eltérést, amit egy adott
berendezéssel, valamilyen kezdeti jel/zaj viszonybdl
el lehet érni, ahol &y, nem tartalmazza a kvantalasi
torzitast. (Az elérheté maximdlis jel/zaj viszony
tozik, a HP 5480 A tipusa jelanalizdtorndl ez az
érték ~ 60 dB [6].) Ha berajzoljuk a 4. abrdba az
adott eyp,-hez tartozéd egy= eypym sikot, kozvetleniil
osszehasonlithatjuk a kiilonb6zé (N, ¢’) paraméterti
kvantilokkal elérheté minimdlis atlagos négyzetes
eltérést (eyy) az adott berendezéssel elérhetd atlagos
négyzetes eltéréssel (eypm).

Legyen feltételiink a kvantalé paramétereinek
kivalasztisanal, hogy

(37

azaz a kvantalé ne korlatozza szamottevien az el-
érhetd jel/zaj viszony javulis nagysagat. Az epy=
= eoym Sikbol az ey (N, ¢) felillettel kimetszett
A tartomany foglalja magiban azokat az (N, ¢')
paramétereket, amik mellett a (37) feltétel teljesiil.
(A valaszthaté (N, ¢) paramétereknek az A tarto-
mény széleitél vald tavolsaga az ey, — egy Kiilonb-
ségtdl fiigg.)

Az 4bra alapjan tehat a kovetkezd kérdésekre

kapunk vélaszt:

— Mekkora a fninimélis kvantumszam, ami mel-
lett a (37) feltétel teljesiilhet?

— Egy adott kvantumszidm mellett milyen hata-
rok kozott valtoztathatjuk a kvantumnagy-
sdgot, azaz milyen érzékeny az atlagos négy-
zetes eltérés a méréshatar beallitdsdra!l

’
oK & Hm

A vizsgalat kiilonbo6z6é jel/zaj viszonyok és kiilon-
boz8 py(s) stirtiségfiiggvények melletti elvégzésével
atfogd képet nyerhetiink az additiv zajszfirkben
alkalmazott kvantalék tulajdonsigairél.
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