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Irracionalis tavvezeték-halozatok
1. rész: Analizis

Halozaton altaldban n-kapu dramkort értiink. Irra-
cionalisnak azokat a halézatokat nevezziik, melyek
halézatmatrixdban irraciondlis elemek is el6fordul-
nak [1]. Ezen dolgozat keretein beliil az irracionalis
halézatok kozill az Osszemérheté hosszisagu tav-
vezeték-halozatokndl felléps irraciondlis halézatok-
kal fogunk foglalkozni.

Ismeretes, hogy a koncentralt paraméterii, lines-
ris, passziv és reciprok halozatok esetén a haldzat-
matrix minden esetben racionalis. Az immittancia-
(impedancia- vagy admittancia-) matrix ezenkiviil
még pozitiv, redlis is. Az ilyen halézatot a kés6bbiek-
ben racionalis halézatnak fogjuk nevezni.

A kovetkezékben a tavvezeték-halézatoknal fel-
lép6 irracionalis halézatok analizisével fogunk fog-
lalkozni. Ennek keretein beliil el6szor a tavvezeték-
halbzatok alapvets fogalmait ismertetjiik. Ezt koveti
az irraciondlis halézatelemek ismertetése. Végiil
megadjuk azon topologiai szabdlyokat, melyek
segitségével megallapithatjuk, hogy az irraciondlis
elemet tartalmazo halézat racionalis lesz-e vagy
pedig irracionalis.

1. Tavvezeték-halozatok

Richards [2] volt az, aki megadta a
A=th yl €))

frekvenciatranszformaciot, melynek segitségével az
ellenallasbol és az 6sszemérhetd hossziusagn tapvona-
lakbdél all6 halozat racionalissa transzformalhatd, ha
a halézat a folyamatosan veszteségmentes Ossze-
kapcsold halézaton kiviil csak az 1. dbran feltiintetett
hirom alapveté halézatelemet tartalmazza. Ezen
racionalis halézatmatrixnak megfelel egy ekvivalens
koncentralt paraméterii halézat. Az (1) transzfor-
maci6 elénye, hogy a tavvezeték-halozat keskeny
frekvenciasavban, ahol a haldzatfiiggvény transz-
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cendens jellege még nem domindl, ugy viselkedik,
mint az ekvivalens koncentralt paraméterii halozat.
Innen kévetkezik, hogy a koncentralt paramétert,
linedris, passziv halozatok szintézismoddszereit bizo-
nyos korldtozasok mellett a tavvezeték-halozatokra
alkalmazhatjuk.

Vizsgaljuk most a megengedhet6 halézatelemeket.
Tekintsiink egy [ hossziisdgi tdpvonalszakaszt,
melynek egyik vége rovidre van zarva vagy szaka-
dassal van lezdrva. A masik kapundl benézve, a
bemeneti impedancia lesz:

Zo

Zirgo =2 th pl Tyl s 2)

L=

ahol Z, veszteségmentes tipvonal esetén valés al-
landé, a tapvonal hulldmellendllisa, y pedig a

Zo, I L=Z,
|
Zy X %C%,,

L oMW
R R

1. dbra. a) Harom alapvetd halézatelem; b) a A= th pl transz-
formaei6é Utan az ekvivalens konecentralt paramétert halézat
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tdpvonal terjedési 4llanddja. Behelyettesitve az
(1) transzformaciot, lesz

Zrso="2Zoh Zyge=Zy/ ). 3)
Ez azt mutatja, hogy ha A-t fiiggetlen frekvencia-
valtozonak tekintjik, akkor Z,;, egy L=Z, indukti-
vitas, Z;, pedig egy C=1/Z, kapacitas impedanciaja.
Az ellendllas frekvencia fliggetlen és ezért invarians
az (1) transzformacioval szemben. Ezen harom alap-
vetd halozatelemen kivill megengedhetiink még
idedlis transzformatort, mely szintén invaridans az
(1) transzformaciéval szemben. Tovabbd megenged-
het6 még két irracionalis halézatelem, melyet kés6bb
részletesen fogunk vizsgalni.

2. A A=th ! transzformacio

Az el6zékben emlitettiik az (1) transzformacio kes-
kenysava tulajdonsagat, most teljes frekvenciasav-
ban vizsgdljuk a viselkedését. Mindenekel6tt meg-
emlitjiikk, hogy az (1) transzformaciét igy is fel-
frhatjuk:

i=th yl:tth—l —th pT )
ahol v a TEM- hullam fazissebessége a vonalon, T
a tapvonalszakasz késleltetési ideje, p pedig a szo-
kasos komplex frekvenciavaltoz6. Mind a T, mind
a v valés, pozitiv dllandé.

Konny( belatni, hogy az (1) transzformacio azzal
a tulajdonsiggal rendelkezik, hogy a p valds tenge-
lyét a A valos tengelyére, a p képzetes tengelyét
pedig a A képzetes tengelyére és a p jobb oldali fél-
sikjat a A jobb oldali félsikjaba képezi le. Ha be-
vezetjiik a

p=0 +jw
A=Z i } ®)

jeloléseket, akkor a fent emlitett transzformacios
tulajdonsag igy irhaté fel:

1. ha p=jw, akkor l:jQ:jtg-C%l

akkor A=2 ©)

akkor X=0

2. ha p:a,
3. ha é=0,

Az (1) A—p leképzés néhany jellegzetes vonasat
a 2. abra tinteti fel. A 2 a p jo/T periédust perio-
dikus fiiggvénye, mivel

th (pT+jr)=th pT )
tehat a két p=o2jn/2T egyenes vonal kozott fekvé
bevonalkazott teriilet megadja a leképzésre vonat-
kozo6 Osszes informaciot. A valos és képzetes tengely
altal képzett és romai szamokkal ellatott négy
tartomany leképzédik a A sik négy negyedére. A o
val6és tengely leképzédik a A wvalds tengelyének
|A]<1 szegmensére és a két hataregyenes leképz6dik
a A val6s tengelyének |[A]=>1 szegmensére.

Jelolje w, azon frekvenciat, melyen a tavvezeték-
szakasz hossza a hulldmhossz negyedrészével
egyenlé. Ha « befutja a (—w, w,) intervallumot,

2

JA)
3T Ja

LTt " 14

a) ) S
[F327-8k2)

2. Gbra. A A =th pT leképzés. a) p-sik, b) A-sik

akkor Q befutja a (—oo, +o0) intervallumot, vagyis
Q teljes értékkészletét. Mivel a leképzés a (7) alapjan
periodikus fiiggvény az argumentum képzetes részére
vonatkozodlag, ezért a tavvezeték-halozat a (—cw,, )
intervallumban mutatott tulajdonsagat periodikusan
ismétli minden 2w, intervallumban.

3. Irracionalis halézatelemek
A tavvezeték-halozatok jellegzetessége, hogy az

1. abran feltiintetett hal6zatelemeken kiviil tartal-
mazhat még A-ban irracionalis hal6zatelemeket is.

4= 7 1o— UE |—=2
2 f 7o Zo F—2"
1'a= 22’
7 —
, UM
2 2 o— 2’
ne ” n . [] e
[7]
7 4 A 7
a) b)
(H327-BK3)

3. abra. a) Irracionalis hal6zatelemek és b) az ekvivalens
halézatbeli jeldléseik

Ezeket tiinteti fel a 3. abra. Lathato, hogy két
irracionalis halozatelem létezik:

1. UE egységelem,
2. UM n-vezetékes tapvonalszakasz.

Az irracionalis halézatelemeknek a tébbi alapvet6
halozatelemmel valo megengedheté Gsszekapcsoldsa
vagy racionalis, vagy irraciondlis halézatra vezet.
Ezzel a kérdéssel a kovetkez6 pontban fogunk fog-
lalkozni. Most az irracionalis halézatelemeket fog-
juk részletesen vizsgalni.

3.1. UE egységelem

Vizsgaljunk egy [ hossztisagu veszteségmentes tap-
vonalszakaszt, melyet kétkapu-dramkoérnek tekint-
hetiink (1d. 4. abra). Ha a vonalon az x tavolsagban
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Vi) }’f
| ' ‘
| | |
p \ 52
; |
la f i !
0 HC37-BR 4]

4. dbra. 1 hossz(sagQ veszteségmentes tavvezetékszakasz

a fesziltség V(z, f), az aram pedig I(z, t), akkor
irhaté:
oV(x, ) I ol(x, f)

ox ot
¥
_ol(x, t) avV(x, ?)
=C
ox ot

ahol L a vonal hosszegységenkénti soros induktivi-
tasa, C pedig a parhuzamos kapacitasa. Ha az dram
és fesziiltség id6fuggése harmonikus, vagyis I(x, )=
= I(x)el* és V(x, )= V(x)el*!, akkor a Laplace-transz-
formaci6 segitségével lesz

dV(x)
dx

dI(x)
—dz =pCV(@)=YV(x)

=pLI(x)=ZI(z)
(9)

Itt Z a tAvvezeték hosszegységenkénti soros impedan-
cidja, Y pedig a parhuzamos admittanciaja.
A differencidlegyenletnek az x=0 helyre vonatko-
26 megoldasa:
VO:VI ch yl+IlZ0 sh yl (10)
i

IO:K sh yI+I; ch yl
Zy

ahol Z,=YZY-i=pyLC-1 a hullamellendllas és
y:VZY:p]/LC a terjedési tényezé, V; és I, pedig

a tavvezeték végén a fesziiltség és az aram. A (10)
egyenlet alapjan a lancmatrix lesz:

A B] [chyl Z,shyl
= 1
[CDJ Lyl chpl b
Z, o L4

Az (1) transzformacié segitségével a lancmatrixot
ilyen alakban lehet felirni:

AB s 172
& pl-o-m

Lathato, hogy az UE egységelem lancmatrixanak
valamennyi eleme irracionalis.

A lancmatrix ismeretében konnyen meghataroz-
hat6 az impedancia- és az admittanciamatrix is:

Zyy 2y _Zy 1 (1—12)”2
Zio Zon] A L(A=21" 1

(12)

(13)

Yy Y| Y, i ==
[Ym Yol 2 l-(-2 i ] (14)

Lathatd, hogy a Z,, transzferimpedancia és Y,
transzferadmittancia A-ban irracionalis.

Most vizsgaljuk az egységelem viselkedését parti-
kularis frekvencidkon. A =0 esetén az UE parhuzamos
kapacitas vagy soros induktivitas lesz, amint azt az
5/a és b 4bra mutatja. A A=c-nél az UE lanc-
matrixanak elemei ezek lesznek:

A=D=0, B=+jz,

C=+j/Z,

Az ilyen lAncmatrixszal rendelkezé kétkaput Kawa-
kami nyoman imaginarius gyratornak lehet nevez-
ni. Ez lathaté az 5/c Abran. Végiil A=1 esetén a
Z matrix két csatolatlan egykaput szolgaltat, melyet
az 5/d 4abra mutat.

L, T
C=Y, S<o
O T 00 O 0

(15)

a) b)
o—A0  ZjZpl——o
- Z Z
o . Wi
c) d)

]H327_-BK5[

5. dbra. Az egységelem partikularis frekvenciakra vonatkozo

néhany ckvivalense. a) Z-matrix A=0 cietén; b) Y-matrix

A =0 esetén ¢) imaginarius gyrator (1=0), d) két csatolatlan
egykapu A=1 esetén

Az eddig targyaltakbol megéllapithat6, hogy nem
mindegyik UE-t tartalmazo halézat lesz a A racio-
nalis fiiggvénye.

3.2. UM tobbvezetékes tdvvezeték szakaszmédus ana-

lizise

A tébb vezetékes tavvezetékszakasz analizise
egyszeriibb, ha feltételezziik, hogy

(i) csak TEM moédus terjed a tébb vezetékes

tavvezetékszakaszon;

(i) az energiadisszipaci6 a vonal mentén elha-

nyagolhato;

(iii) az Osszes tavvezeték elektromos hossza azonos.
Ezen feltételezések mellett vizsgaljunk egy n+1
konduktort tartalmazoé [ hosszisaga n vezetékes
tapvonalszakaszt, melynél az n vezetéken kivil a
kozos fold az n+ l-edik konduktor (Id. 6. abra).
Az UE egységelemhez hasonléoan a fesziiltségek és
daramok harmonikus idéfiiggése esetén irhato:

av
—— T [Z] I

fl”; (16)
-~y
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e b
& — 7’
2 a 12"
[ ]
L J
n a= b N’
[7]

6. abra. n vezetékes tavvezetékszakasz

ahol V és I egy-egy oszlopvektor, melynek komponen-
sei Vi, Vg, oo, Vipés Iy, L, ..., In; [2] és [y] az n vezeté-
kes tavvezeték hosszegységre vonatkozo n X n méreti
impedancia- és admittanciamatrixa, melyre irhato:

[zZ]=p[L] ¢s [y]=pIC] (17)
ahol
) Ly Lyy. .. Lys CyCs...Cn
[L]= Loy Loy - - - Loy [C]= C.21 Cop. . . Con
Loy Lpy . . . L CyCrg- - -Cun
(18)

Az [L] 6sszes elemének pozitivnak kell lennie és a
[C]-nek hiperdominansnak kell lennie. TEM hulldm
esetén irhato

[zlly]= [yllz]=»?i.]
[LI[C]=[C][L]= ep[14]/v? (20)

ahol v a terjedési sebesség, y=]B a terjedési allando
és [1,] az nXn idemmatrix. A fent felsorolt mennyi-
ségek igy fiiggnek Ossze egymassal:

(19)

és

]a)w 1

= =g Py e @D

Az n-vezetékes tavvezeték-halozat (n, n) kapunak
tekinthet6. A (16) egyenlet megoldésa igy irhato fel:

V=Vte It Ve (22)
I=[n)(V+e i V—eii) 23)
[]=[C]/(ep) 29

ahol V+ és V— a bees§ és visszavert fesziiltségvektor,
[n] pedig a rendszer hullimadmittancia-matrixa,
mely egy allandé matrix. A [C] a hosszegységre es6
konduktorok kozotti elektrosztatikus kapacitasmat-
rix.

Ha az n-vezetékes tavvezeték végtelen hossza vagy
az [n] hullimadmittancia-métrixszal van lezirva,
akkor V—=0 és a (22) és (23) egyenlet I=[%]V
alakra egyszerlisodik. Az [%] matrix 5; € —1;
eiemei kielégitik a kovetkezé feltételeket:

Nij= Nji nijzo
et [l =0 25)
ni0=277ii“‘j§nij20 (i=1, 2,...,n)

Az ezen feltételeknek eleget tevé matrixot ,,nem
szingularis hiperdomindnsnak™ nevezik. Egyben a
(25) feltétel a to6bb vezetékes tdvvezeiékszakasz
fizikai realizdlhatésaganak feltétele is.

Hogy a tobb vezetékes tavvezetékszakaszon levd
médusokat szeparaljuk, egy -ortogonalis [T] mat-
rixszal és.annak [T] transzponiltjaval valoé transz-
formaciohoz folyamodunk:

Tv="v1
(T1=1 |

A [T] ortogondlis matrixot oly médon vélasztjuk
meg, hogy a

(26)

[E]=[TIT"] } @)

[YI=[TIylT’]

matrixok diagondlisak legyenek, akkor a vV, D
egy fizikai terjedési médus, melyre irhato:

av

T dr

I -~
vl MY

A (28) differencidlegyenlet megolddsa:

Vo— V, ch yl-{-'y‘l[t]l sh yl
I,=1I, ch yI+y~y]Vish y

ami fizikailag n szamG csatolatlan tavvezeték-
szakasszal reprezentdlhato.

=[1)1
(28)

(29)

Tehat végeredményiink a kovetkez6: az n vezeté-
kes tavvezetékszakasz fizikailag reprezentalhatd
egy n csatolatlan tdvvezetéket tartalmazé halozat-
tal, mivel az ortogonlis [T] és [T’] matrixok fizikai-
lag mindig reprezentalhaték egy uan. bikonjugalt
konnektorral (7. abra).

7. dbra. Az n vezetékes tavvezetékszakasz fizikai reprezen-
taciéja n csatolatlan tAvvezetéket tartalmazdé halozattal

A (29) megoldas az n bemeneti kapu fesziiltségét és
4ramat fejezi ki az n szama kimeneti kapu fesziilt-
ségével és 4dramdval. Ilyen szempontbdl ez egy
2nx2n méretli lancmatrix. Az (1) transzformdcié
bevezetésével kionnyen belathaté, hogy ezen matrix
zérustol kiilonb6z6 valamennyi eleme irraciondlis.

4. Az irracionalis halézatokra vonatkozo
topologiai megfontoldsok

Az el6z6 pontban lattuk, hogy az irracionalis
halézatelem kétkapu vagy (n, n)-kapu és nem létezik
elemi irraciondlis egykapu. Eldszor is az irraciondlis
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egykapuk eldallitisaval foglalkozunk. Azutan is-
mertetjiik azon topoldgiai szabalyokat, mellyel meg-
allapithaté, hogy az irracionalis elemet tartalmazo
halézat raciondlis lesz-e, vagy pedig irracionalis.

4.1. Irraciondlis eqykapuk

Vizsgaljuk az egységelem (14) admittanciamatrixa-
bol képzett kvadratikus alakot:

Oz, ) =2A"1Y[x*—2xy(i — ) 4-y%]  (30)

A Q(x, y) nem mas, mint az 1:x és 1:y attételi
idedlis transzformatorbél és az egységelembdl kép-
zett egykapu (Id. 8. abra) bemeneti admittanciaja.
A (30) egyenletbdl lathatd, hogy ez egy irraciondlis
fiiggvény, ha sem =z, sem pedig y nem egyenld
zérussal. Tehat ilyen médon irraciondlis egykapu-
hoz jutunk.

. x:1 1y
i,
o

8. dbra. Egységelembdl és két idedlis transzformdatorbdl kép-
zett egykapu

9. dbra. Egységelemhurok

A legegyszertibb az x=y=1 specidlis eset, amikor
is az egységelemhurkot kapjuk, mely a 9. abran van
feltiintetve. Az egységelemhurok bemeneti admit-
tanciaja a (30) egyenletbdl konnyen meghatarozhato:

Y=2Y,(1-V1-22)/4 (31)

Az egységelemhurkot a legegyszer(ibb irracionalis
egykapunak tekinthetjiik.

4.2. A hurokra és a ldncra vonatkozo elemi
megfontoldsok

Elgszor is vizsgaljuk az egységelembdl képzett
hurkokat. Ikeno [3], valamint Welsh és Kuh [4]
kimutattdk, hogy mindazon hurok, mely pératlan
szdmil egységelemet tartalmaz, irraciondlis halozat
lesz (10. 4bra), mig a paros egységelemet tartalmazo
hurok a raciondlis halézatokhoz tartozik. A raciona-
lis halézat természetesen pozitiv redlis immittancia-
matrixszal rendelkezik.

Vizsgaljuk azon kétkaput, mely lancba kapcsolt
egységelemet ¢és raciondlis kétkapukat tartalmaz,

e TF

2oy Zos * Zos

-

R

[H327-BK 70

10. dbra. Harom egységelembdl képzett hurok, mely irracio-
nalis halézatot eredményez

T UE Raciopdlis ue * Racionalis I
el Zos halozat Zor lvess| ulozat
11. dbra. Léncba Kkapesolt elemeket tartalmazé kétkapu

amint azt a 11. dbra mutatja. Az ilyen halézat lanc-
matrixa a kovetkez8 alaku lesz:

[A B]__ 1 [a(l) b(l)]
C D] (1-2"2(2) Le(d) d(2)
Itt » a lancba kapcsolt egységelemek szama. Az
fN), a(d), b(A), c¢(A) és d(A) a A valbés polinomja.
AB
¢D

a(A)d(2) —b(Rye(R)=(1—221*(2)
Az immittanciamatrix elemei a kévetkezdk:

Zy=a()/e(R); Znp=dN)/c(R); Zyy=(—1)"{(2)/c(2)
(34)

Yy =d(R)/b(); Ym=a()/b(R); Yip=(1—AY5f(3)/b(3)
(35)

Innen kovetkezik, hogy az a(d), b(A), c(1) és d(4)
a M-nak nemcsak valés, hanem stabilis polinomja is.

A (32) egyenletbdl konnyen kiolvashatjuk a ko-
vetkez6 szabalyt: paratlan szami egységelemet tar-
talmazo lanchalézat irraciondlis halézat lesz, a
paros szimi egységelemet tartalmazé halézat pe-
dig racionalis halozat.

(32)

A det[ }:1 lanckotésbsl kovetkezik :

(33)

4.3. A tobb vezetékes tdvvezetékszakaszra vonatkozo
megfontolds

Mint korabban emlitettiik az n vezetékes tavveze-
tékszakasz egy (n, n) kapu hdlézatot eredményez.
Ha ezen halézatnal az n szamt kimeneti kaput egy
folyamatosan veszteségmentes halézattal lezarjuk és
az n szamu bemeneti kapun benéziink, akkor egy
n kapuhdlézatot nyeriink. Az ily moédon nyert n
kapu [Z]- és [Y]-matrixa a kovetkezd alaku:

[Z]=A-"[a]+A[b] }
[Y]=A-1C]+A[d]

A (36) egyenletbdl ldthato, hogy az ily modon nyert
halbézat raciondlis. Altaldnos topologiai szabalyként
a kovetkez6t rogzithetjiik le. Ha az n vezetékes
tipvonalszakaszt tartalmazé halézat m=n kapuja
a tavvezetékszakasz ugyanazon oldalan van, akkor
az ily moédon nyert m kapu raciondlis lesz. Ellenben,
ha az m=2n kapu nem lesz a tavvezetékszakasz
ugyanazon oldalan, akkor a hdlézat irracionalis.

(36)

5
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12. dbra. XKétkapuji épitSelemeket tartalmazé haldzat.
a) halézati elrendezés és b) ekvivalens el6allitas

4.4, Kétkapuju épitdelemet tartalmazé hdlézatokra
vonatkozo topolégiai szabdly

Vizsgaljuk azon halézatosztalyt, mely kétkapuk
parhuzamos és ldnckapcsolasaval allithato els. Egy
ilyen halézat van feltiintetve a 12a 4bran. A két-
kapu komponenseket egykapukkal helyettesitve a
b 4bran feltiintetett ekvivalens el8allitasra jutunk.
Ez az ekvivalens el64llitas a koncentralt paraméteri
hilézatokra hasonlit és ezért ilyen esetben definial-
hatunk linearis grafot, csomoépontot, hurkot, utat
stb. ..

Az egyes hurkokban, illetfleg utakon talalhaté
egységelemek szdma nem mds, mint a hurokban,
illetéleg utakon lev6 kétkapukban talalhatd egy-
ségelemek osszege.

Ilyen halézat esetén a topologiai szabaly a kovet-
kez6: ha a hdlézat valamennyi hurkdban az egység-
elemek szdma paros, akkor maga a hal6zat racio-
nalis.

Tételezziik fel, hogy ha a két csomopontot dssze-
kioté egyik ut paros vagy péaratlan szamu egység-
elemet tartalmaz, akkor barmelyik mésik ezen két
csomoépontot OsszekOt6 Gt is paros vagy paratlan

elemet tartalmaz. Ekkor valasztva egy tetszéleges
referenciacsomoépontot, bdrmely csomopontot osz-
talyozhatunk, mint paros vagy pératlan tipusit.
A referenciacsomopontot pérosnak vessziikk. Ekkor
barmely t, mely két paros vagy két paratlan esomo-
pontot kot Ossze, paros szdmu egységelemet tartal-
maz, ellenben azon utak, melyek egy paros és egy
paratlan csomopontot kétnek ossze, paratlan szamu
UE-t tartalmaznak. Atszdmozva a csomopOntokat
ugy, hogy az els6 m szdmozasi csomépont péaros
legyen és a maradék n—m szdmozast pedig parat-
lan, egy olyan n kapuaramkorre jutunk, melynek
admittanciamatrixa ilyen alaka:
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ahol valamennyi [y;;] raciondlis mitrix és g¢=
(1—22)2, Tehat ily médon éltaldban irraciondlis
halézathoz jutunk.

Ellenben, ha valamennyi csomépont péros tipusu,
akkor innen azonnal kovetkezik, hogy az 0sszes
hurokban lev6 egységelemek szdma péaros és az
admittanciamatrix raciondlis lesz. Tehat ebben az
esetben racionalis halézatra jutunk.
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