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Szinte á t t ek in the te t l en azoknak a cikkeknek, szak
könyveknek a sokasága, melyek témája nemlineáris 
rendszerek analízise. Ezzel szemben csak az utóbbi 
években jelent meg néhány olyan publikáció, mely 
nemlineáris rendszerek szintézisének problémájával 
foglalkozott [7, 9, 2, 3, 1]. Ebben a dolgozatban azt 
szeretnénk megmutatni, hogy nemlineáris rendszerek 
egy osztályának — a nemlineáris periodikus rezgések 
előállí tásának — szintézisfeladatá a lineáris rendsze
rek szintézisénél szokásos a lapvető gondolatmenethez 
illeszkedően megoldható. Célkitűzésünk t ehá t , hogy 
nemlineáris oszcillátorokra egy általános szintézis
el járást adjunk meg: az egzakt, direkt szintézis mód
szereivel tervezendő egy elektromos oszcillátor, mely 
előírható tranziens viselkedésű tetszőleges periodikus 
rezgések előállítására képes. 

Az eljárás ké t részből épül fel : a) matematikai 
szintézis, b) áramkörszintézis . 

Az 1. ábra blokk diagramja á t t ek in tés t k íván nyú j 
tani a szintézis főbb lépéseiről. Részletesebben a 
szintézis matematikai részével fogunk foglalkozni, 
az áramkörszintézis főbb lépéseire csak utalni fogunk. 
Az áramkörszintézist egy későbbi publikációban kí
vánjuk részletesen bemutatni. 

Beérkezett: 1974. V. 21. A B M E Villamosmérnöki Karának 
25 éves fennállása alkalmából rendezendő tudományos ülés
szakon elhangzó előadás. 
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l . Matematikai szintézis 

1.1. Alapok 

Tételezzük fel, hogy rezgőképes elektromos rend
szereink a függő változóktól függő együt tha tó jú kö
zönséges differenciálegyenlettel elegendő pontosság
gal leírhatók. Ebben az értelemben a periodikus rez
géseket leíró matematikai rendszernek legalább má
sodrendűnek kell lenni. Kézenfekvő okokból kifolyó
lag viszont a realizálandó kapcsolásnak minél egy
szerűbbnek kellene lenni úgy, hogy ebből a szem
pontból pedig legfeljebb egy másodrendű matemati
kai rendszer jönne szóba. 

Ez megfelel k é t elsőrendű differenciálegyenlet 
rendszerének (állapotegyenletek) 

dô  

dr 

a) 

ahol X p x 2 dimenziómentes (normált) ál lapotválto
zók, x a normál t idő. A továbbiakban másodrendű, 
egy szabadságfokú dinamikus rendszerekkel foglal
kozunk. Feltételezzük, hogy a rendszer állapotai köl
csönösen és egyértelműen hozzá vannak rendelve az 

állapotsík pontjaihoz, valamint feltesszük, hogy 
a G(xv x2) és H(xv a^) függvények az állapotsíkon 
analitikusak. (Abban a speciális esetben, ha • C j — Í3C é s 

dx 

1. ábra 

x2~y=—, az állapotsík a fázissíkba megy át . ) 

Ha 

és (2) 

X2t(r, x \ 0 i , x 20i) ahol í = l , 2 , . . . n 

az (l)-es differenciálegyenlet-rendszer xWi, £20* kez
deti feltételektől függő periodikus megoldásai, akkor 
ezen megoldásoknak az állapotsíkon n számú zár t 
görbe n határciklus felel meg. Könnyen belátható, 
hogy másodrendű dinamikus rendszerrel elvileg 2n 
számú egymástól különböző, az n kezdeti feltételtől 
függő periodikus rezgés valósí tható meg. Ha csak 
egyetlen periodikus rezgés előállítása a feladatunk, 
mint ebben a dolgozatban, úgy a másik megoldást 
elvileg tetszőlegesen megválaszthat juk, csak a későb
biekben ismerte tendő szintézis szükséges feltételeit 
kell kielégítenünk. 

1.2. Határciklusok szintézise 

A matematikai szintézis első lépéseként az általá
nosság kedvéér t a következő feladat megoldását 
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tűzzük k i célul: keressük meg azt a differenciálegyen
letrendszert, melynek a periodikus rezgéseknek meg
felelő zár t görbék és csakis azok határciklusai , ezen
kívül megoldásként egyetlen olyan szinguláris ponttal 
sem rendelkezik, mely az n zár t görbe valamelyikén 
helyezkedik el. 

Az n számú zár t görbére vonatkozóan a következő 
feltételeket tesszük: 

a) a zár t görbék nem érintik és nem metszik egy
mást , 

b) feltételezzük, hogy a zár t görbék egyenletei az 
állapotsíkon 

C / f o , x2) = qL; i = l , 2, . . . n (3) 

formában ismertek. 
c) Aci(x1, x2) függvények (mint kétvál tozós függ

vények, az egész állapotsíkra nézve) a következő 
tulajdonságokkal rendelkeznek: 

1. c , ^ , x 2 ) folytonos és egyértékű, 
2. c, (x 1 5 x 2 ) > 0 egyetlen Pj(x1Si, x 2 S i ) 

pont kivételével, ahol 

c,(xis, , x 3 S , ) = 0. 

Definiáljuk a következő segédfüggvényt: 
n 

C(x1} x2) = U [ C í f o , x 2 ) - 9 , ] . (4) 

Könnyen belá tható , hogy C(x1, x 2 ) c,(x x, x2)-re 
te t t feltételeink miat t a következő tulajdonságokkal 
rendelkezik: 

a) C(x x , x 2 ) folytonos és egyértékű, 
b) C(x1, x 2 ) = 0 az n zá r t görbén, 
c) C(x x , x 2 ) > 0 azokban a pontokban, melyek az 

n görbén kívül, illetve páros számú görbe belsejében 
helyezkednek el. 

d) C(x 1 5 x 2 ) < 0 pára t lan számú görbék belsejében. 
Ezek felhasználásával, a nemlineáris differenciál

egyenletek kval i ta t ív elméletének segítségével bebi
zonyí tható [1], hogy az alábbi 

"dx^ 
dr 
dx2 

L d r J 

tPllfal* XÚ (Pl2ÍXl' Xi) 

9}2l(Xl' X2) fvéPi* Xí) 

8C1 
dx1 

dC 
[_9x 2J 

(5) 

nemlineáris differenciálegyenlet-rendszer a szintézis-
feladatot kielégíti, ha a rendszer ^(x^ x2), ^(x^ x2), 
^ ( x ^ ) és q>22(x1, x2) paramétegfüggvényeire a kö
vetkező megkötéseket tesszük: 

<PlÁXl' X2) ~ ~ (P2l(Xl> X2)' 

99 n(x 1 5 x2) = 9)f 1(x 1, x^-C(xlt x2), 
(Pia(xi> x^ — yw;{xi> x2)'C(x1} x2), 

(6) 

ahol ?Ju(x1, x2) i l l . <ptÁxi> xz) függvényeknek egyidejű
leg vagy pozitív definit-nek vagy negat ív definitnek 
kel l lenniük, a szóban forgó határc iklus s tabi l i tás
t ípusától függően. Ha 9^ és <p\\ pozitív definit és a 
határciklus a többin kívül, i l l . páros számú ha tá r 
ciklusok belsejében helyezkedik el instabil ha tárgör
béről van szó, míg qfa és <p%2 negat ív definit volta a 
határciklust stabillá teszi. Ha a kérdéses határciklus 

pá ra t l an számú ha tá rgörbe belsejében helyezkedik el 
az előző ál lapot ellenkezőjét kapjuk. Ha egy ha tá r 
ciklus s tabi l i tás t ípusa az előírt s tabil i tási feltétellel 
nem egyezik meg, egy választógörbe felvételével az 
eredeti s tabi l i tás t ípus megvá l toz ta tha tó . 

1.3. Periodikus rezgések szintézise 

1.3.1. Szintézis, a berezgési folyamat figyelembe vé te 
le nélkül 

Ebben az esetben az 1,2. fejezet határciklus-szin
tézis eredményei közvet lenül felhasználhatók. 

A grafikusan vagy analitikusan adott 

X 1 ( T ) = X 1 ( T + T ) , (7) 

X

2(r)=x2(r+T) 

periodikus rezgésekhez az idő eliminálása u t án az 
állapotsíkon a 

c(x1, x2) = q ( 8 ) 

határc ik lus , i l l . a 

C(x 1 5 x 2 ) = c ( x 1 x 2 ) - g (9) 

segédfüggvény tartozik. A határciklus akkor lesz 
stabil, ha (5)-ben (pfx és q>J2 egyébként tetszőlegesen 
megválasz tható paraméterfüggvények negat ív defi-
nitek. Most még (pyi alkalmas meghatározásával azt 
kell biztosí tanunk, hogy az előírt periodikus rezgések 
(5)-nek stacionárius megoldásai legyenek. X x (T ) és 
X 2 (T ) differenciálhányadosaiból x eliminálása u tán az 

síkon a következő egyenletet nyer jük: 

F(xls x2) = 0 (10) 

(5)-t (10)-be helyet tes í tve és kihasználva, hogy sta
cionárius esetben C(xv x2) = 0, az ismeretlen f12 meg
ha tá rozha tó . 

Különleges figyelmet érdemel az az eset, ha csak 
egyetlen periodikus rezgést írunk elő, p l . x^ryt. 
Ekkor célszerűen 

áx1 
X 2 ( T ) : (11) 

választva és ennek megfelelően fázisváltozókra á t t é r 
ve (5)-ös, a szintézisfeladatot kielégítő differenciál
egyenlet-rendszer az 

" dx 
dr 

. dr . 

0 ?>12 
- 9C" 

dx 

9C 

- 9 y . 

egyenlet té egyszerűsödik, ahol 

viÁx> y)=y-
dC 

Qy 

(12) 

(13) 

<p22(x, y) tetszőlegesen válasz tható , de negat ív de
f ini t . 

1.3.2. A berezgési folyamat figyelembevétele 

Ha a rendszerünk még nem érte el a stacionárius 
ál lapotot , ez az állapotsíkon oly módon is interpretá l 
ha tó , hogy mennyire té r el a (4) alatt definiált segéd-
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függvényünk a stacionárius ál lapothoz tar tozó zérus
értéktől . Ha ezt az eltérést mint h ibá t fogjuk fel és 
Q-val jelöljük, 

C ( . T , , x2)=Q, (14) 

Q időbeli megváltozása arra lesz jellemző, hogy mi
lyen gyorsan éri el rendszerünk a stacionárius álla
potot. 

Tételezzük fel, hogy Q például a köve tkező : 

dx K v 
:0 (15) 

elsőrendű differenciálegyenletnek eleget tesz, ahol tp 
egy még ismeretlen függvény, K egy állandó. (14)-es 
egyenletből következik , hogy 

dQ_ dC_ dx1 t dC dx. 
dx dxl dx + 8x 2 dx 

(16) 

(5)-ös egyenlet (16)-ba helyet tes í tve az (15)-es dif
ferenciálegyenlet felhasználásával kapjuk, hogy 

<Pn 
(dC\2 , ' QC 

dx, dx. 
QC (acy Y 

(17) 

Könnyen felismerhető, hogy a (l7)-es egyenlet k i 
elégíthető, ha az (5) differenciálegyenlet-rendszerre 
te t t feltételeink teljesülnek. Ez viszont azt jelenti, 
hogy a f p ^ X j , x 2 ) , y 2 2 (x 1 , x 2 ) paraméterfüggvények és 
y> függvény mindig megválaszthatok oly módon, hogy 
a berezgési folyamatra te t t előírásaink teljesüljenek. 
A következőkben lássunk néhány egyszerű példát a 
szintéziseljárás szemléltetésére. 

1.4. Példák a matematikai szintézisre 

1.4.1. Egzakt szinuszosan rezgő oszcillátor tervezése 

Az előírt periodikus rezgések legyenek 

a^t) = A sin co0t 

a2(t) = A sin (co0t + x), 

illetőleg normáivá 

(18) 

x , = "2 
h = A 

r=co0t 

X j ( T ) = s i n x 

x 2 ( T ) = s i n ( r + a ) , 

x e l i m i n á l á s a u t á n a s e g é d f ü g g v é n y r e a d ó d i k 

G ( X j , x2)—xl+x| — 2x±x2 cos a — s i n 2 a 

(1.5)-ben v á l a s s z u k 

. ^ = 0 

?>22 = ~ 2 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

ahol e egy tetszőleges pozitív szám. 

4 ^ = c o s x és - ^ - = cos (x + a) ismeretében (10)-re 
dx dx 

F'(±i, x2)=^+x\ — 2xíxico& a—sin2 a = 0 (28) 

adódik, melyből C ( X j , x 2 ) = 0 és (5) felhasználásával 
9?12-re kapjuk, hogy 

1 
<Pu= 2 sin a 

(24) 

Ezzel visszanormálás u tán az oszcillátort leíró dif
ferenciálegyenlet-rendszer az alábbi alakot ölti: 

da1 _ co0 

dt sin a 

da 2 co, 
dt sin a. 

(a2 — aL cos a) 

— (a 2 cos a — ay) -

(25) 

ECO. 
-p- (01+01—2^02 cos a — A2 sin 2 a ) ( a 2 — at cos a ) . 

1.4.2. Nemszinuszos periodikus rezgés egzakt szin
tézise 

Határozzuk meg annak az oszcillátornak differen
ciálegyenletét, mely a 2 . ' á b r á n l á tha tó periodikus 
rezgést állítja elő. (Normált állapot.) Mivel egyetlen 
periodikus megoldást í r tunk elő, célszerű azonnal az 
egyszerűbb fázissíkra á t t é rnünk . Egy approximáció 
u tán (a x t a r tományban) pl . 

mellyel 

ydx = 

ó s i n x 
(2 + cos x)2' 

3 3 + fh~ 
2 +cos x 

(26) 

(27) 

A ké t utóbbi egyenletből x eliminálása után a 
segédfüggvényre kapjuk 

+ :i(l + Y'ó)x2 + 'óy2 

Válasszuk (12)-ben 
* e 

(3-Y3 9) 
(28) 

(29) 

—- \y —-
10 

o.s — - -
A \ Qp__ 

QU 

— - -

Approximalt \ Qp__ 
QU 

\ 0,2 
8o\ 0 T 

0° 90° -0,2 270" 

M - Előirt 

-0,6 

\ÜS 

~Í0 

• 

W301-PU] 

2. ábra 
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ahol e=-0 
és határozzuk meg 

dC 
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vagyis 

dC 
= 6y 

ér tékeket . (13) alapján pedig 

1 
9?12 : 

9C 6y 6 

9y 

(31) 

Ezzel t ehá t a keresett differenciálegyenlet-rend
szert megha tá roz tuk : 

dx 
dr =y 

dy 
dx' 

-a ;3+Cl+f3 )x 2 +( l+ l /3 )x 

- e [ : r 4 + 2 (1 + V3) X 3 + 3 (1 + V 3) x 2 + 

2 3V3 9 (32) 

1.4.3. Berezgési folyamat előírása 

Határozzuk meg az egzakt szinuszosan rezgő osz

cillátor | a = ^ - r e j differenciálegyenlet-rendszerét, ha 

a (Miibára a következő (normált) időfüggést írjuk 
e lő : 

_ A p-kt 

0=, 1 + Ae-'" 

Az 1.4.l-es példából a segédfüggvény most 

C(x^, x 2 ) = x \ ~\- x 2 — 1 

(14) és (15) alapján 

(33) 

K 
1 io 
Q dtr ' 

(34) 

illetőleg (17)-ből (6) felhasználásával, feltételezve, 
hogy p l . : 

n* 9'íi=9 )*2 = 

1. 
K 

= -<p-ím 
(35) 

(36) 

Könnyen belá tható , hogy 

és így 
{dx2j 

í 

=4(1 + 0), 

40(1 + 0) á t 

(38) 

(33) segítségével 

dQ 
dr' <-*0(l + 0). 

<p* = — 
4 ' (40) 

mellyel rövid számítás u t án a keresett egyenletrénd-
(30) 

szer rendelkezésünkre á l l : 
(41) 

dXy k 2 2 

— x 2 — — [x1+x2— i)x1, 

— ^ - ( x 1 + x 2 — í)x2. 

2. Áramkörszintézis 

Az áramkörszintézis módszerét ( 1 . vál tozat) rö
viden egy példa alapján kívánjuk bemutatni [1 , 2, 
3, 4, 5, 8 j . 

2.1. Feladatkitűzés 

Hatá rozzuk meg szisztematikus úton az 1.4.2. 
Pé ldában előírt periodikus rezgést előállító nemline
áris oszcillátor egy elektromos helyettesí tő képét . 

2.2. A szintézis főbb lépései 

2.2.1. Első lépés , 

A megengedett építőelemek lerögzítése: 
— lineáris és nemlineáris ellenállások 
— lineáris kapaci tások és indukt ivi tások 
— lineáris és nemlineáris á ram- vagy feszültség

vezérelt áramforrások 

2.2.2. Második lépés 

A (32) alatti matematikai rendszer elektromos 
értelmezése: rendszerváltozók felvétele, visszanor-
málás . 

Legyen 
2jt 

t = co0t=Y t 

C 0 N = - 7 = 

(42) 

° YLC 

_ 11 

(37) 2.2.3. Harmadik lépés 

A matematikai rendszer felbontása [1], lineáris és 
nemlineáris operá toregyüt tha tók bevezetése. 

A következő 

/ ( x ) . ^ = / ( x ) . y = A 
, w dr / w J dr J/(x)dx (43) 

(39) felbontási u tas í tás alkalmazásával és a (42) alatt i 
visszanormálási előírások felhasználásával (32)-es dif-
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ferenciálegyenlet-rendszerből az alábbi operátoros 
formában felírható egyenletrendszert kapjuk: 

u = L r ] i (44) 

C ^ ] a - [ c | ] . [ B ] f + [ S ] i i - [ f l í , -

ahol 

C = -
uncon 

(45) 

í 3 2i* 

+3<>s> 

l0 ó ' l 0 

2.2.4. Negyedik lépés 

A kapcsolásszintézis a lgori tmusának alkalmazása 
[ 1 , 2, 3]. I t t k ívánjuk megjegyezni, hogy a kapcsolás
szintézis algoritmusa algol 60-as nyelven progra
mozva lett , úgyhogy az algoritmus mát r ixsémájának 
felírása u tán a további szintézislépéseket a számítógép 
Végezheti el [6]. 

Az algoritmus alkalmazása kedvéér t [jS] nemline-

áris operátoron a következő formális á ta lak í tás t vé
gezzük el : 

[/3] = M (46) 

I * - U < - í 

Ezzel (44) és (45) a lapján a s t ruk tú raegyü t tha tók 
bevezetése u tán az alábbi má t r ix sémá t kapjuk: 

u i 
1 2 

u l 
í 2 

i 3 

u4 

u5 

i 6 
u7 
u8 

i 9 

u 
3 
1 

i 
4 

u i i 
6 7 8 

1 - 1 

u 
9 

1 L 
dí 

L át 

4' 
w 

1 0 

(47) 

Az egyszerűsítő algoritmus lépések u tán (vagy a 
számítógépprogram lefutása u t án ) a következő össze
tar tozó feszültség, i l l . á ramgráfokat nyerjük (3. ábra) . 

U~Gráf I-Gnáf 

3. ábra 

<W L 

W30*-PLM 

4. ábra^-

IH304-PL51 

5. ábra 

2.2.5. Ötödik lépés 

E l v i kapcsolás felrajzolása. 
A szintézis és algoritmus utolsó lépéseként (47) és 

az összetartozó U, I gráfok segítségével a 4. ábrán 
lá tha tó helyet tesí tő képe t nyerjük. E kapcsolás a 
realizálás szempontjából az 5. ábrán l á tha tó módon 
egyszerűsíthető. 

A kapcsolás t ehá t a követelményeknek megfelelően 
lineáris indukt iv i tás t , kapac i tás t és ellenállást, nem
lineáris ellenállást, illetőleg feszültségvezérelt nem
lineáris á ramgenerá torokat tartalmaz. 

A nemlineáris elemek karakter iszt ikái t 

í 0 = 1 mA 
U0=í V 
/ 0 = 5 kHz 
e = 0, l 

L = 32 m H 
C = 3 3 nF 

(48) 

paraméterkombinációra a 6a, 66, 6c ábrán adtuk meg. 
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