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Elliptikus fiuggvények

Egyes miszaki problémakkal kapcsolatban gyakran
meriilnek fel olyan matematikai problémak, ame-
lyek megértése, ill. alkalmazasa nagy nehézségeket
okoz az 4tlagos matematikai képzettséggel rendel-
kez6k szamara. A matematikai konyvekben wvalo
utanjaras pedig rendszerint nagyobb munkéaval jar,
és ‘gyakran Gjabb és Gjabb eldismeretek megszer-
zését teszi sziikségessé.

Bar lapunknak nem célja, hogy matematikai
~ cikkeket kozoljon, mégis gy gondoljuk, hogy cél-
szerti, ha -a hiradastechnikaval foglalkozok megis-
merik az olyan alapveté periodikus fiiggvényeket,
mint az elliptikus fiiggvények, amelyeknek egy
hatdresetét képezik az ismert korfiiggvények.

A tankdnyvek rendszerint vagy a komplex fiigg-
vénytan keretében a Theta fiiggvényekbél, vagy
valamilyen integralformulabél, vagy pedig egy fi-
zikai probléma — mint példaul az ingamozgis —

JV1+x =ar sh x—ln(x+]/_ﬁ_—) f

-=ar-ch x=In Lx+]/x2

JJ’@Z

dr [=arcsinz
]/1 2| —arccosz ’

1. A periodikus fiiggvények geometriai abrazolasa

1.1 Figgvénykapcsolafok

Altaldnosan egyvaltozos fiiggvényrél beszéliink,
ha két mennyiség — példaul x és y vagy r és p sth. —
kozott valamilyen meghatarozott kapcsolat all fenn.
Ha példaul az y=x? parabolarél beszéliink, rend-
szerint mindjart a Descartes-koordindtarendszer-
ben Abrazolt paraboldra gondolunk. Nem szabad
azonban megfeledkezniink arrél, hogy az y=x*
fuggvenykapcsolat elsésorban egy tablazat, amely-
ben z és y mint egyenrangu valtozék vannak egy-
mashoz rendelve. :

x o | 1 2 3
o | 1

Pusztan felfogas kérdése, melyiket nevezziik fiig--

g6 és melyiket fiiggetlen valtozénak, vagyis melyik
figgvény az els6dleges, az y=2*> vagy az x=Vy
fiiggvény. A lényeges mindig az egymashoz rendelés.

Egy masik szempont, amire fel akarjuk hivni a
figyelmet, a fiiggvény értelmezése. Amig a fiigg-
vénykapcsolatot egy matematikai- formulaval vagy
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megoldasabol vezetik le az elliptikus fiiggvénye-
ket. ’

Ezzel szemben cikkiink célja, hogy teljesen ért-
hetéen és vildgosan, geometriai definici6 alapjan
mutassa be az elliptikus fiiggvények szarmaztatésat,
minden esetben kiilén hangsilyozva a periodikus
tulajdonsigokat és az analogiat a korfiiggvényekkel.

A rovid terjedelem ellenére teljességre toreksziink.
Csak az alapvets osszefiiggéseket targyaljuk rész- -
letesen, a tovabbi osszefiiggéseket csak végered-
ményeikben foglaljuk ossze. Ahol csak lehet, hivat-
kozunk a hozzaférheté szakirodalomban megtalal-
hato levezetésre, diagramra, tdblazatra.

Cikkiink megértéséhez - csupan a matematikai
alapfogalmak és az integralszamitas elemeinek az
ismerete- sziikséges. Azokat az integralformulakat,
amelyek cikkiinkben el6fordulnak, réviden Ossze-
foglaljuk: ’

_arctgac,
dx 1 1+x
f‘r:ﬁ—a”“—zl =z’
] z
dx 1+tg;2—
_fcoslen x’
1-ta>
1g2

tablazattal egyértelmien megadhatjuk, addig ugyan
ezt a kapcsolatot igen sokféleképpen értelmezhet
jik. Példaul az y=x? parabola lehet geometria

3 ’
definicio, az y=(%) differencidlds vagy az y=
X . : .

=2 f x dzx integralas eredménye.
0

Altalaban a fiiggvényt célszerd ugy értelmezni,
hogy szamunkra fontos tulajdonsigai a legegysze-
riibbek ¢és legkénnyebben kifejezheték legyenek.

Kiilon kiemeljilkk az integralmeghatarozas fon-
tossagat. Ha a hatéarozott integral egyik hatara
maga az egyik vdltozo, akkor (y, x) egyértelmien
megadott, egy gorbével leirhaté fiiggvénykapcsolat.
Példul a parabola fenti integrallal valé megadasa
y-t ugy értelmezi, mint az y=2x egyenes alatti
teriiletet és 0 és x értékek kozott.

A kovetkezdkben az integralas fels6 hataratés
a valtozot azonos bettivel fogjuk jelolni, hogy ne
szaporitsuk feleslegesen a jeldlések szamat.

1.2 Periodikus fliggvények

Periodikusnak neveziink egy fiiggvényt, ha
f(z4-¢)=f(z) minden z-re. Ebbdl kovetkezik, hogy
fz+nc)=f(z). Itt ¢ a periddus komplex szam,
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n pedig tetszbleges egész szam. Periodikus fiiggvé-
nyek periodikusak lehetnek a valés x tengely men-
tén, mint példdul a sinx, cos x, vagy a képzetes

tengely mentén, mint e?, shz, chz vagy pedig.

mindkét tengely mentén, mint az elliptikus fiigg-
vények. Ezért az elliptikus fiiggvényeket kétszeres
periodicitast fliggvényeknek nevezzik. Cikkiink-
ben csak a valds tengely menti periodicitdssal
foglalkozunk.

1.3 A periodikus fiiggoények szdrmaziatdsa

A valés egyvaltozds periodikus fuggvényeket
geometriailag legszemléletesebben a koérdiagram-
jukkal d4brazolhatjuk. A kovetkezékben a kor-
diagramokat az x—y sikban dabrazoljuk, és (z, y),
illetve (r, p) koordindtik egymadashoz rendelésével
definialjuk, az la 4dbrdnak megfelelden. A C; zart
gorbe minden szempontbél jellemzi egy periodikus
fuggvény egyetlen periédusat. A gorbét tobbszor
koriiljarva kapjuk az ujabb periédusokat.

A kérdés csupén az, hogy C, gorbe melyik jellem-
z6jét akarjuk vizsgdlni és minek a fiiggvényében.
Ha az x kezd6tengelyt kijeloltiik, fiiggetlen valto-
zénak 6nként kindlkozik a ¢ szog. C; gorbe barme-

lyik jellemz6jét vizsgaljuk ¢ fliggvényében, példiul

az la dbrdn a g, b, r tévolségokat, ezek egymdéshoz

gb

val6 viszonyat mint = ,— Vagy barmely fiiggvényét

mint ¢?, log rstb., eredokeppen 25 periodust kapunk.

Tovabbi - periodikus fuggvényeket szarmaztat-
hatunk a C, gorbébél, ha figyelembe vessziik, hogy
a @-t meglehetésen onkényesen . valasztottuk az
egyik valtozénak. Ugyanilyen joggal vehettiik vol-
‘na a ¢ szog helyett az

r dop korositett ivhosszat ¢ (1)

B
ffI\B = J‘ ds ivhosszat,
A
B
ABo= |
A
B

2.0ABA= | 12 dp teriiletet,
S

hogy csak néhany lehetdséget emlitsiink. Cikkiink-
ben csak az igy definiadlt valtozokat fogjuk felhasz-

ndlni és f-vel fogjuk jelolni. Az 1b Abrdnak megfele-

B
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léen a kordiagramhoz kapcsolédd Descartes-koor-
dindtarendszerben a vizszintes tengelyt f~vel jelsl-
jik, a fiiggoleges tengelyre pedig C, gorbe vizsgalt
jellemzgdjét vissziik fel. Attol fiiggben, hogy ¢ valto-
zonak mit vélasztunk, vialtozik a periodus és f(f)
gorbe alakja is. Kénnyen belathato, hogy az la dbra
szerinti C; gorbén a D kituremlés lényeges, ha a
t valtozé a keriileti ivhossz, és lényegtelen, ha
1=20A B4, mert az r altal sarolt teriiletet lényeg-
teleniil befolyésolja.

A 2. 4bran nagy fontossdga miatt felelevenitiink
egy alapvets  differencidlgeometriai - fogalmat. Az
4bra alapjén:

»

B .
AB _[ ds:_[l/ da? + dy?=
A A - _

B B :
B (Vaaartiani= {1/ o, [dr¥ .
vagy AB—JV(rdq)) +(dr) Aﬂ/r +(d(p) dip

B
ABe= [ r dp.
oA

[ViF@y de= [VI¥@y? @ (2.1)
A A
(2.2)
2.3)
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3. dbra

A (2.1) és (2.2) képletek a.gorbe ivhosszat adjak
meg, fiiggetleniil a koordinatarendszer valasztasatol.
Fizikai problémékndl sokkal fontosabb  szerepet
jatszik a (2.3) képlet szerinti un. ,korositett” iv-

hossz; amelyet a kovetkezdkben AB°-lal fogunk
jelolni, hogy megkulonboztessuk a szokdsos érte-
lemben vett ivhossztol. Ertékét az abra szerint
ugy kapjuk meg, hogy az O origébél htizott r sugdrral
kis' koriveket huzunk a gorbe mentén. Ezen kor-

ivek egyiittes hossza adja AB°-t. Ertéke figg az
origd " valasztdsatol. A 2. 4abrabél ugyancsak leol-
vashaté egy fontos egyenl6tlenség:

AB°=AB. 3)

C, gorbébdl tovabbi végtelen sok periodikus fiigg-
vényt szdrmaztathatunk, ha az la abrdnak megfele-
16en felvesziink egy masik tetszdleges C, zart gorbét,
- és.a C; gorbe valamelyik fentebb emlitett jellemz6jét
a G, gbrbe o=p(p) egyenletébdl szarmaztatott

A'B, A’B*°, 204’B'A stb. mennylsegekkel hoz-
zuk kapcsolatba

. Az eddig elmondottakat egy példaval szeretnénk
megvﬂagltanl Legyen a C, gorbe a 3a abra szerinti,
egység sugaru kor, a G, gorbe pedig a 2.q, ill. 2.k
oldalhossztisagu téglalap. Vizsgdljuk meg .a C;
gorbén a g tavolsag fiiggvénykapcsolatat az aldbbi

4 esetben. Az egyszerliség kedvéért vegyilk a h=a
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esetel. A tovabbiakban g¢g=y jelolést hasznalunk.

a) Y és ¢ kapcsolata

‘lt’_:;m 4 }y=sin t fiiggetlen Cytol. ()
b) y és C, ivhossza kozotti kapcsolat;
—} t
J=sn @ _
f=atg<p} I=yeie ©)
? .

¢) yés fg dp kozotti kapesolat:

0

y=sin g

: 1 1+y
@ 1+tg% t:.»2~a -itg
:f pdp=aln , ; )
; l—tgg y=th—

?

d) yés f 0% dp kozotti kapesolat:
V]
y=sin¢
t

? J=g=== VI
a Vd+ir \ w2

t= [ dp=atgy g
J°

A b, ¢, ésd esetek a h oldal mentén érvényesek
p=y, sz0gig, de feltételezésiink szerint ¢ = ¢, esetén
mir y= 1-gyel szdmolhatunk.

A b és d esetek 1ényegében csak a ! tengely irdnyt
nyujtasban kiillonbéznek. Ez természetes is, mert
példankban a ¢, szogig a keriilet és a p sugar altal
surolt terillet egymadssal aranyos.

A 3b abran egymas ald rajzoltuk az a eset szinusz
gorbéjét és a b, ¢, d esetnek megfelelé gorbe jellegét.
Hatdrozzuk meg az egyes esetekben egy periddus
hosszdt. Az irodalomban inkiabb a negyed periddus
hosszat szoktdk megadni, jele K.

a) esetben: K:g,}

b) esetben: K=h+taxh, ®)
l . 2h y

c) esetben: K%a+aln7&'a In P ~aln h,

2

itt ugyan‘is K= fg dp= f@ dtp—l— fg de.

@ 0 Po
A miasodik tag jo kozelitéssel a értéket ad, és

h
csak — 1gen nagy értékeinél hanyagolhato el.
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A d) esetben: K=a-h, a C, altal bezart terulet
egynegyede.

A periddusok kiilonbozGsége mlatt jobban oOssze

tudjuk a gorbéket hasonlitani; ha a f tengely mentén
K aranyban zsugoritjuk a léptéket (3¢ 4bra). Jél
lathato, hogy h névelésével a b, ¢, d esetekben K is
né és az y(f) gorbe egyre inkabb negyszog]el alaku
lesz.

Hasonlé médon egyszertien kiszAmithaté, hogy
a 3a 4dbrdban a b tavolsag — jeldljiikk x-szel — h
~ novelésére egyre jobban eltér a koszinusz gorbétol

és a 3d abra szerinti lesz. Ji— oo esetén egységnyi

magassagl, valtakozo eldjeld impulzusokat kapunk.

1.4 A szinuszaid filigquények

/ .

Ha a la 4dbraban C,, ill. C; és C, gorbe az x és y

tengelyre szimmetrikus, akkor a y-vel jelolt tavolsag

“az (1) képlettel definialt valtozok barmelyikének a

fiiggvényében a szinusz fiiggvénnyel sok -tekintet-

 ben azonos tulajdonsagu y=y(f) figgvényt fog
eredményezni, Nevezetesen:

y(?) paratlan fiiggvény, y(0)=0,
t=K negyed periédusra y(i) smmmetrlkus,
y(t+2K) = —y(0).

A 3. dbra szerinti példank kielégitette ezeket a fel-
tételeket.

A fenti tulajdonsigok alapjan elegendd y(f)-t
egy negyed peri6dusra meghataroznl, t egyéb érté-
keihez y(f) mar egyszerlien szamithato.

A kovetkezdkben az egyes fiiggvénycsaladoknal

— vagyisa C,, illetve az dsszetartozé C, és C, gorbé-
nél — a ¢ tavolsdg fiiggvényét vizsgaljuk, és beldle
szirmaztatjuk a tobbi fiiggvényt. Krthets, hogy a
g=y=f(f) kapcsolatot az illet§ gorbe szinuszénak
fogjuk nevezni, az igy nyert fiiggvényeket pedig
szinuszoid fiiggvényeknek.

Idealizalt ~fizikai folyamatok leirdsakor a leg-
gyakoribb esetekben a C, illetve C, gérbe kor, hiper-
bola- vagy ellipszis. Mivel a hiperbola (cikkiinkben
hiperboldn mindig a 90° asszimptota szogi hiperbolat
értjiik) a kor folytatdsanak tekinthetd, a kor pedig
az ellipszis egy specidlis esete, nyilvanvals, hogy az
' ellipszishez rendelt fiiggvények a legaltalanosabbak,
a kor és hiperbola fiiggvényei pedig csak.hatarese-
tet jelenthetnek.

Az érthetsség kedvéért a kovetkezékben mégis
nem az altalanos esetbdl indulunk ki, hanem kiilén-
kilén vizsgdlunk meg négy: specidlis szinusz fiigg-

vényt, és utdana mutatunk‘ ra a kozos szirmazasra.

1.5 Azy=sint, y=sht, y=sn t ésy=slt
geometriai szdrmaztatdsa ~

1.5.1 Az y=sin { fiiggvény

Ismeretes, hogy a 4a 4bra szerinti egység sugart
- korben a BD tavolsig hatdrozza meg az y==sin{
fiiggvényt. - Kevésbé - magatol értetédé  azonban,
hogy mit értiink ¢ alatt az dsszetartozo (y, t) kap-
csolatban. Eldszor.i-t onkényteleniil is a - ¢ szoggel
azonositjuk, de azonnal beldthat6, hogy egység
sugaru kor esetén

—~ ~
t=p=AB=AB°=2.0ABA ©)

y y
17
|
x W\ t
2 .
‘ t=y, [ds,‘ fkd% f/édcp
s,
__y /B' y
/’ \\ (19041
g i
! 4 \\.'
i IR
L O THAT x 3
s NP
N LXK A
) NG,
\_\

y,
{..

]

K N\ ¢
&
4-

!

K N\ f
4, abra

egyarant érvényes igy a szinusz fiiggvény kapcso-
latot teremt a BD tavolsag és a hozza tartozod @ sz0g
vagy AB koriv, vagy 2. OAB teriilet kozott. Min-

denesetre a.
t;arc siny -

inverz fuggvenyben az arc sz arra utal, hogy ere-

detileg a szinusz alatt a BD- tévolsag és az AB 1V»
kozotti kapesolatot értették.

A9 egyenloseg modot ad £ masik ertelmezesere

is. Az 224-y2=1 kor ivhossza (2.1) alapjan ugyanis:

f—fd*—ﬂ/““(d) fo—

Az anahzlsbol 1smert, hogy a fenti integral
arc sin y-t ad. Ilyen modon a (10) egyenlet felfog-
haté mint az y=sint vagy t=arc sin y fiiggvények
alapvetd, nem geometriai ‘definiciéja, mert az 1.1
pontban targyalt médon egyértelmii - kapesolatot
teremt y és { kozott. Mindenesetre meg kell jegyez-
niink, hogy a' (10) integrdl y-nak csak +1 kozotti
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tartoményaban értelmezhet('i, vagyis csak egy ne-
gyed periodust ir le. De a szinuszjelleg miatt ez
elegendé az y=sin ¢ fiilggvény teljes leirasara.
1.5.2 Az y=sh { fiilggvény

A 4b 4bra szerinti hiperbola egyenlete:
?—yt=1
—_— | 1 —

Ycos 2¢ ’

vagy: (11)

A korhoz hasonléan most is kereshetjiik az Ossze-
o ~~

fiiggést a BD tavolsag és a ¢ szog, az AD ivhossz,

2
az ADBP° korositett ivhossz és a 2.0A B teriilet kozott.
Gyakorlatban csak ez utobbi haszndlatos, amikor

B D s
A 0 ‘

mert gf: y

dy Viyy

Meg kell ]egyemunk hogy itt [Abl nem a hiper-

bola ADB ivhossza, hanem csak formailag analég
vele.

j-t y-ban és t-ben elhagyva, a { és y kozotti kap-
csolat:

(14)

y=sht.

A (14) egyenléség a hlperbohkus szinusz fiiggvény
integral-definici6janak tekinthetd.

Az y=sh{ a valés tartomanyban nem perlodlkus,
csupan a kor és hiperbola kozotti szoros rokonsag
miatt targyaltuk. itt.

1.5.3 Az ellipszis jellemz(ﬁ

Mielétt ratérnénk az elliptikus fiilggvények tar-
gyalasara, roviden oOsszefoglaljuk az ellipszis -f6bb
jellemzéit. Amig a kort és hiperbolat egyetlen adat,
a fél 4tmérd jellemzi, addig az ellipszis esetén két
adat sziikséges. Ha a linedris méretek ardanyatol
eltekintiink, kornél és hiperbolandl nincs sziikségiink

LJy /B, —
///—h\\// . ;-]‘/- de
/ : ax- - -
\ _ f\A
\\ \\(/.\,

SN

\
\ \
5. dbra '
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a / valtozé az r sugér altal surolt teriilettel aranyos.

t“JTZ d‘P J do 2o
cos 2p 2 1-Y
A T

=In (y+V1+y?) =shy
és y=sht.

(12)

Tehat a hiperbolikus szinusz a BD tavolsig és a
2-0AB teriilet kozott ad kapcsolatot. A hiperbolat
joggal tekinthetjiik az

y=Y1—-a?=jy2?—1 (13)

kor képzetés folytatasanak x=1 esetén. Az 5. 4dbra-
nak megfeleléen, a (2. 1) ivhosszformulaval formai-
lag smmolva

dy
JVi+y

egyéb adatra, a megnevezés onmaga elegendd, az
ellipszist viszont egyetlen adattal hat4rozhatjuk meg.

Altaldban a k numerikus excentricit4ssal szoktuk
az ellipszist jellemezni, vagy pedig k=sin & Ossze-
fiiggéshél az excentricitas a szogével.

A 6a abran abrazoltuk az ellipszis f6bb jellemzéit.
k=0 esetén az ellipszis korbe megy at, k=1 eseté-
ben pedig 2a hosszisagli egyenessé fajul.

Koordinatarendszerben az ellipszist olyan hely-
zetben szoktuk felvenni, hogy az ellipszissel kapcso-
latos Osszefiiggések a leheté legegyszeriibbek le-
gyenek. Ugyanezen okbdl az ellipszis normal alak-
javal szamolunk, ahol a fél nagy vagy kis atméré
hossza egységnyi. Mi a tovabbiakban a 6b, ill. 6¢c
abra szerinti ellipszissel fogunk szdmolni.

A fentiek alapjan nyilvanvald, hogyha barmilyen
ellipszissel kapcsolatos problémaval, példaul az el-
lipszissel  kapcsolatos fiiggvényekkel foglalkozunk,
akkor szitkséges egy jellemz6 érték, k vagy o meg-
adasa, hogy tudjuk, milyen alakt ellipszisrél van
sz6. Kornél és hiperbolandl ez nem volt sziikséges.
A kévetkezbkben £k, ill. « az ellipszis jellemzé para-
métere lesz.

1.5.4. Az y=sn { elliptikus szinusz

A kor- és hiperbolikus szinusz esetén csak egyetlen
C, gorbére volt szitkségiink a keresett fiiggvény-
kapcsolathoz. Tekintsitk most a 4c¢ abrat, ahol a
C, gorbe egység sugari kor, a C, gorbe pedig a 6b
dbra szerinti ellipszis. Keressiik az osszefiiggést az
[

y=g tavolsig és I= jg do kozott. Az ellipszis polar
A/

egyenletébdl azonnal kapjuk:

‘ B @ q
: ) P
= dyp = | —————=
¢ JQ ? fVl—kzsinqu
A 0

és y=sin ¢.

(15)
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Vi-k*coste
Cl=qg? ~p*% :

2 C2 a%-b*
== —az

€= sine

X2+ (1-82)yt=1
=l
V1-£Zsin%¢

=
V1-Atsint

ot
toy= 9%
9 e

6. dbra

Attérve az y, t koordinatikra, a

do 1

ti

A helyettesitéssel :
dy  y1—y2 o

y
_ dy
f= | e,
OJ VG—y)i—ey)

(16)
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(15), ill, (16) alapvets Osszefiiggést ad /, ¢ és y
kozott. Az igy definidlt fiiggvény az elliptikus vagy
Jacobi-szinusz és inverze:

t=sn"1y,

y=snl (17)

Az y=snt jel6lés helyett helyesebb az y=sn (I, k)
jelolés, mert a k mint konstans paraméter szerepel
az integralban. '

A fentieket Osszefoglalva, az elliptikus szinusz
fiiggvényt legegyszeriibben ugy jellemezhetjiik, hogy
az egységsugari korén a g szoghdz tartozo y metsze- -
tet hozzarendeljiik a k paramétert ellipszisen a
g sz0ghoz tartozoé kordsitett ivhosszhoz.

1.5.5 Az y=sl t lemniszkata szinusz

A 4d 4bra szerinti normdlt lemniszkata egyenlete:

(18)

(11)-gyel gsszehasonlitva latszik, hogy a lemnisz-
katat a hiperboldnak az egységsugari korre vett
inverzi6jabol kapjuk. Ez a szarmaztatds indokolja
a korfiiggvényekkel valo kozeli rokonsagat. Defini-
cigszertien a lemniszkdta szinusz a goérbe #-vel jelolt
ivhossza és az r sugar kozott ad kapesolatot:

 r=Ycos 2q.

. B B r
— dr
t:fds:JVr2+l'2 dp= 7]—1—771 a9
0 o 0 ’
és r=slt.

A  lemniszkita fiiggvényekkel cikkiinkben nem

foglalkozunk részletesen, csak az irodalomra uta-
lunk {10].

tg:am (41) o,
IZaN
Yodn v, B=(
ki d T
0z /7 =7
) 1 A
T =4
2 |
i 1 1 1 1
4 1 2 3 4
y=snt 8 =1 K
1 [z
I N\ £=0
9 3 2R R
\\\. 2K
N
y=cnt
4L\-\\ ‘ /.7\‘
' g \\\a k=t [ s
i 4*.\\2 73 4
p \'\,‘ s
0 J6 L1 .8 éycdnt '
06 =sn(t8) 113 7T T £=0
s ] BN S =1
Hi=Kl=ksn(th) - , ) .
O = \[1-E%sn?(1g) =dn(th) o) 1 2 35 4 75

(FZ55-27)
7. Gbra
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2. Az elliptikus fiiggvények csél:idja

A 4c¢ 4bran a korfliggvényekhez hasonléan geo-
melriai tton- definidlhatunk elliptikus fiiggvénye-
ket, vagy pedig a mar megismert y=sn {~bdl algeb-
rai tton szarmaztathatunk tjabbakat az aldbb
ismertetett modon. Elgszor a 7. abran felrajzoljuk
‘a 6b . 4bra szerinti ellipszis els6 negyedét. Mivel a
tovabbiakban az y=f(t) fiiggvények vizsgalatanal
y nem fiiggbleges, y tengely iranyu tavolsagot jelol,
a félreértések elkeriilésére a. kordiagramban &, 7
koordinatakat hasznalunk. ’

Ujbél felhivjuk a figyelmet arra a tal4n primitiv-
nek hatd tényre, hogy fiiggvénykapcesolaton tabla-
zat szerinti egymadshoz rendelést értiink. A kovet-
kezékben is 4llandéan hangsilyozni fogjuk, hogy
melyik az a két valtozd, amelyet egymashoz ren-
deliink, és amelyek az.y=f(f), illetve {=f-1(y) fiigg-
vényeket meghatarozzak. -

Tizenhdrom kiilonboz6 elliptikus fliggvényt szok-
tak definidlni. Ezekbdl az egyik, a szinusz amplitado.
nem tartozik a szoros értelemben vett elliptikus
fliiggvények kozé, Harom fiiggvény gyakrabban
szerepel, mig a fennmaradé kilenc csak ritkdbban.

2.1 Az y=am (1, k) szinusz amplitudo fiiggvény
B : :
A pszogésal= f o do kozotti kapesolatot a 7a 4b-
A :

@ ¢ d
4
l'= d = — T
f@ 7 f]/l—kzsinqu
0 0

integral fejezi ki. Az inverz fiiggvény az amplitiado
_szinusz vagy Jacobi-féle amplitudo: :

ran a

p=am ({, k). (21)

Mivel ¢ az AD korivvel azonosithato, az am (¢, k) -

fliggvény a kor AD ivhossza és az ellipszis AB°
korositett ivhossza - kozotti kapcsolatot adja meg.
A 7b 4bra mutatja a fliggvény periodikusan emel-
kedé alakjat.

20) -
<0) sn (¢, O)=sin {,

2.2 Az y:sh (1, k), y=cn (t, k) elliptikus szinusz
és koszinusz, valamint az y=dn (1, k) fiigqvény

A tovabbiakban is a f valtozot a C, ellipszisen a

@- P d
fg 7 le—kzsinz(p
0 0
osszefiiggés hatarozza meg. A 7a dbraba berajzoltuk
G, ellipszist, amelyet a C, kérnek az 5 irdnyn, ¥ 1—k?

. ardnyu zsugoritdséval nyeriink. Ezutdn definidljuk

az -abran a kovetkez tavolsagokat:
E_E :‘sinqﬁ
- 0G cosg
OF2=06*+GF*=cos?p+(1—k2) sin? p=1—k? sin2¢
a C, ellipszisen.

Az egyes fent definidlt tavolsagok és /, illetve ¢
kozotti osszefliggések alapjan:

sn (I, k) = ' (22)

cen (4, k) = =0G =cos gp=cos am (, k) (23)

dn (¢, k)= OF =YT—ksn2(t, ky=Y1-#? sin? ¢
(24)

A7/ 4bra szerint is értelmezhetjiik dn (t‘ k) — t)
(22)-bél és (23)-bol azonnal kovetkezik:

sn2 (t, k)+cn2 (¢, k)=1.

} a C; koron

DG=sin g =sin am (4, k)

(25a) '

A harom fiiggvényt a 7¢, d, e dbran abrazoltuk.
k=0 esetén, C;," C; és C, gorbe az egységsugari
korbe megy at és

en (£, 0)=cos #, dn (4, 0)=1. (25b)

k=1 esetén a C, ellipszis a &= 41-ben emell
fliggdleges egyenesbe megy at, a C; ellipszis pedig a
& tengelyen a +1 kozti egyenesbe:

cn (f, 1):dn (f, 1) :-C—L

sn (f, 1)=tht, Tl

(25c)
2.3 Tovdbbi kilenc elliptikus fiigquény

A 2.2 pont szerinti elliptikus fiiggvényekbél
ujabbakat szdrmaztathatunk. Ezeknek kisebb a
jelentdségiik, csak felsorolasukra szoritkozunk.

1 : sn (1, k) cn (1, k)
= t, k)= s
ns (& k) sn (¢, k)’ sc (b k) cn (4, k) cd (4, ) = “dn (4, k)
. 1 sn (1, ) dn (z‘ k)
. cn (t ky ~dn (z‘, k)
By=— ', s, H)=——22, de(t, k)= )
=g G =gan CEN=TER
3. Miiveletek elliptikus fiiggvényekkel 3.1 Osszegezés ‘ ‘
A kovetkezkben levezetés nélkil kozoljik az  sn ({+4p)=-0L Cnl’" 2;1 ”J;S'Zn vent-dnt - o)
elliptikus fiiggvényekkel kapesolatos fontosabb mi- X S0TL- SR
veleteket. A rovidség kedvéért nem fogjuk kiirni a / ceni-cn v—sni-dnt-snv.dnp 98
k paraméter jelét, de figyelembe kell venni, hogy n( +to)= 1_k%-sn2f-snl o o (28)
egy képleten beliil minden elliptikus fliggvény  azo- »
nos k paramétert. k=0 esetén a korfiiggvények meg-  dp (t_,_v)_dn t:dn o—k*sn t-cn f-sn p-cn v (29)

felel osszefuggeselt kapjuk.
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Ha k=0, sn({+v)=sin(t+v)=sin{f.cos v+
+sin v-cos . Ha v=K(k), vagyis egy negyed peri6- -
dus:
‘ , cnf
sn (I1+ K)= o (30)
cn(l—l—K)z-Vl-k2 d t 1)
T2
dn ({+K)= Vizk (32)

dnt
(30)-bél - és (31)-b6l leolvashatjuk azt a - fontos

tényt, hogy az sn{ és cn/ fiiggvények nem abban-

kiilonboznek, hogy a t tengely mentén egy negyed
periddussal el vannak tolva egyméashoz képest,
hanem alapvet6en mds természetiiek, amint ezt a
7c és 7d 4bra is mutatja. Az sn ({+ K)=cn ! ssze-

fiigg és esak k=0 esetben 4ll fenn, amikor K=" ¢s

2
sin (t—l-;l):cos L
3.2 Négyzetre emelés
1—cn 2t
2 f m
TR (33)
5, cn2i4+dn2f ' ' 7
e = mar (34

dn 2t 4+ k?-cn 2t +(1 k%)

3 ‘ 5 I
sni=1—(1+k? éi—l-(l +14K2 4+ kY é—'-—(l +135k2+ 135k —|-k6)ﬁ—|-

cnf=1-—

, ; . .
dn1=1—k Zt—f—|-k2(4—|-k“) %_1@(16 442+

k=0 esetén sni és cni sora megegyezik sin{ és
cos ¢ soraval.

3.6 Fi ourier-sorok‘

‘Mint minden periodikus fﬁggvénynek, az ellip-
tikus - fiijggvényeknek is képezhetjik - a Fourier-
sorat. Az alapfrekvenciat a 4K(k) periédus hataroz-
za meg.

Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

lc’:Vl —k?=cos a,

K(k’) a k’-hoz tartozé negyed periddus.

A kesobblekben latni fogjuk, hogy K(K) a képzetes

tengely menti negyed periddus, és
_ K
q:e K(k) .

A 7. Abranak megfelelGen,

K-szoros zsugoritassal:

a I tengely menti

1

nt=
z ¢F ool
Z’ 1 q2n+l SL 2

sn (Kit, k)_ at,

2 w o, o0 o B ’
ﬂ+(l+4k ) 4_.!ak (16‘-|-44k S+ I )E—Ii e

dn? £= 1+dn 2t oG9
1—dn2t
2 2 2 2
k?sn?l.cn?ldn® = 1-|—dn2l (36)
3.3 Differencidlds
(snly'=cnt.dnt
(enly=—snt.dn! 37)
(dn}y)=—k?snt-cni
3.4 Integrdlds
. :
1. dnt—kent
an l dl:z}n —_F
0
t ; -
‘ fcn 1 dt =1;arc cos dn (38)
0
!
fdn tdt=arccoscnt
. .
3.5 Hatvdnysorok
(39)
2 tG
—+
K )61 +
; x
2 . 2n41]
cn (Kt, k)= i kZ' ]+q2n!1 c0s — at, - (40)
dn (K1, )= 27 3 0s 21t
( ) el Z_' 5 7.

4. Az elsB~ és masodfaji elliptiykus integral

4.1 Az elséfaju elliptikus integrdl

Elliptikus fiiggvényeknél a ¢ valtozé a 6b, illetve

, o
7a 4bra ellipszisének a Kkeriiletén vett t:JQ doy

Py
korositett ivhossz volt. Ezt az integralt, amely mar
a (15) és (16) képletben is szerepelt, els6faju ellip-
tikus. integralnak nevezik, és I'(k, p)-vel jeldlik:

’ v ‘ dop
t(k p)=TI(k, (P)=j9 d¢.:ijnT¢:
» A 0
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Osszefiiggést ad ¢, ¢ és a kor y metszete (6b 4bra)
kozott. Flemi uton nem szamolhaté ki, értékeit
tablazatbdél vehetjiilk: [8] 62. és [11] 194. old.

S (k, @)= E (k, p) = st_fVIJr( )

Az ellipszis keriletét kifejezé E(k, ¢)-t ma%odfa]u
elliptikus integralnak nevezziik.

A fenti integralban lényeges megjegyezni, hogy az
AB ivhez tartozo 5z0g p 6s nem g.

A 6¢ 4brabol egyszertien kiolvashatéo az ossze-
fiiggés ¢ és y kozott:

‘ t
tgp— 187

Yice

Ha kozvetlenil - fiiggvényében akarnank .az
ellipszis keriiletét k]fe]e7n1, akkor a (2.2) képlethdl
kellene kiindulnunk, ¢és lényegesen bonyolultabb
formulat kapnank.

E (k,p) elemi Uton nem- integralhatd, értékeit
F (k, ¢)-hez hasonléan tablazatbdl vehetjik [8],
[11].

(43)

4.3 F (k, ¢) és E (k, ¢) grafikus dbrdzoldsa

F(k, ¢) és E (k, ) menetét a 8. dbra szemlélteti.
k=0 esetben F (0, p)=E (0, ¢), ekkor az ellipszis
korbe megy 4t és:

71 7Z

az elséfaju teljes elliptikus integré].‘

EVE., 6. SZ.

4.2 A mdsodfaji elliptikus integrdl
és az ellipszis ivhossza

Az ellipszis fvhosszara a legegyszertibb kifejezést
akkor: kapjuk, ha a 6¢ dbrdanak megfeleld normal
esetet vesszitk. A (2.1) képlet szerint és y=sin ¢

helyettesitéssel:

k2J

fvl dy = V1 k2 sin? @ dgp. (42)

P

F (0, 9)=E 0, ¢)= J frdqo:qo,
0
egyenest kapunk.
k=1 esetben F (k, p)— o>, ha ¢->90°,
E(k,¢)—~1, . hap->90°

B

Az elsG esetben ugyanis [ rdp— o a 6b abranak
A
megfelelden, a masodik esetben pedig az ellipszis a

6c 4bra szerinti, 2 hosszisagti egyenesparba megy
at, amelynél a keriilet negyed hossza éppen 1.-

3. Az elsi- ¢s masodfaju teljes elliptikus integral
¢s a negyed periodus

Az 1.4 pontban a szinuszoid fiiggvényekkel kap-
csolatban ~bevezettik K-t a negyed periodust.

A kordiagramon egy negyed periodusnak ¢=% fe-
lelt meg, a ¢ valtozoban pedig: '

Hasonléképpen a 6¢ abra szerinti ellipszis negyed keriilete:

: 3 1
. . o 12342
E(k):E(k,;—t)zde=fV1—k2 sin® ¢ d{PZf ’/ 1116;2]" dy
0 0 0

a masodfaju teljes elliptikus integral.

Lemniszkata esetén is definidlhatjuk a negyed -

periodust mint a gorbe keriiletének a negyedét:

1
S - dr

Vi—r?

K (k) ¢és E (k) ¢értékeit tablazatokbol vehetjiik
[11] 214. old. :

=1,3111. . (46)

184

S (44)
(45)
5.1 K () és E (k) kozelitd formuldi
, k2 .
Bevezetve a p=g tényezdt:
K(k):g [1+2p+9p2+50p3+306p*+ ...,
(47)
E(k):;—t [1—2p—3p2—10p*—ddp*—...].

Ha k~1, jobb kozelitést ad:
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Ky~ 45Dk + o (1

1 1 3
)~ 14— ey 2
I:(k)~1+2(f 2) k +16
4
Itt I—InP és K2=1—k2%
k2>0,95 esetén K (k) értéke igen j() kozelitéssel :
1 1
K~f=1,4+In—=~1,00+1n ——
Ox7=1a+ = It
(49)

A 3a és 60 abrat, ill. a (8) és (49) képletet Ossze-
hasonlitva konnyen belathat6, hogy a 3a édbraban
a=1-et véve, és a h magassagot, illetve a 65 dbraban
az ellipszis nagy féltengely hosszat novelve, a perio-
dikus fiiggvények, amelyeket hozzajuk rendelhetiink,
egyre jobban hasonlitani fognak egymdsra. Mind-
két eset a +1 pontban emelt fiiggbleges egyenes
esete felé kozeledik.

5.2 Példa

Szamoljuk ki y=sn ({, k) értékeit az 1. tdblazat-
ban megadott k* értékek esetén, — ha {=0,2 K (k)
A szamitds a kovetkezd lépésekben torténik:

a) Kiszamitjuk K (k) értékeit. Vagy tdblazatot
hasznadlunk, vagy a (48), ill. (49) kozelité (k).
formulat. ‘A 2. tablazatban k%?>0,95 esetén a
(49) képlettel szamoltunk;

b) minden k-hoz kiszdmitjuk £{=0,2K értékét;

¢) a 4.1 pontnak megfeleléen F (k, p) tablazatbol
kikeressitk a f-hez tartozd ¢ értéket;

d) az y=sn(, k)=sin p egyenldséghdl (22) meg-
hatarozzuk y értékét.

=arc sin y,

a

7 % {37
4 ’6
s)k '*z56(f 30)k +e
(48)
13) , 15 .
TE)A +t1o8 (f 5)k

Az egyes lépések eredményeit az 1. tdbldzatban
foglaltuk ossze. Mivel a k=0 eset az y=sin ¢ fiigg-
vénynek felel meg, a tdblazat alapjan meg tudjuk
allapitani, hogy k novelésével milyen mértékii a
szinusztol valo eltérés.

i
y |
2k ) L
Sos” | T‘W/
4 ’
s r
7 '/ﬁ N
,/ /I Ve ,.5/
S A £leg)
//////.//i 4 o
/ -~
1 /////;"// —
. e
//////i’;'/ -
7
‘4
v
1 L L1 L 1 RN S
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 ¢°
H259-CL8
8. dbra

6. Az elliptikus fiiggvények integral-szarmaztatasa

Egyszeri geometriai meggondoldasok alapjdn el-
jutottunk a (10), (14), (16) és (19) formulakkal ér-
telmezett szinusz fiijggvényekig. A lemniszkatdnal is
az r valtozot y-nal jelolve, a négy szinusz definicidja:

y=sint, t_f
V__
y=sht, t= =ar shy,
V1+y
(50)
y=snft, [= dy =snty,

dy

y
=sll, I=|——
y b
4]

=sl-1y.

A bal oldalon az y=f() alapfiiggvények dllnak,
amelyek azonban csak matematikai szimbélumok.
Viszont a {=f-1(y) inverz fiiggvények teljesen egy-
értelmli fiiggvénykapcesolatot jelentenek, ezért al-
kalmasak arra, hogy a fenti szinusz fiiggvényeket
velitk definidljuk, és az y=J({) fiilggvényt tekintsiik

Of YAy :J V=i e

szarmaztatottnak. Ez anndl is indokoltabb, mert
mind a négy fenti szinusz egységesen a

V1+my+ny*
0
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1. tablazat

k2 0 0,9 0,95 0,99 0,999 0,9999 0,99999
o® 0 71,5 77,1 84,3 88,1 89,4 89,5
——K | 1,571 2,579 2,91 3,70 . 4,85 6,00 7,15
t=0,2K 0,314 0,519 0,582 0,74 | 0,97 1,2 1,43
7° ' 18 28,4 31,5 39 48,5 56,5 63,1
:irlf("t” x) 0,309 0,475 0,522 0,629 0,749 0,834 0,891

1ntegra1bol szarmaztathato, ahol m és n konstansak.
(50) és (51) Osszevetésébdl:

m=—1, n=0 a t=arc sin y,
=11, n=0 at=arshy,

m=—(14+£k?, n=k a t=sn-ly,

m=0, n=-—1 at=si~1y

fiigggvényt hatdrozza meg. Az elliptikus fiiggvények-

kel foglalkoz6 tankényvek rendszerint az (51) in-

tegralt tekintik kiindulasnak, és beldle vezetik le a
specidlis eseteket. '

7. Az inga

7.1 Az inga mozgdsegyenlele

Az elliptikus fiiggvények alkalmazasanak klasz-
szikus és talan legszemléletésebb példaja az inga
mozgasegyenlete. Csupan a végeredményre szorit-
kozunk, levezetése a mechanika kényvekben meg-
talalhaté {13] 94. old.

A 9a abra szerinti I hosszlisagn és 0, szig vegkl
térésii 1nga mozgasat a

_Vl _dp
gJ 1—ksm? ¢
. 0 3

(2

ad a fid6 (az also holtponttol szamitva) és a kitérés
szoge, O kozott. Az (D2) egyenletben ¢ .a mozgas-

9. abra

egyenlet integralasahoz bevezetett tj véltozo, ¢ és ©
kozott az Osszefiiggés:

&)

sin S-=k-sing, 0=0=6,
(53)
éS k:sh’]—@——zg_ v

7.2 A normdlt inga

Az (52) egyenletbsl kozvetleniil kiolvashatjuk,
hogy minden 6, végkitérésii inga mozgasat azonos
egyenlet irja le, a Kkiilonbség csupan az idfskala

[ . -
V? aranyt nytjtasaban van. Ezért elegendé az

~Z—:1 normalt ingat vizsgalni (1=9,81 m a foldon).

' egyenlet hatarozza meg. Egyértelmii osszefiiggést Kapjuk:
t=1(0, k)‘:f;____g"’zxzr((p, B=F[p©), k|. - (54)
Vi—Ek2sin2 @ '
0 _ ~

(20)-és (21) alapjan az inverz kapcsolat: innen:
p=am (, k), @ =2.arcsin k sn (¢, k). (57)
¢s sin q7=siﬁ am ({, k)=sn (4, k). (55) Itt szeretnénk ramutatni arra, hogy az ingamozgés
- N latszolagos egyszertsége ellenére is igen bonyolult

(53)-ba helyettesitve:

Ez foleg akkor szembetiinG, ha 6, > . Ha peldaul
sin —@2—=k sn(t, k), (G6) 2 kitérés x vetiiletet vizsgaljuk, a 9b dbra szerinti
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O explicit alakja (57) nehezen kezelbetd, ezért
az (56) egyenletet szokds megadni mint a legegysze-
riibb, sn (¢, k)-val leirhato Osszefiiggést.

7.3 A normdlt inga ellipszise

Joggal felmeriil a kérdés, hogy ha az ingamozgdst
elliptikus fiiggvényekkel fejeztiik ki, akkor hogyan
értelmezziik a k-val jellemzett ellipszist?

Az (56) egyenletbdl indulunk ki, mivel elliptikus

fiiggvénykapcsolat csak 1 és sin% kozott van.

A 10. dbraban lerajzoltuk a 7a 4bra analégjat.
Az 1.5.4 pont alapjan nyllvanvalo, hogy a ¢ szig-

hoz az elhpsz1s Keriiletén AB° korositett ifvhossz
tartozik, ami az (56) egyenletben az alsé holtpont-

tol szamitott £ id6t jelenti. A 10. abraban a f id6hodz.

tartozd  sn (t, k) értékét az egységsugara koron
DG tavolsag, a k-sn (i, k) értéket pedig a k sugara
koron az EF tavolsag adja,

10. dbra

EF tavolsagot az egységsugari korre vetltve, a

sin —O;—zHI egyenléségbol megkap]uk a g szoget.
Végeredményben megéllapithatjuk, hogy ‘az in-
gdhoz rendelt ellipszis az a zart gorbe, amelynek a
keriilete mentén a korositett ivhossz, jelen esetben a
I idévaltozé egyenletesen ‘halad, mikézben a kor
‘keriiletén mozgé pont az ingamozgast irja le.

. ; -6
A 10. abrabol latszik, hogy ¢ novelésével = né,

. 7 2
majd 9>5
novelésére @ periodikusan valtozik +6, kozott.

esetén cst')‘kkben. Vagyis ¢ folyamatos .

7.4 Az inga lengésideje

(34)-ben p=3

negyedét:

helyettesitéssel kapjuk a lengésidé

— K(k),

e

T =4K(k)~ 2 (1 +§) . (58)

A 2. tablazatban megadjuk a normal inga negyed
B érteket is fel-
o rtéket is
tiintetjiik, ami a lengésidé névekedésének az ari-
nyat fejezi ki kis kitérésekhez képest.

periédusat néhany 6, értékre. A

7 5 Az inga kiegészitése fogaskerék-dttétellel

Az ingamozgast azért targyaltuk ilyen részletes-
séggel, hogy fizikai példat adjunk az elliptikus fiigg- .
vények alkalmazasara. Azonban, amint lattuk, az
ingamozgas jellemz6i csak kozvetve fejezheték ki
elliptikus fliggvényekkel.

Ezért egészitsiik ki az ingat a 1la abra szerinti,
l:n attételd fogaskerékparral. A miasodik fogas-

" kerékre rogzitsiink egy m hosszusaga mutatot.
Vizsgaljuk az m mutaté y tengelyre vett vetiiletét.
Mivel a fogaskerékpar a O szogelfordulast n ardny-
ban lecsokkenti, kapjuk:

(59)

—msing
y= Pt

Harom esetet vizsgalunk meg:

a) n>1, m=n.

::I@

Ekkor: y=m sin @ 6.

fgy megkaptuk a @(t) fiiggvényt, amit explicite
az (57) formulaval csak nehezen tudunk kifejezni.

/AR

0, kis értékeire y~sin —~

‘ 1
b) n=_2, m=7{—.

y=msin %ysz kssn (4, k)=sn (i, k).

Szamunkra ez a legérdekesebb eset, mert igy egy
az ingdhoz kapcsolt szerkezetet tudunk késziteni,
amely pontosan leirja az sn (¢, k) fiiggvényt.

3 2. tablazat
6, , ~0 30 | 60 | 90 120 g 150 170 175 178 179 | 180
K 1,57 1,60 1,69 1,85 2,16 2,77 3,83 | 4,52 | 5,54 6,13 w
KKy | 1 102 | 1,08 | 118 1,38 1,76 | 244 | 288 | 353 | 3,91 -
tAB - - - - - 2,77 | 2,06 2,03
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11. dbra

Konnyen belathato, hogy m=1 vélaszt4ssal a

mutatd x iranyn vetiilete:

x=dn (t, k). (60)

Az a és b esetben az y(f) gorbe a 11b abran lathato.

jellegd.
¢) nxl, m=l,
y=sin no®.

Konnyen belathato, hogy y(f) a 11c abran lathato
alakd lesz, frekvenciamodulalt jelhez hasonlo. A pil-
lanatnyi frekvencia az inga szogsebességével ardnyos.

7.6 Oy esete

Az el6z6 pont b) esete a legalkalmasébb arra,
hogy az elliptikus fiiggvények jellegének fizikai
magyarazatot adjunk. A 12. dbra szerint inditsuk az

e

oLy )

12, abra

ingat a D pontbol, és hatdrozzuk meg azt a t,5 id6-
kozt, ami a B pontbél az A alsé holtpontba jutasig
(illetve forditva) eltelik. Vegyiik péld4aul a B pont-
hoz tartozo @ szoget 150°-nak. A 2. tdbldzatban
0,>150° esetére feltiintettiik #,5 értékét [(54)
formula]. A tabliazatbhél vildgosan kitiinik, hogy
© novelésével a periédus idétartama rohamosan né,
fap viszont alig valtozik. A viszonyokat a 13. 4bra
szemlélteti. A 13a abraban a B pontnak kb. =2 mp
felel meg. A f idét az alsé holtponttdl szamitjuk.
Eddig 6 tol kozel. fiiggetleniil azonosak a gorbék.
Utdna egy elnyult rész kovetkezik. Az inga @, nove-
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13. abra

1ésével lengésidejének egyre nagyobb részét a felsé
holtpont koéril tolti. A 13b dbran az egyes gorbéket
K arianyban zsugoritva tiintettiik fel. Jol lathato,
hogy a D pontot a fels6 holtponthoz kozelitve, az
ered6 jel egyre jobban eltér a szinusz gorbétél,
egyre szogletesebb lesz, megfeleléen az y_sn ()
gorbének, ha k—1.

7.7 A forg6 inga
A felsé holtpontbdl v, sebességgel inditott inga

" lengdmozgas helyett egyenetlen forgd mozgast vé-

gez. [4. 120. oldal]. Igy a 7.5.b esetben a mutaté is
korbe forog. Igazolhato, hogy m=1 valasztasa mel-
lett tovabbra is:

y=sinG=sn (V% ; Ic)' ©1)
Egy teljes koriilfordulas ideje:
_ T =2k l/é K(k) ;(62)
ee:
29

A forgb inga még szemléletesebben mutatja a kor és
elliptikus fiijggvények kozotti analogiat.

Nyilvanvald, hogy v,~0 esetén k=1, a forgd inga
igen egyenlédtleniil forog, el6térbe 1ép az elliptikus
jelleg, a mozgast csak elliptikus fiiggvényekkel tud-
juk leirni. Ha vV 1Ig, k~0, a gravitacio hatasa el-
hanyagolhato6 és a forgé inga jo kozelitéssel egyenle-
tes kormozgast végez, ami korfiiggvényekkel irha-
to le.

8. Befejezés

Cikkiinkben igyekeztiink megadni az elliptikus
fliggvények legegyszerlibb és legtermészetesebb tar-

" gyaldsi modjat. Ennek érdekében legfGbb torekvé-

siink az volt, hogy.egyrészt parhuzamot vonjunk a
kor- és az elliptikus fiiggvények kozott, és igy egy
vilagos geometriai meghatdarozast adjunk, masrészt
a matematikai inga egyes tulajdonsidgainak az elem-
zésével fizikai oldalrdl- akartuk megvilagitani az
elliptikus fiiggvényeket,
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Még egyszer szeretnénk ramutatni arra, hogy az
ismertetett geometriai szdrmaztatds nem az egyediil
lehetséges. Az la dbra kordiagramjaban  mindig ta-
lalhaté példaul egy olyan C, gbrbe, amelyiken a ¢

valtozé a korositett ivhossz, mig a C; gorbén a ke-

riilet.

Ugyancsak megjegyezziik, hogy C,, ill. C, girbe
megvalasztasaval egy kis taldlékonysaggal barki
készithet szinusz-szerii fliggvényeket, azokat tab-
lazatba foglalhatja, és miveleteket végezhet veliik.
A gyakorlatban nyilvan csak azok a szinuszok hono-
sodtak meg, amelyek valamelyik fizikai probléma
megoldasaban szerepet jatszanak.

Szeretnénk még arra ramutatni, hogy az elliptikus
fliggvények 50. formula szerinti integralmeghatarozasa
egyszerti modot ad a képzetes tengelyen valé (rtelme-
zésre, a 27—29 Gsszegezési formuldk pedig lehetdse-
get adnak az elliptikus fiiggvényeknek a komplex tar-
tomanyra valé kiterjesztésére.,
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