
D R . G O S Z T O N Y G É Z A 
Beloiannisz Híradás techn ika i Gyár 

Várakozásos és veszteséges rendszerek 
többfázisú hívásokkal* 

ETO 519.24:054.027 

Automatikus telefonközpontokban a hívó és a hívot t 
összekapcsolása u tán először csengető á r amo t külde
nek a h ívo t t felé, majd annak jelentkezése u tán 
kerül sor magára a beszélgetésre az összeköttetésen 
á t . Ebben a tömegkiszolgálási rendszerben a beérkező 
igények kiszolgálása ké t fázisra bontha tó (csengetés, 
i l l . beszélgetés). Az igény (hívás) az egymást követő 
kiszolgálási fázisokban ugyanazt a kiszolgáló szervet 
használja (ugyanazt az összeköttetést foglalja le). 
A fázisok közöt t nincs szünet. A kiszolgálás módja az 
egyes fázisokban különböző, ezért a fázisok szét
választása indokolt. Az igény a kiszolgálószerven 
kívül esetleg további berendezéseket is igénybe 
vehet (pl. a csengető- és hangáramkör t az első fázis
ban), ez a tömegkiszolgálási jellemzőket i t t nem 
befolyásolja. A csengető- és hangáramkörök szükséges 
teljesítményének meghatározásához azonban tudni 
kell, hogy egyidejűleg hány vonal van csengetési 
á l lapotban. 

I -1 

i i i i 

I • Y//////Á^ n 

Idő 

t t | ( t 1 TÍM 

1. ábra. .Többfázisú, i g é n y e k kiszolgálása 

Az ilyen t ípusú rendszerekben ket tőnél több fázis 
is lehetséges. A kiszolgálás meneté t egy példán az 1. 
ábra szemlélteti. Az időtengelyre merőleges nyilak az 
igények beérkezését jelzik, az időtengellyel párhuza
mosan a kiszolgálószerveket t ü n t e t t ü k fel. Összesen 
n kiszolgálószerv van. Kiszolgálás a fekvő tégla
lapok által kijelölt i dő ta r t amban van. A téglalapok 
felosztása a fázisokat szemlélteti. A / időpontban pl . 
összesen három igény kiszolgálása folyik, ezek közül 
ke t tő az első és egy a harmadik fázisban van. A xv 

t2 és r 3 valószínűségi vál tozók a hívás tar tásidejét 
jelentik az egyes fázisokban, a | valószínűségi vál-

* A szerzőnek a S z á m í t á s t u d o m á n y i Konferencián (Compu-
puter Science Conference, Székesfehérvár, 1973. május2-1—24.) 
elhangzott e lőadása . | 

Beérkeze t t : 1973. V I I . fi] 

tozó a. ké t egymást követő hívás beérkezése között i 
idő ta r tam. 

Az elöljáróban emlí te t t példán kívül még számos 
olyan tömegkiszolgálási rendszer van, amelyben az 
igényeket az ábrán lá tha tó módon ( több fázisban) 
szolgálják k i és vizsgálatukhoz, méretezésükhöz az 
egyes fázisokban tar tózkodó igények darabszámának 
valószínűségi eloszlására van szükség (pl. telefon
kezelők egy-egy hívással csak az összeköttetés létre
hozásának egy részében foglalkoznak; légitársaságok 
irodáiban a központi számítógépet az ügyfél kiszol
gálásának csak egyik fázisában veszik igénybe stb.). 
A tovább iakban feltételezzük, hogy az egyes fázisok
ban esetleg igénybe vett további berendezések, k i 
szolgáló szervek, korlát lanul rendelkezésre állnak és 
így nem hatnak vissza a rendszerre. 

A probléma ál ta lánosabb jellegére csak a figyelmet 
k íván tuk felhívni, a továbbiakban azonban, a vizs
gálat során, a telefonforgalom-elmélet megnevezé
seit alkalmazzuk [1]. Ügy véljük, hogy a kapott 
eredmények ál ta lánosabb érvényét a használ t elne
vezés-rendszer nem fogja elfedni. 

A 2. ábrán részletesen lá tha tó a vizsgált rendszer. 
A forgalom-források hívásokat kezdeményeznek, a 
h ívásokat a teljesen vagy kor lá tozot tan elérhető 
vonalak bonyolít ják le. A tor lódot t hívások várakoz
hatnak, feltéve, hogy van üres várakozási hely, ha 
nincs, akkor a hívások elvesznek. Az alkalmazott 
jelöléseket az ábrán fe l tünte t tük . 

Többfázisú igények kiszolgálásának kérdésévei 
Kőnig és Matthes [2], továbbá Kőnig [3] foglal
kozott Erlang, i l l . Engset képletének ál taláno
sítása kapcsán. A kiszolgálási idővel kapcsolatos 
feltevéseik nagyon általánosak, az alkalmazott 
matematikai módszer bonyolult. A kapott eredmény 
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2. ábra. E g y i r á n y ú várakozásos -vesz teséges rendszer;. N — a 
forgalom-források s z á m a ; n — a vonalak s z á m a ; 
Q — a várakozás i helyek s z á m a 
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veszteséges, teljes elérhetőségű vonalnyalábra érvé
nyes. 

Annak érdekében, hogy veszteséges, kor lá tozot t 
elérhetőségű és várakozásos rendszerek egyszerű 
számítása is lehetővé váljék, vizsgálatainkban a 
születési és kihalási folyamatok módszerét alkal
maztuk. 

A vázlatosan felsorolandó eredmények egy része 
[4J-ben ta lá lható . A továbbiakban a vizsgált rendszert 
egyszerűen többfázisú rendszernek nevezzük. 

A vizsgálat során alkalmazott matematikai mo
dellt az 1. részben ismertet jük. A 2. részben a több
fázisú rendszer ál lapotaival és a lehetséges á tmenetek
kel foglalkozunk. Az állapotvalószínűségek meghatá
rozására a 3. részben kerül sor. A veszteséges rend
szerre kapott ál talános összefüggés alapján jelleg
zetes fázis eloszlásokat mutatunk be a 4. részben. 
Az 5. rész az állapot-valószínűségek és eloszlások 
kiszámításának kérdéseit tárgyalja. Végül a 6. rész
ben néhány egyszerű példa szerepel a kapott ered
mények gyakorlati a lkalmazására. 

(0,0) - — (0,1) - ' (0,2) - (0,3) 

(1,0) - (1,1) - (1,2) 

(3,0) 

3. ábra. A két fáz isú vesz teséges rendszer ál lapotai 

Feltételezzük, hogy a rendszer statisztikai egyen
súlyban van és így a rendszer ál lapotainak valószínű
ségét az (előre i rányú) Kolmogórov egyenletekből 
adódó lineáris állapot-egyenletrendszerből lehet meg
határozni . 

1. Matematikai modell 

Feltételezzük, hogy a hívások véletlenszerűen 
érkeznek, azaz a hívásigények beérkezése között i I 
i dő ta r t amok egymástól független exponenciális el
oszlású valószínűségi változók. 

A hívásigények beérkezésének átlagos intenzitása, 
vagyis a beérkezések közöt t i átlagos idő ta r t am 
reciproka lehet a rendszer ál lapotától függetlenül 
állandó (Poisson bemenet) vagy függhet a pillanat
nyilag szabad forgalomforrások számától , és lehet 
szakaszosan állandó (Bernoulli bemenet). Előbbi 
esetben az intenzi tás t A, utóbbi esetben (AT —í)a 
jelöli, ahol az N az összes, i pedig a foglalt for
galom-források darabszáma, a a szabad forgalom
forrás hívás-intenzitása. 

A beérkező hívásigény várakozhat , ha az összes, 
számára elérhető vonalat foglaltnak találja, feltéve, 
hogy a rendszerben van üres várakozási hely. Ilyenek 
h iányában a hívás elvész. 

A hívások tar tás ideje egymástól független, a tt 

t a r tás idő az egyes fázisokban a többi fázistól függet
len és exponenciális eloszlású. Az átlagos tar tás idő 
az i fázisban 1 / ^ , egy adott hívás az í-edik fázisban 
át lagosán fj,t intenzitással szűnik meg. 

A telefonforgalom-elméletben véletlenszerű be
menet és exponenciális ta r tás idő esetében szokásos 
az elsőfajú- és a másodfajú tiszta véletlenszerű for
galom elnevezés. Ezt az exponenciális fázis t a r t á s 
idők miat t ál talánosítva alkalmazzuk. Rövidí tésük 
PCT1 és PCT2 (Pure Chance Traffic). 

Az elvesző hívások azonnal és visszahatás nélkül 
elhagyják a rendszert, azaz tar tás idejük zérus, és 
nem idéznek elő ismételt hívásigényeket. A várakozó 
hívásokat érkezésük sorrendjében szolgálják k i , a 
várakozó hívások nem hagyják el a sort a kiszolgálás 
megkezdése előtt . 

A hívások a kiszolgálási fázisokat azonos sorrend
ben érintik, minden hívás á tha lad az összes fázison, 
a hívások kiszolgálás alatt nem vá l toz ta tnak vona
la i , 

2. A többfázisú rendszer állapotai 

Ha p fázisú a kiszolgálás akkor a vizsgált rendszer 
ál lapotának jellemzéséhez (p + l) paraméter szük
séges. Az (xt, x2,..., xp, m) á l lapotban az i fázisban 
Xi, í = l , . . . p , hívás tar tózkodik, továbbá m hívás 
várakozik. Az állapottér (p + l ) dimenziós. A para
méterekre az alábbi összefüggések érvényesek: 

p 
]£XÍ — 2L foglalt vonalak darabszáma, 
í' = l 

P 
x, + m = a foglalt forgalomforrások darabszáma. 

Az ál lapot tér könnyebb szemléltetése és egysze
rűbb számítások érdekében vizsgálatainkat a ké t 
fázisú kiszolgálás esetére mutatjuk be. Az ered
mények kiterjesztésének a sokfázisú kiszolgálásra 
nincs akadálya . Hasonló okok miat t a veszteséges 
és a várakozásos kiszolgálás tárgyalásá t szétválaszt
juk. 

2.1 Veszteséges rendszer, állapottér és állapotegyen
letek 

A rendszer lehetséges ál lapotai t egy példa kapcsán 
a 3. ábra mutatja. Az ál lapotokat ké t paraméterrel 
lehet megadni, mivel várakozó hívás nincs. Az álla
potok jelölése (x 1 ; x2) helyett (/, /<•). A rendszerben a 
lehetséges ál lapotok közöt t háromféle á tmenet le
hetséges : 

a) Sikeres hívás keletkezése 

(j,k)Jh±^ ( / + 1 , k). 

b) Fáz i sá tmene t 

(j,k) ( / -1 , /c + l ) . 

c) A hívás befejeződése 

0'.*) ( 7 . A - 1 ) . 
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Az ál lapotokat összekötő nyíl fölött az á tmenet i 
valószínűségeket t ü n t e t t ü k fel. Ezek állapotfüggé
sét az index jelzi. Csak a 3. áb rán fe l tünte te t t álla
potok lehetségesek, ezért csak az áb rán is nyíllal 
jelölt á tmenet i valószínűségek különböznek zérus
tól . 

Az á tmenet i valószínűségek alakja az a lábbi : 

(1) 

(2) 

(3) 

ahol AjVa hívások keletkezési intenzi tása a (j,k) 
ál lapotban és PCT1 esetében Xf>k = L PCT2 
esetében pedig Xftk = [N — (j + k)]u.. ó j t k a lezárási 
valószínűség. Megadja a hívástorlódás (pl. veszte
ség) valószínűségét a (j,k) á l lapotban, ha egyéb
kén t van még szabad vonal. Ha j+k=n, akkor 

A lezárási valószínűséggel a kor lá tozot t elérhető-
ségű rendszerek (keverés, csatolóutas rendszer) 
okozta többlet hívás tor lódás t (p l . veszteséget) lehet 
figyelembe venni, vagyis azt a t ény t , hogy a szabad 

(j-1,k+1) 

U.k) 

hk (1~&J,k) 

(Mk) \H233-GGA\ 

4. ábra. (/, k) és a s zomszédos á l lapotok a két fáz isú vesz te sé 
ges rendszerben 

(0,0,0) (0,1,0) - -(0,2,0) •(0,3,0) 

(1,2,0) — (0,3,1) 

(0,3,2) 

Teljesen elérhető 

(3,0,2) 
IHK3-S8SI 

5. ábra. A két fáz isú várakozásos rendszer ál lapotai 

vonalat a hívás az adott bemenetről valamilyen ok 
miat t nem tudja elérni. Ugyancsak a Ojtk való
színűséggel jellemezhetjük azt a helyzetet, ha a 
hívás kiszolgálása a h ívo t t foglaltsága miat t nem 
valósulhat meg. A nehézséget a a j t k valószínűségek 
pontos alakjának meghatározása szokta jelenteni. 

Összefoglalva, a 4. áb rán fel tüntet jük a (/, k) 
ál lapotot a „szomszédos" ál lapotokkal és a fenti 
á tmene t i valószínűségekkel. 

A veszteséges kétfázisú rendszer állapotegyenle
teinek ál talános tagja t e h á t az alábbi a l akú : 

[Ay*/c(l - oJt fr)+;>1 + /cM2]í ,;, k = 

= tf-l, k (1 - Oj-!, k)Pj- l, k + 

+ (/ +. l K ^ y + l , H-l ++(k+ VlhPj, k+l 
(4) 

ahol Pjt k a (/, k) ál lapot valószínűsége. A (4) össze
függés az á l lapot tér ha tá ra in módosu lha t ; ebben az 
esetben a nem létező állapotok, i l l . e l tűnő á tmenet i 
valószínűségek hiányoznak. Az állapotegyenletek 
lineáris rendszerét, a megoldáshoz, k i kell egészíteni 
a normálási feltétellel 

2 2P/,el. (5) 

2.2. Várakozásos rendszer, állapottér és állapotegyen
letek 

Az 5. áb rán l á tha tó ál lapot tér kor lá tozot t darab
számú várakozási hely esetében és teljes elérhetőségű 
vonalnyalábra érvényes. Ha Q — °°, akkor az álla
po t t é r lefelé végtelen. Az állapotok jelöléséhez az 
m paraméter , a várakozó hívások darabszáma is 
szükséges, t e h á t jelen esetben három paraméte r t 
kell alkalmazni. Az állapotok megjelölése: (/, k, m). 

A rendszerben ötféle á tmene t lehetséges: 

a) Azonnal kiszolgálható hívás keletkezése: 

(j,k,0) (; + l , A, 0). 

b) Torlódó hívás keletkezése: 

(j,k,m + í). (/, k, m) 

c) Fáz i sá tmene t : 

( / , i , m ) Í i V ( l ' - U + 1 . 4 ' 

d) Hívás befejeződés, ha nincs várakozás : 

(/,fc,0) J*hí+ (j,k-1,0). 

a) H ívás befejeződés, ha van várakozó : 

(j, k, m\ J^J^ (/ + 1 , k - 1 , m - 1 ) . 

Hasonlóan mint a veszteséges rendszerben, csak 
az 5. ábrán fe l tünte te t t ál lapotok és á tmenet i való
színűségek lehetségesek. 

Az á tmenet i valószínűségek alakja vál tozat lan, de 
PCT2 esetében ^ * t , m = [ N - ( / + A+m)]a . 

A vizsgált várakozásos, többfázisú rendszer álla
potegyenleteinek általános tagja három különböző 
esetre í randó fel, a ha tárá l lapotokat figyelmen kívül 
hagyva. 
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I . m='0, j+k<n 

(h. ' f»0+^7 , fc.O + í";, k,o)Pj,-k,o — ^j-l, k, oPj-X, k,o + 

+ ^+i,fc-i,o- P;'+i , í í-i,o+ ( 6 a ) 

+ k+l^Pj, /c+1,0-

I I . m = 0, j + k = n 

tyj, k, o + Üj, k, o +Pj, k, o) , k, o = -1 , k, o Pj -1, /f, 0 + 

' + ő;+i.ft-i.o Py+i,fc- 1,o+ ( 6 6 ) 

+ Pj-l, k+i, iPj-i k+l, i • 

I I I . ;;i iK ji-k--ii 

(^/, ír, m + ^/', /c, m^rj, k, m)Pj, k, m~^j, k, m-lPj, k, m-\ + 

+ ^7+1, mPj+l, /£-!, m + (6c) 

+ /"y'-l, /f+1, m+lPj-l, k+l, m+1* 

A (6) összefüggések alapján felírható egyenlet
rendszer megoldásához figyelembe kell venni az 
alábbi 

"í 2 P j , i - ] , 0 + 2 ZPj,n-J,m = l (7) 
i=0 y - ü m=0 y'=Ü 

normálási feltételt is. Ha továbbá a forgalom-források 
száma nem véges és a várakozási helyek száma kor
lát lan, akkor megoldás csak abban az esetben létezik, 

A 
ha — = 1 , ahol A a felajánlott forgalom. 

3. Az állapotvalószínűségek meghatározása 

3.1 Veszteséges kiszolgálás 

Az átmenet i valószínűségek közöt t az alábbi össze
függések állnak fenn: 

lJ'j,k = llr,h~klJ,2 I /gx 

t ovábbá I 

ha / f A - ~ r ~ . s — j . 
A fenti, harmadik egyenlőségben a hívás kelet

kezési intenzitások egyenlősége mind PCT1, mind 
PCT2 esetében közvetlenül lá tha tó . A lezárási való
színűség alakját a foglalt vonalak darabszáma és 
elrendezése befolyásolja, azonban bizonyos, hogy 
az esetek többségében független a foglaltságok fázi
sonkénti eloszlásától. 

A (8) összefüggés alapján k imu ta tha tó , hogy a (4) 
egyenletrendszer általános megoldása: 

j+k-i 

n 
p.i,k=-

•jlfiiklfj* .0,0 (9) 

ahol 
jJ~k: 1. 

Továbbá az (5) összefüggést is figyelembe véve 

s - l 

^ é o / I ^ s - / ) ! ^ - / ) ' 
(10) 

3.2 Várakozásos kiszolgálás 

Várakozásos kiszolgálás esetében az állapot-való
színűségek lineáris egyenletrendszerét á l ta lában nu
merikus eljárással kell megoldani. K i m u t a t h a t ó 
ugyanis, hogy [4] : 
a) PCT1 és Q—°° esetében a (6) alapján felírható 

végtelen egyenletrendszernek zá r t megoldása 
legfeljebb n = l,2-re van 

b) PCT2 vagy véges Q esetében a vizsgált egyenlet
rendszer mindig véges, de az állapot-valószínűsé
geket zá r t formában gyakorlatilag ál talában 
szintén nem lehet kifejezni. 

A gyakorlatban többnyire ab) eset valósul meg. 
A felsorolt nehézségek miat t a várakozásos több

fázisú rendszert bonyolultabb esetekre (korlátozott 
elérhetőség, h ívo t t foglaltságának ha tása) ez ideig 
nem vizsgáltuk. 

i. A veszteséges többfázisú rendszer jellemző 
eloszlásai 

A Pj>k állapotvalószínűségek ismeretében megha
tározzuk a foglalt vonalak darabszámának és az 
egyes kiszolgálási fázisokban levő hívások darab
számának eloszlását. 

A rendszerben összesen v vonal 

Pv~2Pj, v-j 
y'=o 

(11) 

valószínűséggel foglalt. Az első és második fázisban 
pedig 

illetve 

Pv ^ — 2 Pvt k > 

p(2) _ y p . 

(12) 

valószínűséggel tar tózkodik v hívás. 

4.1 A jogialt vonalak eloszlása 

4.11 <x ;> í£ = 0 

PCT1 esetében az Erlang eloszlást 

A? 

'L, As 
(13) 

PCT2 esetében az Engset eloszlást 

''•=-r-im=K'M 

kapjuk, ahol 

(14) 

A=X 
1 

a felajánlott forgalom, 

egy szabad forgalomforrás felajánlott forgalma. 

, 1 1 
/3 = a j — + — 

i Ih lli 
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Ez az eredmény vá rha tó volt , mert mint ismeretes 
teljes elérhetőségű vonalnyalábon a foglalt vonalak 
darabszáma Erlang, i l l . Engset eloszlású tetszőleges 
ta r tás idő eloszlás esetén [5]. 

4.12. Ojik9éQ, a h ívo t t foglaltságának ha tása 

A telefontechnikában, min t ismeretes, a hívások 
kiszolgálását csak akkor kezdik meg, ha a h ívot t 
szabad. Ha a h ívot t foglalt, akkor olyan veszteség 
keletkezik, amely nem jellemző magának a rendszer
nek forgalom-áteresztő képességére, hiszen az össze
köttetéshez legalább egy szabad vonal rendelkezésre 
állt . Helytelen Volna azonban a jelenséget elhanya
golni, mert a vonalak terhelését nagymértékben 
befolyásolja. A foglalt előfizetők ha tásának vizsgálata 
ú jabban az érdeklődés előterébe kerül t . Herzog, i l l . 
Rubas veszteséges rendszerekre vonatkozó számí
tása ikban figyelembe veszik az előfizetők foglalt
ságát [6], [7]. Várakozásos kiszolgálásra érvényes 
Gosztony hasonló vizsgálata [8]. A telefonforgalom 
utánzás „klasszikus" módszerei, a h ívo t t a t mindig 
szabadnak tételezték fel, de Dietrich ezt nem tartja 
kielégítőnek, több lehetőséget sorol fel és egységes 
eljárást sürget erre az esetre [9j. 

Tételezzük fel, hogy a hívás az eddigi értelemben 
elvész, ha foglalt előfizetőt talál . Ebben az esetben 
Ojt k annak valószínűsége, hogy a hívás a (/, k) álla
potban foglalt előfizetőre i rányul t . 

A h ívo t t előfizető foglaltságát p l . az alábbi egy
szerű modellel lehet figyelembe venni. Feltételezzük, 
hogy: (a) a h ívot t előfizetők darabszáma: M véges 
és M>n, (b) a hívó és h ívot t előfizetők nem azono
sak, (c) a h ívot tak foglaltságát csak a vonalnyalábon 
érkező hívások okozhatják, (d) a hívások egyenlete
sen oszlanak el a h ívo t t előfizetők közöt t . 

A feltételek alapján a h ívot t előfizető foglaltságá
nak valószínűsége: 

/ + /> 
aJ,h = - M 

így PCT1 esetében 

ÍM — 77" (15) 

PCT2 esetében 

P „ = -
2 

M 
s\ 

(«) M 

i.2 A foglalt vonalak eloszlása az egyes fázisokban 

A Pty,i = l, 2, valószínűségeket a 4.1 pontban 
vizsgált esetekre azonos sorrendben adjuk meg. 
Hosszadalmas, de egyszerű á ta lakí tások u tán a fá
zis-eloszlások nagymértékben hasonló alakra hoz
ha tók . 

a ) P C T l ; oJ>k = Ö 

(17) 

b) PCT2; aJtk = 0 

1*0 = F En

n>N(P) 

En-v,N-v(ft~.Pi) 
(18) 

c) PCT1; «h!^l±}' 

P$=F-

Fn I A 

d) PCT2; aJik-

^n—v, (M—v) 

j + k 

A-Aj 
M 

(19) 

M 

P<i>=F 
En,N,(M)\M 

-pn~v 
^n—v, N—v, (M-v) 

A fenti összefüggésekben 

P-Pi 
'M 

(20) 

p=(n) W Vj» IH 

{<>) : n y 

--— + — 
a /!) ji., 

A (17)—(20) eloszlások hasonlósága a kiindulásul 
szolgáló (13)—(16) eloszlások hasonlóságának követ
kezménye. Közvet lenül a (9) ál talános képletből k i 
indulva ilyen jellegű alakot nem lehet előállítani. 

5. Néhány számítási eljárás 

Mind a veszteséges, mind a várakozásos több
fázisú rendszer gyakorlatban használ t jellemző 
értékeit (kínálat , hívástorlódás, időtorlódás, lebo
nyol í to t t forgalom, átlagos várakozási idő), a vá ra 
kozási idő eloszlásának kivételével, közvetlenül az 
állapot-valószínűségekkel lehet meghatározni [10], 
[4]. 

(16) 5.1 Veszteséges rendszer 

A PJ> k eloszlás (azaz a foglalt vonalaknak az egyes 
fázisok közti megoszlása) a ( l l ) -ben megadott Pv 

eloszlás alakját szabja meg. A felsorolt rendszer
jellemzőket közvetlenül a Pv eloszlással határoz
hatjuk meg. . 

5.11 A P„ eloszlás utolsó tagja 

A Pv eloszlás utolsó tagjának k i t ün t e t e t t szerepe 
van. Ugyanis a rendszer forgalom-áteresztő képessé
gét jellemző hívástorlódás PGT1 és teljes elérhetőség 
esetében megegyezik annak valószínűségével, hogy 
minden vonal foglalt, B=Pri. PCT2 és teljes elér
hetőség esetében pedig ugyancsak utolsó tagja egy 
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olyan eloszlásnak, amelynek minden paramétere 
megegyezik az eredeti eloszlással, de N helyett 
(N—l) forgalomforrásra vonatkozik. 

Főleg a számítógép előtti időszakban, de még 
napjainkban is törekszenek arra, hogy bonyolultabb 
rendszerek forgalmi méretezéséhez használ t össze
függéseket ezekre a B é r tékekre vezessék vissza (pl. 
El ld in [11]), mert táblázatos formában [12]; 
[13]; [14] a mindennapi gyakorlat számára ezek a 
legkönnyebben hozzáférhetők. A (17)—(20) fázis-
eloszlási összefüggések is eloszlások utolsó tagjait 
t a r t a lmazzák . 

P„ értéke a (9) és (10) ál talános összefüggésekből 
á ta lakí tás u t án az alábbi alakot öl t i : 

P - V P - vi\fh M »=o ( 9 U 

1 + " i n í v s - 1 

Pn kiszámításához az alábbi rekurziós eljárás 
szolgál. Legyen I0—l, legyen továbbá 

k ' 
4 = 1 + 

végül 

'A-I' (22) 

Pn = 
In 

Az Erlang eloszlás kiszámítására a (22) összefüg
gést m á r Palm [12] alkalmazta, az Engset eloszlás
hoz Joys [15] közölte. L á t h a t ó , hogy az eljárás ál ta
lánosabb érvényű. 

Megjegyezzük, hogy PCT2 esetében a kínála t és 
így a szabad forgalomforrások (3 kínálata is függ a B 
hívástorlódástól (cf. pl . Störmer [10] p. 70). Adott 
kínálathoz ezért interációs eljárással lehet megha
tározni a hozzá tar tozó B é r téket . A számítás során a 
(22) összefüggés előnyösen a lka lmazható [14]. 

5.12 A Pv eloszlás 

Ha a számítás során a teljes eloszlásra van szük
ségünk és az eloszlás paraméterei nem vál toznak, 
akkor célszerűbb az egész eloszlást tárolni , mint a 
szükséges tagokat esetenként meghatározni . A teljes 
eloszlást előnyösen számíthat juk k i az alábbi el
járással 

Ke 

( l - ^ - l ) 

K0=l 

P . = 
Km 

2Kt 

i = l 

(23) 

Ha az eloszlás paraméterei gyakran vál toznak, 
akkor Af és (1 — at) alakjától függően lehet bizonyos 
tagokat ál landóan tárolni és az eloszlás tagjait ese
tenkén t célszerű kiszámítani . P l . a (13)—(16) el
oszlásokhoz a binomiális együ t tha tók és faktoriáli-
sok szükséges t a r t ománya táro lható ta r tósan . 

5.13 A Pjt k valószínűségek 

Előfordulhat, hogy a (9) és (10) Összefüggésekből 
P„-re nem adódik zár t összefüggés. Ezé r t szükségessé 
válik a Pjjc állapotvalószínűségek közvetlen kiszá
mí tása . A számítás egy lehetséges menete az, ha 
a / + A , = állandó tagok mentén haladunk (cf. a 3. 
ábrá t ) . Az eljárás az a lábbi : 

K, 0,0' 

K 
5,0" 

K j,k-

K, S-1,0 

K j + h k ^ j+k=s } (24) 

K j.k 

2 2Ks-iti 

s=0 » = 0 

5.2 Várakozásos rendszer 

A (6) egyenletrendszerből a Pj,i(,m állapot-való
színűségeket zár t formában előállítani ál talában nem 
lehet. 

n = l ,2 kivételével ugyanis az egyenletek nem cso
portosí thatók úgy, hogy az egyes állapot-valószínű
ségeket a szokásos módon sorban k i lehessen fejezni 
pl. P 0 , 0 , 0 - v a l [4]. 

5.21 Véges egyenletrendszer (cf. 3.26) 
A megoldandó egyenletrendszer mátr ixa r i tka. 

A vizsgált esetben pl . egyenletenként legfeljebb 
négy ismeretlent tartalmaz, kivéve a normálási 
feltételt. I lyen esetben az iterációs megoldási eljá
rások előnyösen alkalmazhatók. Pl . a folyamatos 
túlrelaxálás ca tényezőjét a gyors konvergenciához 
lehet optimálisan megválasztani [16]. Ennek fel
tétele azonban egy, a vizsgálttal azonos nagyságú 
má t r ix legnagyobb saját-értékének meghatározása. 
Valószínűleg célszerűbb, ha a probléma vizsgálata 
során gyakorlati tapasztalatot szerzünk a rendszer 
paraméterei , a megkívánt pontosság és az opti
mális co közti összefüggésre [17], [18], és m-t ennek 
kapcsán az optimum környezetében vesszük fel. 

5.22 Végtelen egyenletrendszer (cf. 3.2a) 

Ha léteznek az ergodikus állapot-valószínűségek 
(kezdeti feltételeink mellett ez akkor teljesül, ha 

A | — f - — | < n ) , akkor a P, k m állapot-valószínűsé
g i Ih) J> • 

gek egy bizonyos m a g értéktől kezdve gyakorla
tilag elhanyagolhatók. A követendő eljárás az 
előbbi, q ér tékének meghatározásához azonban az 
egyenletrendszert esetleg többször meg kell oldani 
különböző számú ismeretlenre. 

fi. Néhány gyakorlati eredmény 

A bevezetésben emlí te t t gyakorlati probléma meg
oldásához a telefonközpont csengető és hangáram
köreinek méretezéséhez eddig közelítő módszert al
kalmaztak. Veszteséges rendszer esetében szokásos 
és egyszerű közelítés az, hogy csak a csengetési 
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9 10 i 
\H233-GG6 j 

ti. ábra. E losz lások összehasonl í tása 

forgalomból határozzák meg, hogy egyidejűleg h á n y 
vonal van csengetési á l lapotban p l . Poisson vagy 
Erlang eloszlás alapján. 

K i m u t a t h a t ó , hogy a (17) fáziseloszlási valószínű
ség utolsó tagjai mindig kisebbek, mint egy olyan 
Erlang eloszlás tagjai, amelyben a forgalom éppen a 
fázis forgalma. A k é t eloszlás metszéspontja számos 
tényezőtől függ, amelyeket nem részletezünk. Az 
eltérés kicsi, ha a vonalnyaláb veszteségének (hívás
tor lódásának) valószínűsége 0,01, vagy kevesebb, 
nagy veszteségek esetében azonban m á r jelentős 
lehet. A 6. áb rán B a veszteség valószínűsége, Ax 

és A2 az első, i l l . második fázis forgalma, az ábrával 
az eltérés jellegét k íván tuk szemléltetni. 

A 7. ábrán a P$> fáziseloszlási- és az Erlang 
eloszlások kiegészítő eloszlás függvénye lá tha tó . 
Ebből méretezhető az eml í te t t á ramkör , ha az az 
előírás, hogy a névlegesnél több vonal egyidejűleg 
csengetési á l lapotban csak előre megadott kis való
színűséggel lehet. L á t h a t ó , hogy az alkalmazott 
közelítés esetében P<p kiegészítő eloszlása mindig 
kisebb. 

s=os 

-/ 2 3 4 5 6 7 8 9 <© / 
\HZ33-G87\ 

7. ábra. K iegész í tő e losz lások összehasonl í tása 

7. Következtetések 

Többfázisú h ívásokat kiszolgáló, veszteséges rend
szerek állapot-valószínűségeit kor lá tozot t elérhető
ség esetében zá r t összefüggéssel lehet kiszámítani , 
ha a hívásigények véletlenszerűen érkeznek és a tar
tásidők az egyes^fázisokban exponenciális eloszlásúak. 
A számításokhoz könnyen kezelhető rekurziós eljá
rások adha tók meg. A kor lá tozot t elérhetőség külön
leges esete az, ha a h ívo t t foglaltságának ha tásá t 
figyelembe vesszük, a képletekben szereplő ún . le
zárási valószínűség alakja egyszerű. Várakozásos 
rendszerek vizsgálatához zá r t összefüggések hiányá
ban az állapot-valószínűségek lineáris rendszerét 
numerikus eljárással lehet megoldani. A kapott 
eredményekkel számos, a gyakorlatban előforduló 
többfázisú rendszer jellemzőit pontosan lehet k i 
számítani . 

A szerző köszönetét fejezi k i Molnár Pálnak, a 
B H G Gyártmányfejlesztési Osztály vezetőjének, a 
munka támogatásáér t . Ugyancsak köszönet i l let i a 
szerző munka tá r sa i t , Ágostházi Margitot, J a n t ó 
I s tvánné t és Uxa É v á t , akik számítógépprogramok 
készítésével és az anyag összeállításában nyú j to t t ak 
segítséget. 
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