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Maximális hosszúságú bináris 
ályéletlen jelsorozat előállításának 
kritériumai 

Az elektronikus a lapáramkörök fejlődésével a be
rendezésekkel szemben t ámasz to t t minőségi igények 
is egyre nőnek. Ez maga u t án vonja új vizsgálati 
módszerek kidolgozását. 

A fejlődés során kialakult napjaink egyik leg-
exaktabb megfigyelése: a sztochasztikus módszer. 
Az elektronikus rendszerek ilyen vizsgálatánál vé
letlenjel generátorokat használunk és a t tó l függően, 
hogy analóg vagy digitális-e a rendszer, analóg, i l l . 
bináris véletlen jelsorozatot alkalmazunk. Az analóg 
jel eloszlása az alkalmazástól függően változik, de 
az esetek legtöbbjében döntő fontosságú szerepük 
van a Gauss-amplitúdóeloszlású forrásjeleknek [ 1 , 2]. 

A mérések és számítások során adódó problémák 
leegyszerűsítése véget t előnyösnek bizonyult az 
álvéletlen Gauss- és bináris jelsorozatok alkalma
zása [3]. 

Digitális automatikai és h í rá tvivő rendszerek sta
tisztikus vizsgálataihoz szinte általános módszer ál-
véletlen bináris jelgenerátorok alkalmazása. 

Maximális hosszúságú bináris álvéletlen jelsorozat 
előállítása 

BTO 6S1.325.S6 

Az egyenletben szereplő összeadás mod 2 műve
letet jelöl. Az (1) összefüggést lineáris rekurrens 
relációnak és bármelyik {ak} sorozatot, amely ezt 
kielégíti, l ineáris rekurrens sorozatnak nevezzük. 

(2) (3) 

aj 

(2) (3) (4) 

b) IH220-T/m 
Z. ábra 

a) Visszacsatolt léptető regiszter generátor 4 tárolóval, 
ahol Kl vagy K 3 rövidzár 

b) Egyszerűsített visszacsatolt léptető regiszter generátor 
4 tárolóval 

Lineáris rekurrens reláció, lineáris rekurrens soro
zatok 

A léptető regiszter generátor általános t ö m b 
vázla ta az 1. ábrán l á tha tó . A Kt kapcsolók azt 
jelképezik, hogy van-e visszacsatolás az í-edik 
tároló kimenetéről, vagy nincs. A mod 2 összeadok 
a visszacsatoló áramkörök. Jelöljük ö^-val a léptető 
regiszter generátor ál tal előállított jelsorozat ft-adik 
elemét, c, a visszacsatolási koefficiens, amely 1, 
ha az i-edik fokozatról visszacsatolunk, és 0, ha nem. 

01 * t - - (rH) 

e - — © - — © 

(n) 

\H220-TA1\ 

1. ábra. Álvéletlen bináris sorozatot előállító visszacsatolt 
léptető regiszter generátor általános tömbvázlata 

n—4 esetén például a 2a áb rának megfelelően 
alakul a léptető regiszter generátor . 

E fogalmak és jelölések bevezetése u tán a követ
kezők mondha tók : 
ak kielégíti a következő egyenletet: 

ak=c1ak„1+c2ak_2+ . • • +cnak-n=^cial!-i (1) 
i=i 

ahol 
0 < A , s 2 n —1 egy cikluson belül. 

Visszatérve példánkra, a 2a ábra alapján a követ
kező í rha tó : 

ak ~ 0. ak-x+0- a&_2 + 1 • ak_z +l-ak^, 

ak=ak_3+ak_t. 

Tehá t az (1) összefüggés alapján a jelsorozat 
/c-adik eleme meghatározható , ha ismert az ezt 
megelőző 3. és 4. elem. 

Például , ha k = 9, ak = ag, a9 — a6+a5. 

Az 1. t áb láza t első oszlopának értékei a lap ján : 

a9 = l , a 6 = 0 , a 5 = l , a5+a6=0+l = l. 

Nem szabad elfelejteni, hogy i t t és a későbbiekben 
is az összeadás művelete alatt mod 2 műveletet 
ér tünk. 

1. táblázat 

1000 
0100 
0010 
1001 
1100 
0110 
1011 
0101 
1010 
1101 
1110 
1111 
0111 
0011 
0001 
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HÍRADÁSTECHNIKA XXIV. ÉVF. 11 SZ. 

Ahol visszacsatolás nincs, mod 2 összeadó nem is 
szükséges (26 ábra) . 

Vizsgáljuk ebben az esetben valamelyik tároló 
kimenetén megjelenő jelsorozatot. Tegyük fel, hogy
ismerjük az egy perióduson belüli ál lapotokat , ezek 
rendre: 

ax, cr2> • • •» a f t ' • • 0-%<*-\-

Példánkban, ha feltételezzük, hogy a regiszter 
kezdeti állapota 1000, akkor egy ciklus az 1. táblá
zatnak megfelelően alakul. A táb láza t alapján p l . az 
1. tároló kimeneti jele : 

. . . . 100110101111000 . . . . 

Ha Kj zár t , akkor c, = l , ha Kt nyi tot t , akkor 
c,=0, továbbá 'cn = l, mivel az n fokozatú léptető 
regiszter n-edik kimenetéről mindig tör ténik vissza
csatolás ahhoz, hogy N=2n — 1 maximális hosszú
ságú bináris álvéletlen sorozatot kapjunk ( ld. 1. ábra) , 
így a Kn kapcsolót rövidzár helyettesít i . 

Generátorfüggvény, karakterisztikus polinom 

így 
n 

G(x) = 2 qx'la^x-' + . . . +a_lx~1+ G(x)], 
és 

G{x) = 2 G(x) + 2 CiX'ia^x-' + ... + a^x'1]. 
Í=I /=i 

G(x)-re rendezve: 
n 

2 CiX'[a~iX~l+ . . . +a_1x'1] 

' .(?(*)=í=± — • ( 2 ) 
i~2 c i x > 

Látha t juk , hogy a generátorfüggvény a léptető 
regiszter kezdeti á l lapotával : a_ x, OL_ 2 , . . . . , a_„-
nel és a visszacsatoló koefficiensekkel: cv c2,. . . .,cn-
nel van kifejezve. (2) nevezője független a kezdeti 
állapottól. 

Ha kiindulásként feltételezzük, hogy 

a_1=a_2= . . . = a 1 _ „ = 0 és a_n = l , 

akkor (2) a következőképpen redukálódik: 

A rekurrens sorozatok vizsgálatának ké t módsze
re van: 

generátorfüggvények módszere, 
má t r ix módszer. 

Ha a léptető regiszter egyetlen tárolójának k i 
meneti jelét vizsgáljuk csak, akkor a generátor
függvények módszerét alkalmazzuk. Ha a teljes lép
te tő regisztert vizsgáljuk, amelynek kimeneti je l
sorozata kielégíti a rekurrens relációt, akkor a 
mát r ix módszert alkalmazzuk. 

Generátorfüggvények módszere 

Legyen adott az 

sorozat, amely például a léptető regiszter 1. tároló
jának kimeneti jelsorozata, akkor a generátor
függvény a következőképpen definiálható: 

G(x) = 2akxk, 

ahol x a generátorfüggvény változója, amely 1 és 
0 lehet. 

A léptető regiszter kezdeti á l lapotának tekint
het jük az 

a_v a_ 2, a_ 

sorozatot. 
Ha {ak} kielégíti a rekurrens relációt: 

ak = 2ciak-b 

akkor 

G(x) =22 ciak-iXk = 2 c i x ' 2 cik-i^1 ~ 
k = 0i = l i = l Á=0 

n 0 0 . 

= 2cixi[a_ix~i+ . . . + a _ 1 x - 1 + 2 aiP% 
/=1 Á=0 

G(x) = -

1=1 

A generátorfüggvény nevezőjének n-ed fokú poli
nomjá t a léptető regiszter ál tal előállított {ak} so
rozat karakterisztikus polinomjának nevezzük: 

/<*).= 1 - 2'c/s'-
Í=I 

(3) 

A karakterisztikus polinomnak számunkra értékes 
további alakjaihoz juthatunk el, ha a következő meg
fontolásokat tesszük [4, 5]. 

A léptető regiszter felfogható tulajdonképpen 
mint késleltető vonal, hiszen a bemenetére adott 
x jel óraimpulzusonként lép egy fokozattal tovább. 
Tehá t például az í-edik tároló kimenetén az UAT 
idővel korábban a bemenetre adott jel van. 

í g y a visszacsatolt léptető regiszter generátorunk 
mod 2 összeadóinak bemenetein is a bemeneti jel 
késleltetettjei vannak. 

(D (n-D B-x 
(n) (D (n-D (n) 

— ^ é - — < ± > 
\H220-TA'3\ 

3. ábra. Magyarázó ábra a D késleltetési operátorhoz 

A 3. ábrán lá tha tó á ramkörre felírható a következő 
egyenlőség: 

x=cjDx+c2D2x+ . . . +C{D'x+ . . . +cnT)nx, (4) 

ahol a D' szimbólum algebrai operátor , neve késlel
tetési operátor . Az t az időt reprezentálja, ami ahhoz 
kell, hogy az z-edik tárolóba a bemeneti jel beíródjon. 
Ez az idő az ütemidő egész számú többszöröse. 
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Adjunk (4) mindké t oldalához x-et, ekkor kapjuk: 

0 = X + C]D:L- + C 2 D 2 X + . . . + c,D'x + . . . + c„Dnx, 

(5) 

és vezessük be a következő operá to r t : 

I = D ° . 

Emeljük k i x-et (5) jobb oldalából: 

0 = x [ I + c 1 D + c 2 D 2 + . . . + c n D n ] , 

0=1(1+ 2cp\. 

Ennek az egyenletnek a jobb oldalát nevezzük 
karakterisztikus polinomnak. 

Mivel q ér téke 0 vagy 1 lehet, az összegzésen belül 
csak azok a tagok szerepelnek, amelyeknek vissza
csatolási koefficiensei 1-gyel egyenlők. 

Tehát 
f{x)=x[l + ZT)i], 

j 
ahol / azon léptető regiszter-tárolókat jelöli, ame
lyekről a visszacsatolás tö r tén ik . 

Tekintsük a korábbiakban eml í te t t példát (n—4 
a fokozatok száma, a léptető regiszter 3. és 4. t á 
rolójáról tör ténik visszacsatolás). Ekkor : 

x=cj)x+c2D2x+c3D3x+c4D4x, 

< á = c 2 = 0 , 

c 3 = c 4 = l , 

x = D 3 x + D 4 . r . 

Mindkét oldalhoz x-et adva: 

t e h á t : 
0 = x + D 3 x + D 4 x , 

/ ( x ) = x [ l + D 3 + D 4 ] , 

rÁX)=mr 
Minthogy c n = l , 

G ( x ) = Í + D 3 + D 4 ~ -

= : r [ i + D 3 + D 4 + D 6 + D 8 + D 9 + D 1 0 + D 1 1 + D 1 5 + . . . ]. 

A zárójelen belüli kifejezés az álvéletlen sorozatot 
írja le. Ugyanis, ha minden tagot ki í runk N=24 — 1 = 
- 1 5 - i g : 

1-D\ 0-D 4 , 0-D 2 , I - D 3 , I - D 1 , 0-D 5 , I - D 6 , 0-D 7, I - D 8 ; 

I - D 9 , 1>D10, 1 -D U , 0 -D 4 2 , 0 -D 1 3 , 0 -D 1 4 , I - D 1 5 , . . . 

A m i pontosan ugyanaz, mint ami az 1. táb láza t első 
oszlopában t a lá lha tó : 

1001101011110001 . . . 

A periódus meghatározása 

Az előzőekben lá t tuk , hogy a visszacsatolt léptető 
regiszter ál tal előállított bináris álvéletlen jel periodi
kus és a periódus felső ha tá ra N = 2"— 1. 

Vizsgáljuk meg, hogy ha egy n ál lapotú vissza
csatolt léptető regiszter sorozata A = {ak}, és kezdeti 
á l lapota a_1 = a_ 2 =a ,_ n = 0, a_n — \, akkor A perió
dusa az a legkisebb pozit ív N egész szám amelyre 
igaz, hogy 1—x^ osztható /(x)-szel. 

Bizonyí tás : 

G(x)=TTTs = 2 akxk = a0x°+axx + 
JiX) /i=0 

+ aNxK+aN+1x"+1+ . . . 

Ha A periódusa N, akkor 

+ 

G(x) = [a0+a:x- -JV-1 ] + 
+xN[a0+alx + . . . +aN__-lxN~1] + 
+ x2N[a0+alx+ . . . +aN__lxN~1] + 
= [a0+aLx+ . . . +aN^xN'1]-

•[l+xN+x2N+ ...] = 

ö 0 +a,x+ . . . +aN^1xN"1 

l - x A 

ugyanis 

l + x N + x 2 N + . . . = 

így 
1—X' 

ü (lásd [6]). 

/(*)=- 1 - X A 

a0+aLx+ . . . +aN_1xN~1 ' 

Tehá t 1— xN osztható /(x)-szel, ha A periódusa AT. 
Viszont, ha 1— xN osztható /(x)-szel, legyen a hánya
dos: 

a 0+a-[X+ . . . + a N _ 1 x N ~ 1 , 

akkor {xk)={ak). 
1 _ a 0 + a ,x+ . . . a N_!X A rN-l 

= [a 0 +ac 1 x+ . . . + a N _ 1 x A r - 1 ] - [ l + x i V + x 2 A ? + 
=[a 0 +oc 1 x + . . . +<x.N_1xN~1] + 

+ x J V [ a 0 + « 1 x + . . . + a N _ n x ' v - 1 ] + 

+ • •G(x)= Zakx\ 

és x ha tványsorának koefficiense: 

T e h á t A-nak valóban A r a periódusa. 
Következ te tések: 

(2) a lapján 

G(x)--

ahol a számláló, g(x) kisebb fokszámú, mint a nevező 
/(x) . Ha a léptető regiszter n fokozatú, akkor /(x) 
n-ed fokú. Ha N az a legkisebb egész szám, hogy 
\~xN osztható /(x)-szel, N-et / (x) exponensének 
nevezzük. 

A maximális hosszúságú sorozat szükséges feltétele 
Ha az A sorozat maximális hosszúságú, akkor 

karakterisztikus polinomja irreducibilis GF(2) felett. 
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Bizonyí tás : 
Tegyük fel, hogy /(x) fe lbontható ké t tényező szor
za tára : 

f(x) = s(x)4(x). 
Akkor 

1 = a(x) pjx) 
f(x) s(x) + t(x)-

Tegyük fel, hogy s(x) és t(x) fokszáma Ü 1=>0 és n 2 > 0 , 
ocíx) 

nL+n2 — n. ~— t ehá t egy ha tványsor , amelynek 
s(x) 

B(x) 
koefficiensei ismétlődnek 2"-~ 1 u tán és is 
egy hatványsor , amelynek koefficiensei 2' 2 — 1 u t án 
ismétlődnek. 
Akkor az 

1 = a(x) £(x) 
f(x) s(x)^t(x) 

összeg ha tványsor koefficienseinek periódusa leg
feljebb az egyes periódusok legkisebb közös több
szöröse, amely nem lehet nagyobb a periódusok szor
za táná l , í gy t ehá t a tétel alapján í rha tó : 

2" - 1 = (2"' - 1 ) • (2"« - 1 ) = 2 " ' + " » - 2"> - 2n« + 1 , 

2ii+"i—2", és 

2 " _ 2 ^ - 2 ^ + l = 2 n - l - [ 2 " > + 2 n ! - 2 ] , 

ami mindenképp kisebb, mint 2"—1, t e h á t ellent
mondáshoz jutot tunk, ami té te lünke t igazolja. 

A té te l akkor is igaz, ha s(x)=í(x), azaz 

/ (x )=s 2 (x ) . 

Ekkor /(x) periódusa s(x) periódusának kétszerese, 
ami 

2 [ 2 " ' 2 - l ] , 
viszont 

2 [ 2 n , 2 - l ] < 2 " - l . 

A tétel megfordítot t ja nem ál l í tható — t ehá t az, 
hogy ha az /(x) karakterisztikus polinom irreducibilis, 
akkor a hozzá ta r tozó A sorozat maximális hosszú
ságú. 

Például az 
/(x) = l + x + x 2 + x 3 + x 4 

karakterisztikus polinomról egyszerű osztással be
lá tha tó , hogy 1— x5 osztható /(x)-szel, ami a koráb
biak a lapján azt jelenti, hogy /(x) periódusa N=5, 
nem pedig 2 4—1 = 15. 

A maximális hosszúságú sorozat szükséges és elég
séges feltétele 

Ha a visszacsatolt léptető regiszter generátor 
karakterisztikus polinomja primit ív, akkor a hozzá 
t a r tozó A sorozat maximális hosszúságú. 

A második követelmény, hogy a karakterisztikus 
polinom primit ív is, m á r egy szorosabb megkötés. 
Pr imi t ívnek nevezzük az irreducibilis polinomot, ha 
i V = 2 " —l-re van olyan f'(x) polinom, hogy 

l - x ' Y 

és semmilyen i V ' < i V számra nem létezik az egyenle
tet kielégítő f(x). 

Tehá t a feladat, megkeresni az irreducibilis poli
nomok közül a primitíveket , ezek megadják a maxi
mális hosszúságú sorozatokat előállító visszacsatolt 
léptető regiszter generátor karakterisztikus poli
nomjait. 

A primit ív és irreducibilis polinomokra táb láza to t 
a [6] irodalomban ta lá lunk. Ha megvan a karakte
risztikus polinom, a legnagyobb ha tvány ki tevő a 
léptető regiszter tárolóinak számát és az egyik vissza
csatolást, a többi ha tványki tevő pedig a többi 
visszacsatolási helyet adja meg. Szemléltessük fenti 
ál l í tásainkat a következő pé ldákkal : 

a) Legyen adva a következő irreducibilis karak
terisztikus^ polinom: 

/(x) = 1 + x + x 2 + x 3 + x". 

Korábban m á r emlí te t tük, hogy 1—x5 oszt
ha tó a fenti /(x)-szel, így eredményül N=5 
hosszúságú sorozatot kaptunk 2 4—1 = 15 he
lyett . Tehá t ez az irreducibilis polinom nem 
primit ív. 

b) Legyen adott az 

fix)=l+x3+xi (6) 

irreducibilis karakterisztikus polinom. 
Bizonyí tható , hogy 1—x15 osztható /(x)-szel, 

fix)=- 1~f5 .- = 1 - x 3 - x 4 + x 6 + x 8 - x 9 - x 1 0 - x 1 1 , 
' v ' l + x 3 + x 4 

és 1 — xN' nem osztható /(x)-szel, ha AT < 15. (7) 

Mivel antivalencia képzés szempontjából 
mínusz és plusz közö t t nincs különbség, (7) 
jobb oldala így is í rha tó : 

fix) — 1 + x 3 + x 4 + x 6 + x 8 + x 9 + x 1 0 + x 1 1 . 

Tehát a (6)-tal definiált karakterisztikus poli
nom irreducibilis és pr imit ív. 

Összefoglalás 

Összefoglalva az előbbieket: 

— álvéletlen bináris hullámformák előállítása 
mod 2 összeadókkal visszacsatolt léptető regisz
ter segítségével tö r t én ik ; 

— az előállí tott sorozatok periodikusak 2 n —1 
periódushosszal, ahol n a léptető regiszter 
tárolóinak száma; 

— minden {ak} léptető regiszter sorozat kielégíti 
a lineáris rekurrens relációt : 

n 
«ít= 2ciak -i > 

1 = 1 

ahol Ci visszacsatolási koefficiens —1 vagy 0 
ér téket vehet fel —, a tárolók visszacsatolására 
jel lemző; 

— a léptető regiszter generátor-függvénye 

G ( x ) = Í a , x ^ f § 
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alakban í rható , ahol a számláló legfeljebb 
(n — l)-ed fokú polinom, a nevező: 

a karakterisztikus polinom; 
— a léptető regiszter sorozatának periódusa az a 

legkisebb pozit ív N egész szám, amellyel kép
zett 1—xN osztható /(:r)-szel; 

— /(x)-nek pr imit ívnek kell lennie ahhoz, hogy a 
hozzá t a r tozó visszacsatolt lépte tő regiszter 
maximális hosszúságú jelsorozatot állítson elő. 
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Nagy teljesítményű és megbízható 
elektronikai alkatrészek 

Optimális kapcsolástechnikai méretezés, pon
tos kalkuláció — ezek azok az elvek, amelyekhez 
tartanunk kell magunkat új, piacképes készülé
kek és berendezések kifejlesztésénél. Ezeknek 
az elveknek a sikeres megvalósításához nyújt 
alkalmas eszközt az RFT-electronic: kitűnő mi
nőségű elektronikai alkatrészeket, kiváló telje
sítmény-paraméterekkel és nagy megbízhatóság
gal. 

íme egy kis ízelítő ajánlatunkból: 
integrált áramkörök és tranzisztorok, digitális 
mérési és vizsgálati eredmények kijelzésére szol
gáló eszközök, egyoldait, illetve kétoldalt fóliá
zott, valamint többrétegű nyomtatott áramköri 
lapok, késleltető, művonalak színes TV-vevőké-
szüíékekhez és mechanikus-mágneses szűrők a vi
vőfrekvenciás technika számára. 

Kérjük, érdeklődjék a részletes műszaki ada
tok és az egyedi szállítási lehetőségek iránt! 
Tapasztalt szakmérnökök adnak szaktanácsot 
minden alkalmazási kérdésben. 

Exportálja az 

EXPORT-IMPORT 
VOLKSEIGENER AUSSENHANDELSBETRIEB DER 
O E U T S C H E N D E M O K R A T I S C H E N R E P U B L I K 
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