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Tavvezetékek elektromégneses
terének elméleti kérdéseirdl

A tavvezetékeken fellépé jelenségek az elektromdg-
neses hulldimok témakérébe tartoznak. A megfelel§
egyenletek felirasanak szokasos modszere az, hogy az
4dram és a fesziiltség kozotti kapesolatot az elektro-
sztatikus kapacitassal, a stacionarius kiils6 indukcio
egyiitthatoval és atvezetéssel, a kvazistacionarius
ellenéllassal és bels6é indukcié egyiitthatoval fejezik
ki. A szakirodalomban ismertetett elinéleti kutatasok
els6sorban TEM médusokra vonatkoznak. Ha a tav-

vezeték veszteséges, akkor a terjedé hullim TM

alapmodusn,

A kovetkezbkben olyan térelméleti meggondoldso-
kat ismertetiink, amellyel a- kapacitas és indukcio
egyiitthaté — veszteséges esetre is érvényes — alta-
ldnos definicioja adhaté meg és a terjedési egyiitt-
haté6 meghatarozhat6. Targyalunk néhany olyan
osszefiiggést is, amely Osszekapcesolja a tavvezetékre
vonatkozo tér- és hialozatelméletet.

Alapegyenletek
A Maxwell-egyenletek megoldésa az A vektor-

potencial és a ¢ skaldrpotencial segitségével felirhat6.
Ezek differencidlegyenlete:
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op o N
Ap— o5y —he = % )

ahol o a fajlagos vezetés, u a permeabilitas, ¢ a per-
mittivitas, g a tértoltés és t az idé.

Tételezziik fel, hogy az A vektorpotencial parhu-
zamos a vezeték tengelyével. Valasszuk ezt a koor-
dindta-rendszer z-tengelyének. Ekkor

A=A,=k A(z By, 9) &)

ahol k a z—1ranyu egységvektor, 4, és 9, pedig tranz-

verzélis, egymésra mer6leges koordlnatak Igy az

(1) egyenlet .
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alakban irhato.
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Beérkezett: 1973. I. 19.

ETO0 537.811;621.315.1

A vektor- és a skalarpotencial kozott a Lorentz-
feltétel ad kapcsolatot:
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A H méigneses és E villamos térerc”)sség a kovetkezé-
képpen fejezhetd ki az A és ¢ potenciallal:

H=rot A=rot kA=grad 4 Xk ©)
A
E:—M%?—grad(p. @

A (B) alatti egyenlet felirdsanal figyelembe vettiik,
hogy rot k=0. A grad A felirhaté két komponens
osszegeként, ezek az psszetev6k A-nak a tranzverza-
lis koordinatak szerinti kétdimenzios gradiense és a

0A

k 5 Vagyis
grad A=grads A —|—%‘;i k. ®
Igy
H=—-kxgrady A. (©)]

Bontsuk fel a (7) egyenletet is tranzverzalis és
longitudinAlis komponensre

=—grads ¢, (10)
, 0A Oy
Ey= i =" (11)

(10)-bél megallapithat6, hogy a villamos térerdsség
tranzverzilis komponense orvénymentes, - ugyanis -
felirhaté egy potencidlfiiggvény gradienseként.

A kapacitas és a kiilsg indukcidegyiitthatd
Keressiik a (2) és (4) differenc1alegyenlet megoldé—

sat szorzat szeparacwval vagyis irj uk fel a potencia-
lokat

Az, 9y, By, )= AgZa(2)O (B, D) Tu(t)
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‘P(Z, By, By ) = 0o Zef2)O (B, D2)Toll) 13y
alakban. Helyettesitsiik ezeket az (5) egyenletbe:

3za ]
3 O, To=9,Z @qp(a-i—aat)

Ez az osszefiiggés akkor teljesiilhet #-t6l és 192-1;61
fiiggetleniil, ha
0,=0,=06(8,, 9,). (15)

Ez azt jelenti, hogy a skalar- és vektorpotencial
tranzverzalis koordinataktol valé fiiggése azonos.

Definidljuk a tavvezeték - egységnyi hosszara
vonatkozé C kapacitasat és Ly kiils6 indukci6 egyiitt-
hatéjat a kovetkez6képpen:

(14)

Sz

gf)(k X grads @)dl fgrada Ads
C= & iLs—“"——"———‘ ; Izk —-' s
f grad, ¢ ds; Sﬁ(kxgradb A)dl
? >
‘ (16)

Geometriai osszefiiggések felhasznalasaval ezek az
aladbbi alakban irhatok:

gﬁa"’ dl ,
A —A,

:L:
p— =h 9A

Itt I az els6 vezetéket hatarolé gorbét jelenti a z

- (z)

i(z)
1. dbra

helyen, s a tranzverzalis sikban levd olyan gorbét
jelent, amely az elsd vezeték kerﬁletének egy pontjat

a masodik vezetékkel dsszekoti (1. abra), 32 a z he-

lyen a vezeték feliletére meréleges, a vezetéktdl el-
mutaté differencidlast jelsl, gy, ill. @, a skalarpoten-
cial, A, ill. A, a vektorpotencial értéke a z helyen az
elsd, ill. a masodik vezeték feliiletén.
Helyettesitsiik a (13) és (15) kifejezést a (17) sz~
szefiiggésbe. Igy

00
’ _1 S
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és (17)-bél (12) és (15) alapjan:
0,—-0,
00

le

Ly=p (19)

I

ahol @, és O, jelenti O értékét az els6 és a masodik
vezeték kerilletén a z helyen. _
A (18) és (19) osszefiiggésbGl megkapjuk az

LC=ue (20)
ismert kifejezést. '

A kovetkezdkben hatarozzuk meg az Es= —gradsp
feliileti integraljat az elsé vezeték dz hossztisaga fe-
liletére. A negyedik Maxwell-egyenlet szerint ez az
integral ardnyos a dz hosszisagn vezeték gdz toltésé-
vel. (¢ a vezeték egységnyi hosszti darabjanak tsl-
tése.)

angdaz — afgrad,g p da=gdz. 21)

Ebbé]l  geometriai
kapjuk, hogy

Osszefiiggések felhasznaldsaval

_ op
I

Jeloljiik p-gyel, ill. @,-vel a p ériékét a z helyen az
els6, ill. a masodik vezeték keriiletén és u-val ¢, és
@, killonbségét, vagyis u a két vezeték kozottl fe-
sziiltség a z helyen:

(22)

u(z) =¢y(2) — Px(2)- (23)
gy (17)-b6l azt kapjuk, hogy
=4
C == (24)

Ez azt jelenti, hogy C-nek (16)-ban adott kifejezése
a kapacitas ismert definici¢javal megegyezik.

A (9) osszefiiggés felhasznaldsaval a gerjesztési
torvényt az els§ vezeték keriiletére a kovetkez§
alakban irhatjuk fel:

i=q‘>Hd1=€ﬁt (—kXgrade4) dl=— %i dl.

1 iy I
Integraljuk az A vektorpotencidlt a dz szélességi
hfrok mentén (2. abra). Ha a hurok altal koriilvett
fluxus &dz, akkor

(25)

% dz= @Ads =(d,—4,) dz. (26)
P -—iz)
1- —17z
2B =z
- >
|
2. dbra
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A (16) alatti definiciobél kapjuk, hogy

L;c:—l,—.. (27)
Ez az osszefiggés megegyezik az indukcié egyiitt-
hat6 szokasos definicijaval.

A tivir6 egyenletek levezetése

Az eddigi eredmények alapjan megkaphat]uk a
taviré egyenleteket. Irjuk fel a (11) alatti osszefiig-
gést az egyes vezetdk feliiletére és hasznaljuk fel,
hogy E., és E,, — a villamos térerésség longitudina-
lis komponense a két vezetd felilletén — a vezetékek
belsé terébdl is kifejezhetd:

_ 04, 0p ot

By=—n =G =Ritlag,  (28)
- 04, i)qv2 Jdi

By= -t == —Ryi-LyG (29

ahol R, és R,, ill. L, és Lb2 a két vezetd ellenalldsa,
ill. belsé indukcio egyutthat()]a a ‘szkin effektus
figyelembevételével, i a vezeté drama. A (28) és (29)
kiulonbségébdl (23), (26) és (27) felhasznalasaval
olyan differencidlegyenletet kapunk, amely u dés i
kozott jelent kapcsolatot‘

8u

o (R;+Ry)i +(Lk+Lb1+Lb2) 3t (30)

Irjuk fel az (5) egyenletet a két vezeték feliiletére
vonatkozoban:

3A 9
_ 04, 0
o (0+8 m) Pa - (32)
Vonjuk ki ezeket egymasbél és vezessiik be a
G= ai—: ' (33)

osszefliggéssel az egységnyi. hosszra vonatkozé G
atvezetést. Igy a (26), (27), (20) és (23) felhasznala-
saval kapjuk, hogy

oi |, 0
"0z (G+C 3t)
(30) és (34) a taviré egyenletek,
(1) és (2) a vektorpotencidlra és a skaldrpotencialra
vonatkoz6 - differencidlegyenlet. Oldjuk meg ezeket

(34)

az egyenleteket. Bontsuk felehhez a Laplace-opera-

tort a kovetkezdképpen:

92
922
ahol s a 4, és ¥, valtozok szerinti kétdimenzids

Laplace-operatort jelent. Ha az idéfiiggés szinuszos,
akkor (4), (12) és (35) alapjan kapjuk, hogy

1 02Z
Z?z

A=As+—

Aa@—!— —2—jop(o + jwe)=0. (36)

Z}

(35)

TAVVEZETEKEK ELEKTROMAGNESES TERE

A bal oldal els$ tagja kizarélag a tranzverzalis koor-
dinataktél, a masodik kizardlag z-tél fiigg, a harma-
dik tag pedig 4llandé. Igy az egyenmlet csak akkor
teljesiilhet, ha ezek a tagok egy-egy allandéval
egyenlék, vagyis

4,0 — g0 =0 ©7)
&*Zq 2Z.a=0 (38)
dz?
92 és 9?2 eleget tesz a
P+ y*=7 (39)
egyenletnek, ahol .
vo=jou(o+jowe) (40)

7o a dielektrikumban terjedé sikhulldm terjedési
egyiitthatoja.
A (38) egyenlet megoldasa
ZA2)=Ce 74 Cye?? 41
alaka. A C, és C, alland6 a tdvvezeték lezardsanak
fesziiltségébdl és impedancidjabol hatdrozhaté meg.
A (37) egyenlet megoldasidhoz konkrét koordinata-
rendszert sziikséges felvenni. ¢ értéke a tavvezeték
feliiletére vonatkozé hatarfeltételekbdsl allapithaté
meg, g ismeretében pedig y meghatérozhaté.
A vezeték belsejében az eltolasi aram elhanyagol-
haté. Ekkor (40)-b6l
ym%:]'coovpv (42)
ahol a v index arra utal, hogy a terjedési egyiitthaté
és az anyagjellemzdk a vezetére vonatkoznak.
y értéke a vezet6 belsejére és a vezetén kiviili tér-
részre ugyanaz. Az energia nagy része a dielektri-
kumban aramlik. Ebbél kévetkezik, hogy y és y, -

azonos ' nagysagrendli. 7y, -a sikhulldm . terjedési
egyutthatéja a vezet6ben, joval nagyobb yo-nal Igy

(39)-bél:

o™ Yo =[O0l (43)
Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy az elektromig-
neses tér valtozasa a vezetd belsejében rogzitett z
helyen fiiggetlen a hulldmjelenségektsl. A térerds-
ségek amplitadéja — a kvazistacionarius esettel el-
lentéthben — fiigg z-t6l. A vezeték belsé impedanciaja

- fiiggetlen a térer6sség amplitudojatol. Ebbél az ko-

vetkezik, hogy a belsé impedancia ugyantgy szamit-
haté, mint kvazistacionarius tér esetén. .

TEM médiisa megoldss

TEM modus 1ép fel, ha a vezetékek veszteségmen-
tesek (R=0; L,=0) és a dielektrikum a tranzverzilis
sikokban homogén. Ebben az esetben a. vezeté bei-
sejében és feliiletén E,=0. Ekkor (28)-b01 és (29)-
bél: /

ani 04;

SH=p (=12 (a4
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A"(31) és (32) egyenletet a kovetkezé alakban irhat-
juk:
OA; 0 .
—~87—-(0_+8—8—t)q?,~ (i=1,2). | (45)

Az utols6 két egyenletbél kaphatjuk a kovetkez6
‘differencidlegyenleteket:

Pp; o1 op;i
és
32Ai (9 3A,
Szinuszos id6fiiggés esetén (13)-bol és (40)-bél:
92z
o = Vol (48)
¢s hasonloképpen (12)-b6l:
9%Z,
o = 1o (49)
(38) és (39) figyelembevételével:
, 7*=7% (50)
€s
- g*=0. - (51)

Az el6bbi egyenletekbdl Z,(z) és Z,(z) meghataroz-
hate.

Ebben az esetben (11), (44) és (15) alapjan E,=0
mindeniitt.

A (37) egyenlet ekkor

4,0=0 (52)

alakia. Ez kétdimenzios Laplace-egyenlet. Azt kap-
juk tehat, hogy a z helyen az A és ¢ potencidlra vo-
natkoz6 - differencidlegyenletek az elektrosztatika
megfelelé egyenleteivel megegyeznek. Minthogy a.
g-re’ vonatkozé hatarfeltételek is hasonléak (¢ 4l-
landé a vezeték keriiletén a z helyen), a megoldas
azonos az elektrosztatikus megoldassal. Ebbdl ké-
vetkezik, hogy veszteségmentes vezeték esetén a
kapacitas megegyezik az elektrosztatikus kapacités-
sal. ' .

(52) alapjan égy rogzitett z helyen a vektorpoten-
cidlra vonatkozé differencidlegyenlet:

AsA=0. (53)
Staciondrius tér esetén a megfelel$ egyenlet;: 44 =0,
Vagyis a két esetben a vektorpotencidlra vonatkozé
differencislegyenlet és annak megoldasa azonos. Igy
veszteségmentes vezeték esetén az indukcidegyiitt-
hat6é a staciondrius indukciéegyiitthatéval egyenld,
ugyanis az indukcitegyiitthaté a vektorpotencial és
az 4ram kifejezéséb6l ismert médon meghatéirozhaté.

TM médusti megoldas

Ha a vezeték veszteséges, akkor a villamos tér-
erdsségnek z-irdnyd komponense is van. Ezek a (28)
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és (29) egyenletbél meghatéroihaték. Ekkor nent
TEM, hanem TM modus Iép fel.

A kovetkezékben kizarélag a szinuszos idébeli val-
tozas esetét vizsgaljuk. Ekkor (28) és (29) az

E,=i(R,+jwLy)=1Zy
Ey=—i(Ry+jwLy)=—iZy,

(54)
(55)

alakban irhato. E,; és E,, a dielektrikumban fellépg
térbdl is kiszamithato. (5)-bél és (11)-bél:

. 1 94
Eo=—jopd+ 5 (36)
(12), (39), (40) és (41) figyelembevételével:
N, F
T otjwe A= o+ jowe (57)

[rjuk fel ezeket a vezetékek feliiletére vonatkozoan:

g9 .
E.,,=——= =1y,
0= g A=l (58)
g :
2= _0‘—}'—]'0)8 Ay=—iZp. (59)

Ebbél ¢* értéke meghatarozhaté. Vonjuk ki a két
egyenletet egymésbol:

2

Ez1“E22: (Az_A1):i(Zb1+Zb2)' (60)

o +jwe
Helyettesitsiik be A,— A, értékét a (17)-bél. Igy a
(25) osszefiiggés felhasznalasaval kapjuk, hogy

o jou(o + joe)
g = (Zb1+Zb2) j(OLk (6])
(20) és (33) alapjén pedig
9= —(Zn+Zp)(jwC + G). (62)

Ekkor a terjedési egyiitthato értékét a (39), (40) és
(62) 0sszefiiggésbdl kiszamithatjuk:

V2=9E— > =jou(o+ joe)+(Zs+ Zp)(joC+ G)=
=(jwo L+ Zsy + Zip)(jorC+ G). (63)

Ez az eredmény azonos az ismert osszefiiggéssel,
azonban az ebben szerepls C, L, és G csak kizelitéen
egyenlé a megfelelé sztatikus és staciondrius mennyi-
séggel. ’

Az elektromigneses tér a tranzverzalis sikban ko-
zelitéen egyenl6 a sztatikus és a stacionirius térrel.
Altal4nos esetben a @ fiiggvény a (37) hullAmegyen-
letet, sztatikus és staciondrius esetben az (52) Lap-
lace-egyenletet elégiti ki. ¢ a terjedési egyiitthato a
tranzverzilis sikban. Jeldljiik d-vel a két vezet6 ko-
zotti tavolsagot. Ha [gd[<1, akkor a két egyenlet
megoldisa kozotti eltérés elhanyagolhaté. Ebben az
esetben a kétféle kapacitias és indukci6 egyiitthato
kozotti kiilonbség gyakorlatilag elhanyagolhatd. Ez
a gyakorlatban az. ultrarévid hulldmoknal nagyobb
hullaimhosszakra fenn4ll.



