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A résztartomanyok médszere
bonyolult csétapvonalak analizisére

A résztartomanyok modszerénél a bonyolult kereszt-
metszett és kitoltésti csétapvonalat részekre dara-
boljuk. Feltételezziik, hogy a résztartomanyokban
— a végasi vonal mentén villamos vagy magneses
falat elhelyezve — megoldhatd a hulldmegyenlet.
Az eredeti feladat megoldasat a résztapvonalak meg-
oldasaibdl rakjuk ossze.

A modszer egy specidlis valtozatat Bahiana és
Smullin alkalmazta eldszor [1]. Inhomogén dielekt-
rikummal t61t6tt cs6tapvonalat két részre vagnak, a
vagasi vonal mentén az egyik résztapvonalat villa-
mos fallal, a masik résztapvonalat magneses fallal
zarjak le, és meghatarozzak a résztapvonalak moédu-
sait. A résztapvonalak jraegyesitésekor a vagasi vo-
nal mentén fellépé tangencialis villamos tér, illetve
magneses tér csatolast hoz létre a résztapvonalak
tere kozott. Figyelemre mélto, hogy a modszer nem
vezet be a modusoktd] fiiggetlen gerjeszté teret a
kozos hataron. Ebbél kovetkezik, hogy az egyik
résztapvonalat mindig villamos fallal, a masikat
mindig mégneses fallal kell lezarni.

A résziiregek modszerét erdsen csatolt  iiregrend-
szerek analizisére Reiter alkalmazta [2]. A résziiregek
nyildsait  villamos fallal lezarva moddusrendszeriik
meghatarozhaté. Az aperturik terét kiilon sorfejté
- fliggvényrendszerrel irja fel. Az apertarak tere csa-
tolast létesit a résziiregek modusai kozott. Amennyi-
ben az iireg sajatrezgéseit akarjuk meghatarozni, a
modszer az apertura-tér egyiitthatéira vonatkozé
homogén algebrai egyenletrendszere vezet. Reiter
az uregrendszer helyettesité koncentralt paramétert
halozatat is megadja.

A jelen cikkben ismertetett modszer csétapvona-
lakra alkalmazza a résztartomdnyok modszerét.
A résztapvonalak terétél fiiggetlen felileti sorfejté
fliggvényrendszert hasznél, ennyiben tér le [1]-tél.
[2]-t6] a kilonbozé célkitiizésen kiviili eltérés abban
4ll, hogy egy 1j, vektoridlis variacios formulabol ki-
indulva a Ritz-moédszer segitségével nyerjilkk a csa-
tolt tavvezetékegyenleteket.

Megmutatjuk, hogy a résztartomanyok modus-
rendszerét mennyiben kell modositani a szokasos mo-

dusokhoz képest, tovabba, hogy a modusrendszert -

Altaldban ki kell egésziteni egy homogén, tengely-
irAnyt magneses térrel.

Végill két egyszerti példat mutatunk be, amelyek-

-nél a modszer az egzakt diszperzids egyenlethez vezet.

1. A varidcios formula

A hosszirdnyban homogén cs6tapvonalat — amely-
nek keresztmetszetél az egyszerliség kedvéért csak
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két részre vagtuk — az 1, dbra mutatja. Egyes prob-
lémaknal (pl. szalagvonal) lényeges, hogy a vagasi
vonal mentén végtelen vékony femszalagok is elhe-
lyezkedhetnek.

1. dbra

Feltételezziik, hogy

a) a résztapvonalak vagési vonalon kiviili hatarai
két, altalaban egymastol kiillonboz6 ortogonalis
koordinatarendszer koordinata vonalai,

b) a vAgasi vonal mindkét rendszerben koordin4-
tavonal, :

¢) a koordinitarendszerek mindegyikében a Helm-
holtz egyenlet szeparalhaté.

Tekintsiik az aldbbi funkcionalt:
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— B [(Hy - kxE,~Ef -kx H)dA—
As )

—B [(H-kXE,—E3-kx Hy) dA, (1)
A, .

ahol E,, H,, E,, H, a résztapvoualak elektromagneses

tere, E; a vagasi vonal mentén felvett tangencialis
elektromos tér, § a fazistényezd, a csillag komplex
konjugéltat je161

......

minimumat az alabbi feltételek mellett éri el:

I. E;,, H, kielégiti az els§ két Maxwell-egyenle-
tet Apben és a hatarfeltételeket Ci=C,—C,
mentén,

2. E,, H, kielégiti az els6 két Maxwell-egyenletet

Apben és a hatarfeltételeket Cy;=C,—C,
mentén,

3. E;=E;, C,n,

4. E,;=E,  Cgn,

5. Hp=H,, Cgn,

ahol a T index tangencidlis komponenst jelol.

Nyilvanval6 tehat, hogy az (1) funkcional minj-
mumanak megkeresése ekvivalens a Maxwell-egyen-
letek hatarfeltételéket is kielégitd megoldasaval az
Osszetett rendszerben.

Az (1) funkciondl a [4], [5] irodalomban talalhato6
kifejezések kiegészitése feliileti tagokkal.

2. A Bayleigh—Ritz modszer

Elvben tetszéleges résztapvonal-tereket hasznal-
hatunk az (1) funkciondlban, még a hatarfeltételeket
sem kell kielégiteni. Az egyetlen megkotés, hogy a
résztapvonalak magneses terének a vagisi vonal
mentén létezzék a tangencidlis komponense, mert ez
biztositja a csatolast (1. (1)—ben az apertirara vett
feliileti integralokat).

Egy lehetséges valasztis, hogy a résztapvonalakat
a vagasi vonal mentén villamos fallal zarjuk le, és a
teret modusok szuperpoziciéjaként allitjuk els. A mé-
dusrendszer résztapvonalankénti ortogonalitasa jo-
lentdsen egyszertisiti a kés6bbi matrix-miveleteket,

A sorfejtd médusrendszer csaknem azonos a jol
ismert cs6tapvonal médusokkal, csupan két megjegy-
zést kell tenniink.

Egyrészt, mivel valamennyi médusnak a kiszami~
tandé, kozos fa21stenyezove1 kell terjedni, nem sza-
bad a z szerinti derivaltakbdl adodé fazistényezéket
az egyes modusok sajatértéke segitségével kikiiszo-
bélni.

Misrészt a.mddusrendszert ki kell egésziteni egy
fiktiv modussal, a z irdnyt és z irAnyban terjedd, a
transzverzalis sikban homogén magneses térrel. Ez a
hulldmegyletet és a hatarfeltételeket nyilvan kielé-
giti, de ¢n4lléan nem létézhet a csében, mivel a hoz-
z4 tartozo villamos térerGsség zérus.

Q@0

A TM moédusokat gombélyd, a TE mddusokat
szogletes zarojellel jelolve a sorfejtések az 1 résztap-
vonalra

EF;' Uswlrn+ 2 Urpplarps @)
.
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(A 2 résztapvonalra vonatkozé kifejezések indexcse-
rével nyerheték.) Itt U és I a modusfesziiltségek és
moédusaramok, e és & a vektorialis modusfiiggvények,
@ a sajatfuggvény [3]. A homogén migneses teret
onkényesen normaltuk, amit kés6bb megindokolunk.
A t'tranzverzalis komponenst, a z longitudinalis kom-
ponenst jelent. A kordbban mondottak szerint (4)-
ben és (5)-beu a zardjeles mennyiségeket nem sza-
bad sajatértékekkel helyettesiteni, mert § most nem
az egyes modusok fazistényezGje. Tovabba iigyelni
kell arra, hogy a moédusfesziiltségek és modusaramok
kapcsolatat megad6 hullamimpedancidban ugyan-
csak a meghatarozandé fazistényezd szerepel.

A vigasi vonal mentén a teret valamilyen, a fela-
dathoz alkalmas teljes fiiggvényren dszer segitségével
adjuk meg.

) E-ls=2 Vosms » (b)
E; =2 Wasm - (7)

Ha a (2)—(7) egyenleteket (1)-be helyettesitjiik a
funkcional a sorfejté fiiggvények egyiitthatéinak
fiiggvényévé alakul:

F(U; 4, Uy, L, V, W) =UEBU, + X1, +
QW+ UP,V +1,0,W* + U,P,V* + UB,U, +
+ XY, + QW + USP,V + LQ,W* + U,P,v*
- PRV, - UFET, — IFE'U, - FUSET,,  (8)

ahol U;, I; a médusfesziiltségekb6l és modusaramok-
bdl alkotott oszlopvektor (ezek els6-eleme Uy, ill. 1),
X és B az ekvivalens tavvezetékek soros reaktan-
ciaibol és -parhuzamos szuszceptanciaibol alkotott
diagonal-matrixok, amelyek elemei pl az 1 tapvo—
nalra

1 (k £ 52)~ ‘
X =0, X,,= 1 (ke — _
0 e Xpr=og
)
1/A
0= wﬂol’ By =we;,
(10)
i I2e . — B2)2
Bm—wel—i (k5eq1—B%)

WHy k [%] ’
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V és W a vigasi vonal mentén felvett tér egyiitthatdi-
bél képzett oszlopvektor, E’ olyan diagonalmatrix,
melynek elsé eleme zérus, a tobbi 1. A hullAmos feliil-
vonas transzponalast jelent.

A P, és Q, csatolé matrixok elemei (a 2 résztapvo-
nalra az eredmény indexcserével nyerhetd):

11

BN S S (e (11
0. w‘uo AI nl(esmxk) dl’ ( )
Ca
1 e
Pin= ——— (K3e,— %) J Fy(Eom X ROy ) I, (12)
Othy
Ca
00, =0, : (13)
Qn= J j(psmbeliﬁl di. (14)
Ca

Lathato, hogy Py, zérus a TM moédusokra, mig Q,,
csak olyam médusokra kiilonboézik zérustél, amelyek
villamos térerésségének van 7, irdnyt komponense
a vagasi vonal mentén. »

A matrixalgebrai miiveletek egyszeriisitése végett
a kovetkez6 szamitasok sordn nigy tekintjiik, mintha
X,#0 és E’ egységmatrix volna, és a végeredmény
homogén miagneses térre vonatkozé tagjaiban alkal-
mazzuk az X,—0 hatdrmenetet és a =0 helyettesi-
tést.

Képezve (8)-nak a konjugalt egyiitthatdk szerinti
derivaltjat az alabbi egyenleteket nyerjiik

BU,+P,V—BI, =0, (15)
XL +Q,W—f5U, =0, (16)
B,U,+P,V—fL,=0, 17)
X,L,+0Q,W— U, =0, (18)
QL + Q1 =0, (19)
P,U,+B,U,=0. (20)

(8)ynak a (konjugilatlan) egyiitthaték szerinti
derivaltja a fenti egyenletrendszer kon]ugalt]at adja
~ B-ra.

A (15)—(18) egyenletek csatol6 tagokat tartalmazé
tavvezeték-egyenletek, mig a (19) és (20) egyenletek a
véagasi vonalon a komplex Poynting vektor zérus
voltat fejezik ki.

A (15)—(20) egyenletekhez tartozé determinins
zérussal egyenlGvé téve, kapjuk a terjedési tényezd-
ket meghatéarozé algebrai egyenletet:

B, pE.0 0} 0 P
BE X, 0 0@ O
0O 0 B,—BEi 0 P,
0 0 —fE X, @, o [0 @D

3. A determindns egyenlet egyszeriisitése

Ismeretes [6], hogy a (21) hipermatrix determi-

nansa :
A B
¢ 0
A kiad6dé diszperzids gorbék természetesen metsz-
hetik a csatolatlan mddusok diszperziés gorbéit,
illetve azok némelyikével teljesen egybeeshetnek.
Ilyenkor [A|=0 és.(21)-b6l belathatéban V=W=0,
vagyis csatolds nincs és az eredd tér a résztapvonal-
terek egyszerti egymdas mellé helyezésébél adodik.
Ezeket az eseteket most kovetkezé megoldasunkbél
kizarjuk. .
Az A-ban szerepl§ matrlxokat D-vel és F-el ]elolve
kapjuk, hogy

=—]A[|-|CA-1B]. (22)

1 pt
AP O[O (23)
‘ 0 F lo P B
Bevezetve a
/ 1
&, —\XlzBJz—.B2> - (24)
/1 \
G={ 55— 25
) \XziBzi‘—ﬂz/ )
diagonalmatrixokat D=1 és F~1 az aldbbi formaba
frhaté
D"J:[Gl- 0] [Xl ﬁE], @)
0 G| |BE B :
0 G, |PE B,

(22), (23), (26) és (27) felhasznalasaval (21) az al4b-
bi végs6 alakra hozhat6 .

[QIGIBI 1 ,861611)1 ] + [ 62G2B2Q2 /362(;21)2] -
ﬂ i:)1(}1{11 i"1(}1X1P1 ‘8 f) 2G2Q2 f) 2G2X2P2

(28)

A (28) egyenlet algebrai egyenlet, amelybél a ke-
resett fazistényezd meghatirozhaté. Kénnyen be-
lathatd, hogy a determindns mérete (N,,+N,)X
X(N,+N,), ahol N, és N, a vagasi vonal mentén
felvett tér longitudindlis és transzverzilis részében
szerepld sorfejté fiiggvények szdma.

Abban, hogy a végeredmény ilyen tomér alakra
hozhaté nagy szerepe van a (21)-ben szereplé B és X
matrixok diagondl voltanak, ami a résztdpvonalmo-
dusok ortogonalitasdnak kovetkezménye.

A homogén migneses tér a (28) egyenlet részmat-
rixainak csak a jobb alsé sarkdban szerepel. A ko-
rabban mondottak szerint a diagonalmatrlxok SZor-
zatdnak elsé, a homogen magneses térhez tartozé
eleme:

X
X| = lim | o0
G ,11 )‘:_IE) (XOBO—ﬁZ

1
ﬂ=0)="B—0 . (29)

Igazolhatjuk a homogén magneses tér normaléd
faktordnak onkényes felvételét is. A
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1 P}
- Py- B pom_=%'ﬁ

0

(30)

alaku tagoknak (11) szerint a szamlaléja is, (10)-nek
az (1)-bél vald szarmaztatdsa szerint a nevezdje is a
normalé faktor négyzetét tartalmazza. A normaild
tényez$ nagysagatol tehat a végeredmény fiiggetlen.

4. Két egyszerii példa

A bemutatott apparatust elsésorban szalagvonal-
analizis céljara dolgoztuk ki. A vonatkozé eredmé-
nyeket egy kés6bbi dolgozatban ko6zéljiikk. Az alabbi
példak csupan az ismert eredményekkel valé kap-
csolat kimutatasat és azt szolgaljak, hogy a homogén
magneses tér szerepére rimutassunk.

a) Allitsuk el6 az axb méretdi négyszogkereszt-
.metszetd cs6tapvonal TE,, modusait két darab
a/2Xb méreti cs6tapvonal modusaibél (2. 4bra)

a Y2

Xy 2 i

b i
Lo .
b 2 X
a y1 —2* 2

,
2. dbra

Ebben az esetben Q=0 és a tér y-tol valo fiigget-
lensége miatt a vagasi vonal mentén felvett tér kons-
tans:

B =Ve. (31)
Ekkor (28) egyszertisodik:
Pl Py Piy P
s+ =0. (3
B, P oy ey s P e A

Az itt szereplé kifejezéseket (9), (10), (11) és (12)
alapjan kiszamitva (32) az alabbi alakt lesz:

ofie 52800

im\?
k[[] —( a .
2

A szogletes zardjel a contagens fiiggvény
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A,Ctgz—l-l-z’—z;z

(33)
ahol

(34)
parcidlis-tort felbontasa alapjan igy irhato

a a. o5
5 Vk%“ﬂz'Cth VKE—p2=0,

(39)

amibél azt kapjuk, hogy a megoldasok

) 2
kg_fgz=(ini) , m=1,3,5, ... (36)

a
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Ezek az egyesitett rendszer TE,, médusait adjak
paratlan m-re. Paros m-re a megoldast nem kapjuk
meg, mert akkor az ered$ diszperziés gorbe teljesen
egybeesik a csatolatlan diszperziés goérbével és ilyen-
kor (22)-ben |A|=0. P4ros m-re az eredé tér a rész-
tapvonalak terének csatoldsmentes egymas mellé he-
lyezésével adodik.

(33)-ban a szbgletes zardjel elsé tagja a homogén
magneses térbdl szarmazik, ez a tag a ctg fiiggvény
z=0 koriili Laurent-sordanak férészét adja.

b) Hatarozzuk meg egy dielektromos hasabbal
terhelt négyszogkeresztmetszetld cs6tapvonal
y-tol fiiggetlen megoldasaihoz tartozé diszper-
ziés egyenletet (3. abra). Mint ismeretes [7]
az LSE,y modusok a TE,, modusokkal azo-

nosak.
¥
b 2
d X
a -
|t
3. dbra

Ugyanigy, mint az a) példaban elegendé konstans
transzverzalis csatold tér felvétele. A (32) egyenlet
most is érvényes lesz, a benne szereplé kifejezések
kiszamit4asa utan az

1 & 2(k—pY
d (1 +i§1 k%—ﬂg*k%m) *

i
2ige,— ) )_0

1o > A P
( +2 8 —6 _]\2

iz \2 im\2
k%[’]:(a——d) - M= (d) :

(37)

egyenletet nyerjiik, ahol

(34)-et figyelembe véve (37) atirhaté a

Vig—p ctg [Vig—F2 (a—d) ] +
+ Ve, — B ctg (ViGe,—p2) =0 (38)

alakba, ami az LSE,, modusokat egzakt diszperzids
egyenlete [7].

(37)-et kissé atrendezve:

1 . 7
kgl 3 =1
wd | R—F T AR,
1 .
kie,—pB* 2
=0. (39
* d ke, —f? * Z 1 kge,—p? _]‘2[1] ©9)

A szumméban 4ll6 tagoknak poélusa van a csato-
latlan modusok fazistényezdinél, A szogletes zardjel
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elsé tagjanak — amely a homogén mégneses térhez
tartozik — poélusa van a homogén mégneses tér, a
fiktiv 'moédus ,,fazistényezdjénél”. Valéban a homo-
gén magneses tér nulla sajatérték esetén elégiti ki a
transzverzalis hullAimegyenletet.

5. Kovetkeztetések

A bemutatott szamitasi médszer egyik elénye,
hogy viszonylag kis méretii determindnshoz vezet.
Szalagvonal esetében végzett eldzetes szamitasok azt
mutatjak, hogy sokszor N,=1, N,=1 esetén is jo
kozelitést kapunk, ami 2X2-es determindnst jelent.

A parcidlis tért alakban valé eldallitas masik el6-
nye, hogy ,,mozg6” sorfejtést tesz lehetdvé, adott
frekvenciasdvban mindig csak a dominans résztap-
vonalmédusokat kell figyelembe venni. Erre [2] is
felhivja a figyelmet a csatolt iiregek esetén. Ugy
véljiik, hogy ez lehetdséget ad a szalagvonalak ma-
gasabb moédusainak meghatdrozasira, ami ezideig
megoldatlan. ‘

A kozolt moédszer néhany altalanositasi lehetdsége:

a) A résztdpvonalakat a vAagési vonal mentén
magneses fallal zarjuk le. Ilyenkor (1)-ben az apertara
tagokban E«»H cserét kell végrehajtani. Szalagvona-
lakndl ez kis méretii szalag esetén elényas.

b) Ha az eredd tér szétesik LSE és LSM modus-
rendszerre, célszerli a résztdpvonalakban LSE és
LSM médusokkal szdmolni. LSE modusokra (14)
szerint Q=0. ’ :

c) Ha e és (vagy) p hermetikus tenzor (1) staciona-
rius marad. Ilyenkor (21)-ben B és X nem lesz diago-
nalis, tehat (28) érvényét veszti, azonban (21) alap-
jan B meghatarozhaté.
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