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Magasabb rendii érzékenységek
meghatarozasa
transzfer fiiggvények segitségével

Az érzékenység fogalmat Bode vezette be 1945-ben
megjelent kényvében [1]. Azé6ta igen sok cikk és mar
kényv is [2] foglalkozik érzékenységgel kapcsolatos
problémakkal, mivel a halézatfiiggvények elemek
szerinti derivaltja nem csupan elméleti jelentdségii.
Elsé felhasznaldsuk az automatikaban és a szabdlyo-
zéstechnikaban terjedt el [3, 4], azutan pedig megje-
lent az elektronika teriiletén is. Az érzékenységfiigg-
vények legkézenfekvobbh alkalmazasa a tolerancia-

szamitdsban mutatkozik meg, de alapvetdé fontossa- -

gl a valtoztathat6 paraméterii halézatok szdmitdsa-
nal és az iterativ szintézisnél is. Jelent6sége csak no-
vekedett az integralt dramkérsk megjelenésével.

- Ha y-nal jeloljik a halézatfiiggvényt és x~vel az
aramkori elemeket, akkor az elsérenddi abszolat ér-
zékenység

dy
= 1
Si=a M
az elsérendii félig relativ érzékenység
dy ,_Olny
= , = , 2
Ql 3111 CU,- Ql axi ( )
az els6rendd relativ érzékenység pedig:
,_Olny
(i~—3lnxi' ‘ (3)

Amennyiben szdmitdsaink folyamén csak az els6ren-

di érzékenységet tekintjik, akkor olyan mélységig.

vessziik figyelembe a hdlézatok tulajdonsagait, mint
" amilyen mélységti a figgvények jellemzése, ha Tay-
lor-soruk magasabb rendii tagjait elhanyagoljuk.
Nyilvanvalé, hogy nem minden esetben elengendé a
linedris koézelités. Ha pl. egy sdvsziir6t vagy barmi-
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lyen mas passziv aramkért vizsgalunk (1. 4bra),
amelynek egyes frekvencidkon (w; és w,) csilla-
pitds zérus-helyei vannak, akkor ezeken a frek-
vencidkon nemcsak a csillapitds zérus, hanem a
csillapitasnak az aramkéri elemekre vonatkoztatott
elsérendii derivaltjai, vagyis az els6rendi érzékeny-
ségek is. Ezeken a frekvenciakon tehat a halézat nem
jellemezhet§ jol az els6rendii érzékenységekkel. Vagy,
ha pl. legrosszabb esetre méreteziink (worst case
design) és az elsérendil érzékenységek kis értékiiek a
masodrendtiekhez képest, akkor tervezésiink val6ja-
ban nem a ,,legrosszabb esetet’ veszi szamitasba.

Elsérendii érzékenységek meghatdrozasara tobb-
féle modszer van; a halézatfiiggvény derivalasan
kiviil indirekt eljarasok is lehetségesek. Kiszamithat6
az érzékenység a Dbilinearis tétel felhasznélasaval,
specidlis transzfer fiiggvények, az allapotvaltozos
analizis, a scattering matrix és a hatdsgrafok segitsé-
gével is. Masodrendii érzékenységek is szamithatok
kiilonféleképpen [5, 6, 7, 8, 9, 10].

Jelen dolgozatban a magasabb rendd érzékenysé-
geket transzfer fiiggvények segitségével fogjuk ki-
szamitani, amely médszer el6nyGsen alkalmazhato,
ha gyors analizisprogram 4all rendelkezésre. Elsé 1é-
pésben a fesziiltségtranszfer fiiggvény els6rendii ér-
zékenységének kiszamitdsi maodszerét altalanositjuk
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magasabb rendii érzékenységekre [11], masodik 1é-
pésben tetsz6leges transzfer f[liggvény tetszbleges
rendi érzékenységét hatarozzuk meg.

1. Magasabb rendfi érzékenységek szAmitasa

1.1 Bihovszkij mddszerének kiterjesziése magasabb
rendli érzékenységek szdmitdsdra

Indirekt mé6don, transzfer fiiggvények segltsegevel
RLC héalbozatban egyszertien hatdrozhaté meg egy
tetsz6leges impedanciara vonatkoztatott, (2) szerint
definialt félig relativ érzékenység [12]:

oK

QFa—erfKuKiz’ @
U, ,
ahol g=K—2 (2a 4bra),
U,
U, "
K1i=71 (2b abra),
K,-—B—? (2c 4bra).

A (4) Kkifejezés nemcsak impedancidra, hanem
4dramkori elemre vonatkozoéan is alkalmazhaté, mivel
Zi=j(jo)x;, ahol

=R, esetén [(jw)=1i,
z=L; esetén j(jo)=jw,
' . s 1
x,=Ci? esetén ie)y=7-
Ekkor ugyanis

oK 0K 0inZ;, 0K x; 0Z;
=3z, 9z dnz 9z Z o

®
oK X, 0K Z, 0K
aan Zf’ olnZ, Z 8an

Z
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3. abra
O U)r
Kﬂ Ky -

MoL T J><”'—[22

4. abra

Zi ZJ
[ R

U‘ r——0Q
_
) K= Ui _(_Zl
aj
zZ
Ui Y
| U —
() Kit = T (2)
b) ]
5. abra

Erdemes megjegyezni, hogy a bemenet és a kime-
net kozott egyetlen olyan irdnyitott ut talalhato,
amely érinti az i-edik kaput (3. 4bra), és ehhez az
uthoz hozzarendelheté a KK, atszorzat.

Hatarozzuk meg most a masodrendii érzékenysé-
get az i-edik és a j-edik elemre vonatkoztatva:

oo K _ 00 0K, 0Ky g
V=3nz,9lnx; dlnx, Yol dnz;

_I_

Ha a (4) és (5) kifejezéseket alkalmazzuk itt, akkor

0K, , 0K,
a_lnixj: KyKp & 5 al:szliK]i’
vagyis
Qy=KKyKp+ KKK, . (6)

Jegyezzﬁk meg ismét, hogy ebben az esetben a
bemenet és a kimenet kozott Gsszesen két iranyitott
it taldlhaté, amely érinti mind az i-edik, mind a
j-edik kaput és e két uthoz rendelhetd a (6) klfe]ezes
két ttszorzata (4. dbra).

A (6) kifejezés értelmezhetd a Q=

32
d(nx)?
rendi erzekenysegre is j=i helyettesitéssel:

Qu=K;K;Kp+ K K;K;= 2 K KiK. )

mésod-
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6. dbra

A K, és K;; transzfer fliggvények értelmezése az
5. abran lathato.
Ha kiszAmitjuk a harmadrendd érzékenységet,
akkor
PK
Qg " Olnx;9lnx;dln,

= KliKi]KijkZ +

+ K K KK ot Ky K K + K KK K g+

15 jit2

+ KK il Ky + K K g Ky ®)

Qy+ kifejezésében hat tagot taldlunk, amelyekhez
ismét hat utat és hat dutsorozatot definidlhatunk
(6. abra). A fentiekbél levonhatjuk azt a kovetkez-
tetést, hogy a harmadrendii érzékenység esetén az
érzékenységfilggvény nl=31=06 tagbdl all. Ez az
Osszes olyan iranyitott utat determindlja, amely a
bemenet és a kimenet kozott rajzolhato, feltételezve
az ri=3 kapu érintését. Az is leolvashaté, hogy egy
utsorozat n+1=4 tényez6bdl all. E megallapltds
4ltalanossagban is érvényes: egy K =—l—]3 iiresjarati
1
fesziiltség-transzfer fiijggvénynek az R, L, C~1 ele-
mekre vagy az impedancidra vonatkoztatott n-ed

rendlii @ = K
¥er=Snz, dlnz,...0lnz,

zékenységre mindig kifejezheté n! szamd, n+1 té-
nyezds, iranyitott uatszorzat oOsszegeként. A bizo-
nyitast itt nem végezziik el, hanem eredményeinket
kiterjesztjiik altalanos linearis koncentralt paraméte-
rd halézatokra,

félig relativ ér-

1.2 Magasabb rendti vegyes érzékenységek meghatdro-
zdsa dltaldnos linedris koncentrdlt paraméterti hdlozat-
ban

Bihovszkijnak az 1.1 szakaszban felhasznalt tétele
nemcsak magasabb rendli érzékenységek szdmitasara
terjeszthetd ki, hanem aktiv hélézatokra és tetszo-
leges transzfer fiiggvényekre vonatkozoan is altala-
nosithatd. Az 4ltalanositas roviden oOsszefoglalva a
kévetkezo [13]:

Ha a halézat valamely i-edik 4gdnak elektromos
allapota eleget tesz a

Q= xiKin‘ 9

feltételnek, ahol x; egy agparaméter (pl. L, R, C,
s B),

K; egy frekvenciatdl fiiggé kons-
tans,

Q; az agban foly6 dram vagy fe-
sziiltség,

Q; egy tetszdleges agban folyd
4ram vagy fesziiltség,

akkor a halézat egy transzfer fliggvényének az x;,
szerinti logaritmikus derivaltjat két masik transzfer
fliggvény szorzatdval szamitjuk ki. Pontosabban
(7. abra)

J ' Qi O«
. m—; le(= TjiTik:_W_j —‘4—71 . (10)

A (10) alkalmazasdhoz azt kell megjegyezniink,
hogy T, meghatarozasahoz az i-edik agba (Q-val
megegyezd jellegii generatort kell beiktatni. Vagyis
ha a (9)-nek megfelelé Q, fesziiltség, akkor a beikta-
tandé W, egy sorosan elhelyezett fesziiltséggenerator
lesz.

B W
(i)

[

(J) . ()
T
7. dbra

A magasabb rendii érzékenységek meghatdrozasa-
hoz az 1.1 szakaszban leirtakhoz hasonléan induljunk
ki a (10) dsszefiiggésbdl és hatarozzuk meg x; szerinti
tovabbi derivaltjat. Az eredmény:

0 P} d
dlnx (8 Inzx, Ti") “in z, (T;Ty)=

i)
= Tjim Tu+T

wymg T (D

A (11) egyenlet jobb oldalan ajabb transzfer fiiggvé-
nyek derivaltjai szerepelnek. Ha ezekre értelem-
szertien alkalmazzuk a (10) dsszefiiggést, akkor a

0 0
dlnz; 0ln z Tjk:TifTilT’k+ TiiTliTik‘ (12)
kifejezést kapjuk.

A (12) formula a (6) kifejezés altalanositasa tet-
szbleges transzfer fiiggvényre, és ehhez is hozziren-
delhet a 4. abranak megfeleld két iranyitott at és
két atszorzat.

A fentiek alapjan megfogalmazhatbé a kévetkezd
tétel:

b 144
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Tétel:

Egy halézat valamely transzfer fiiggvényének N sza-
mu elem szerinti vegyes logaritmikus derivaltja a be-
és kimenetet 6sszekot6 és a szoban forgo elemeket tar-
talmazoé Osszes lehetséges utakhoz rendelt utszorza-
tok 0Osszegébél all. Az utak meghatdrozisdhoz min-
den elemhez a (9) 6sszefiiggésnek megfeleld, de tet-
sz6legesen valaszthat6, aram- vagy fesziiltség tipusi
generatort kell beiktatni. Az N szami elemen ke-
resztiil halad6 osszes lehetséges utak szama az N
elem permutaciéja, vagyis N!/. Minden utszorzat
N +1 mellék transzfer fiiggvény szorzatabdl all.

Bizonyfitds:

“A tételt a 4. abra alapjan teljes indukci6val bizo-
nyitjuk. (10 és (12) képletiink szerint az allitas egy
és két elemre igaz. Feltételezve, hogy N-re is igaz,
vizsgaljuk meg az N+ l-edik esetet.

- . Ha az allitas-N-re igaz, akkor az N elem szerinti

derivalt N! osszeadandobol all, melyek mindegyike
N +1 transzfer fiiggvény szorzata.

Derivaljunk egy ilyen tagot a kévetkez6 elem sze-
rint; akkor minden tagbdl N-+1 tagu osszeg lesz,
amelynek minden tagja tartalmazni fogja valamelyik
eredeti tényezbének az 0j elem szerinti derivaltjat:

4 d

oz, 0lnxy.

0
+(m TN+1)T1_~" Ty.

(Tl"’TN+1)=( Tl) T2...TN+1+...+

(13)

A kifejezés jobb oldaldn talalhat6 zaréjelek mindegyi-
ke azonban egy transzfer fiiggvénynek az uj elem
szerinti derivaltja. Ez a derivalt (10) szerint két 1j
transzfer fliggvény szorzatara bonthat6 fel, amely
elemet magaban foglalé Gtrészlet beiktatasat jelenti.

Tekintettel arra, hogy ezt az uj elemen athaladé
utb6vitést minden régi utra el kell végezni — a szor-
zat derivalasi szabalyabdl kovetkezéen —, eredmé-
nyiil valéban a megnjvelt elemszam Osszes lehetsé-
ges utkombinacidjat kapjuk.

Tovabb4 ha figyelembe vessziik az uj utak beikta-
tasanal az N+ l-edik 4gba elhelyezend6 generator
megvalasztasanak eredeti szabalyat is (hiszen a (10)
Osszefiigggést kell ismételten alkalmaznunk), akkor
tételiinket bebizonyitottuk.

1. Példa

Tételezziik fel, hogy a 8. abran lathaté kapcsolas
U
T15=T;“:'
rinti vegyes parcidlis derivaltjara van sziikségiink.
Els6 1épésként a szoban forgé elemek mindegyiké-
nél vilasztunk egy mérSirdnyt és egy, a méréshez
(v. szdmitashoz) legalkalmasabbnak tiiné 4ramot
vagy fesziiltséget (1. az dbrat). Fzek utdn megvizs-
galjuk, hogyan elégithet6 ki a (9) Osszefiiggés, s be-
iktatjuk a @rknek megfelelé W, generatorokat
(1. tablazat).
Figyeljiikk meg az 1. tablazataban, hogy a Q; meny-
nyiségnek a jelenlétén kiviil semmiféle szerepe nincs

transzfer figgvényének C,, u, és L, sze-

oL

1. tablazat
Qi = 2iK;Qi,
Qi—-Ww;
i o | w [ & ] o] w
ol I, | G | p U, | 1,
3 Uy Hs Vi Vi
4l o, \yLe | yp| U, | 1,

I T

8. dbra

(barmi lehet). Tovabb4 vegyiik észre, hogy az L,-nél
valasztott 7, esetén a (9) osszefiiggést csak x=1/L-re

11
=T p U,.

A kérdés azonban x=L-re vonatkozott. A kozve-
tett derivalds szabdlya szerint a reciprok mennyiség
szerinti derivalas el6jelvaltast okoz. Ezt mi a J, ge-
nerator ellenkezé irdnyd bekapcsolasaval vessziik
figyelembe (8. abra).

A fenti el6készité munka utan hozzikezdhetiink a
vegyes parcialis derivaltak meghatarozasahoz.

lehet kielégiteni: I,

2, tablazat
1 2 3 4 5
1 3 2 4 5
1 2 4 3 5
1 4 2 3 5
1 3 4 2 5
1 4 3 2 5

Tételiink alapjan (N=3) az eredmény 6 darab 4-
tényezés sorozat osszegébdl fog allni. A lehetséges
utak és a megfelel§ transzfer fiiggvények felirdsahoz
célszerdi egy tablazatot késziteni (2. tiblazat). A tab-
lazat alapjan a transzfer fiiggvények konnyen felir-
hatok, mivel a harom ko6zépsé szamot kell permu-
talni:

0 0 0
.0InL, dln yuy dInC,

+ T3 T3y Toy Tys+ T10T 04 T T35+ T1y TypTos Tos +
+ Tyg Ty T Tos + T34 Ty Tp Toss
US
Vi ~
A fenti szamitas csak logaritmikus derivaldsra vo-
natkozik. A kozvetlen derivaltat azonban (a kozve-

T15 =Ty Tzs T34 T45 +

(14)

ahoi Ty;=
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tett derivalds szabdlya alapjan) az el6z6 eredmény

11 —1—-ve1 szorzasaval élhthat]uk el6.

L, ps G, o

A tétel kiterjesziése

Tételunk vegyes parcialis derivaltak képzésére vo-
natkozik. A bizonyitds soran azonban az ijabb deri-
valasok elemeire vonatkozéan semmiféle megkotést
nem tettiink. Ebb6l kévetkezik, hogy a tétel maga-
sabb rendii derivaltak képzésekor (transzfer figg-
vény egyazon elem szerinti tobbszérés derivaldsa) is
érvényes.

2. Példa

Hat4rozzuk meg a 8. 4br4n ldthaté dramkér transz-
fer filggvényének C, szerinti harmadrendd derivalt-
jat!

A szamitds el6készitése (méréirdny, beiktatott ge-
nerdtor) mir az el6z6 példaban megtortént. Magat az
eredményt pedig a (14) képletbél kaphatjuk, ha
mind az L,, mind a pz helyébe C,-t irunk. Az indexe-
lésnél ez 4 -2 és 32 helyettesitéssel adodik, vagyis
eredményképpen a

33

M, T);=6 le 15T

(19

I
osszefiiggést kapjuk, ahol Ty, értelemszerdien az =2

2
transzfer fliggvényt jelenti.

Altalanositva a (15)-ben kapott eredmenyunket
képezhetjiik egy elem szerint az n-ed rendi derival-
tat is a

311
d(n z))"

. kifejezés alapjan.

Ty=nl Yk,Tﬁ i, (16)
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