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Az érzékenység fogalmát Bode vezette be 1945-ben 
megjelent könyvében [1]. Azóta igen sok cikk és m á r 
könyv is [2] foglalkozik érzékenységgel kapcsolatos 
problémákkal , mivel a hálózatfüggvények elemek 
szerinti deriváltja nem csupán elméleti jelentőségű. 
Első felhasználásuk az au tomat ikában és a szabályo
zástechnikában terjedt el [3, 4], azu tán pedig megje
lent az elektronika területén is. Az érzékenységfügg
vények legkézenfekvőbb alkalmazása a tolerancia
számításban mutatkozik meg, de alapvető fontossá
gú a vá l toz ta tha tó paraméterű hálózatok számításá
nál és az i tera t ív szintézisnél is. Jelentősége csak nö
vekedett az integrál t á ramkörök megjelenésével. 

Ha y-nal jelöljük a hálózatfüggvényt és x r v e l az 
áramköri elemeket, akkor az elsőrendű abszolút ér
zékenység 

az elsőrendű félig relat ív érzékenység 

Qr-
dy 

d In Xi ' 
i l l . Qri = 

dlny 

az elsőrendű relat ív érzékenység pedig: 

dlny 
Sí= d In Xj' 

(1) 

(2) 

(3) 

Amennyiben számításaink folyamán csak az elsőren
dű érzékenységet tekint jük, akkor olyan mélységig 
vesszük figyelembe a hálózatok tulajdonságait , mint 
amilyen mélységű a függvények jellemzése, ha Tay-
lor-soruk magasabb rendű tagjait elhanyagoljuk. 
Nyi lvánvaló, hogy nem minden esetben elengendő a 
lineáris közelítés. Ha pl . egy sávszűrőt vagy bármi

lyen más passzív á ramkör t vizsgálunk ( 1 . ábra) , 
amelynek egyes frekvenciákon és co2) csilla
pí tás zérus-helyei vannak, akkor ezeken a frek
venciákon nemcsak a csillapítás zérus, hanem a 
csillapításnak az áramköri elemekre vonatkoztatott 
elsőrendű deriváltjai, vagyis az elsőrendű érzékeny
ségek is. Ezeken a frekvenciákon t ehá t a hálózat nem 
jellemezhető jól az elsőrendű érzékenységekkel. Vagy, 
ha p l . legrosszabb esetre méretezünk (worst case 
design) és az elsőrendű érzékenységek kis értékűek a 
másodrendűekhez képest , akkor tervezésünk valójá
ban nem a „legrosszabb esetet" veszi számításba. 

Elsőrendű érzékenységek meghatározására t öbb 
féle módszer van; a hálózatfüggvény deriválásán 
kívül indirekt eljárások is lehetségesek. Kiszámítható 
az érzékenység a bilineáris té tel felhasználásával, 
speciális transzfer függvények, az állapotváltozós 
analízis, a scattering má t r ix és a hatásgráfok segítsé
gével is. Másodrendű érzékenységek is számíthatók 
különféleképpen [5, 6, 7, 8, 9, 10]. 

Jelen dolgozatban a magasabb rendű érzékenysé
geket transzfer függvények segítségével fogjuk k i 
számítani , amely módszer előnyösen a lkalmazható , 
ha gyors analízisprogram áll rendelkezésre. Első lé
pésben a feszültségtranszfer függvény elsőrendű ér
zékenységének kiszámítási módszerét ál talánosít juk 

B e é r k e z e t t : 1971. X I I . 2. 1 . ábra 
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magasabb rendű érzékenységekre [11], második lé
pésben tetszőleges transzfer függvény tetszőleges 
rendű érzékenységét ha tá rozzuk meg. 

1. Magasabb rendű érzékenységek számítása 

1.1 Bihovszkij módszerének kiterjesztése magasabb 
rendű érzékenységek számítására 

Indirekt módon, transzfer függvények segítségével 
RLC há lózatban egyszerűen ha tá rozha tó meg egy 
tetszőleges impedanciára vonatkoztatott, (2) szerint 
definiált félig relat ív érzékenység [12]: 

Qr ~~d lnZ," (4) 

U0 ahol g = K^- (2a ábra) , 

K u = ^ (26 ábra) , 

K,=^ (2c ábra) . 

A (4) kifejezés nemcsak impedanciára, hanem 
áramkör i elemre vonatkozóan is a lka lmazható , mivel 
Zj^ /^ /a) )^ , , ahol 

Xj=Ri esetén fi(ja>) = í, 

Xi=Lj esetén /X/co)=/co, 

x,=C71 esetén //(/co)=-^-. 
' ' jco 

Ekkor ugyanis 

dK dK dinZi dK x, dZt 
dlnxt d In Z, dlnXi d In Z, Zt dxt 

3K X,. dK Z, dK 
(5) 

OlnZ,- Z," d In Z, Z, Ö I n Z / 

Zi 

a) 

Zi 

c 

b) 

Un 2 , 
& 1 

3 . 

2. ábra 

<H1<t3-K&31 

.3. ábra 

] (') f f Ü) f 

4. ábra 

Zi 

Érdemes megjegyezni, hogy a bemenet és a kime
net közöt t egyetlen olyan i rányí to t t ú t ta lá lható , 
amely érinti az i-edik kaput (3. ábra) , és ehhez az 
úthoz hozzárendelhető a K^K^ útszorzat. 

Határozzuk meg most a másodrendű érzékenysé
get az i'-edik és a /-edik elemre vonatkoztatva: 

QÍJ-
d2K ^ ^ K ^ + ^ L K , 

" ö i n x j ő l n x j - d In xf" lldh\Xj c)lnx y. 

Ha a (4) és (5) kifejezéseket alkalmazzuk i t t , akkor 

(>Ki2 _ v ^ ^ dKlt 

d \ n x ~ K i ] K * es dinxrKilKj" 
vagyis 

Q^K^JKJ. + K.JKJ^. (6) 

Jegyezzük meg ismét, hogy ebben az esetben a 
bemenet és a kimenet közöt t összesen ké t i rányí to t t 
ú t ta lá lható, amely érinti mind az z'-edik, mind a 
/-edik kaput és e ké t úthoz rendelhető a (6) kifejezés 
ké t útszorzata (4. ábra) . 

d*K 
A (6) kifejezés értelmezhető a Qa=-zTr—r^másod-

v ' J d(lnx,)2 

rendű érzékenységre is j = i helyettesítéssel: 

Qu=KxiKuK& + KJCgK* = 2 K^JC*. (7) 
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\H1<fS-KS6\ 

6. ábra 

A Ku és Kjj transzfer függvények értelmezése az 
5. ábrán lá tha tó . 

Ha kiszámítjuk a ha rmadrendű érzékenységet, 
akkor 

QW =d ln x, B In Xj dlnxr h ^ K ü K l ^ + 

+ K-liKikKkJKji + KljKjkKkiKi2+KljK}iKikKk2 + 

+ KlkKkiKi]Kjz + KlkKkjK]iKi2. (8) 

Q i j k kifejezésében hat tagot ta lá lunk, amelyekhez 
ismét hat utat és hat útsorozatot definiálhatunk 
(6. ábra) . A fentiekből levonhatjuk azt a következ
tetést , hogy a harmadrendű érzékenység esetén az 
érzékenységfüggvény Í I ! = 3! = 6 tagból áll. Ez az 
összes olyan i rányí to t t utat determinálja, amely a 
bemenet és a kimenet közöt t rajzolható, feltételezve 
az ÍJ = 3 kapu érintését. Az is leolvasható, hogy egy 
útsorozat n + l = 4 tényezőből áll. E megállapítás 

általánosságban is érvényes: egy K=j~- üresjárat i 

feszültség-transzfer függvénynek az R, L , C _ 1 ele
mekre vagy az impedanciára vonatkoztatott n-ed 

rendű Qw. ö 7 ~ - — a l f é l i § r e l a t í v érti ln xx d ln x2... ö ln xn 

zékenységre mindig kifejezhető n ! számú, n + í t é 
nyezős, i rányí to t t útszorzat összegeként. A bizo
nyí tás t i t t nem végezzük el, hanem eredményeinket 
kiterjesztjük általános lineáris koncentrá l t pa raméte 
rű hálózatokra. 

1.2 Magasabb rendű vegyes érzékenységek meghatáro
zása általános lineáris koncentrált paraméterű hálózat
ban 

Bihovszkijnak az 1.1 szakaszban felhasznált tétele 
nemcsak magasabb rendű érzékenységek számítására 
terjeszthető k i , hanem ak t ív hálózatokra és te tsző
leges transzfer függvényekre vonatkozóan is ál talá
nosí tható. Az általánosítás röviden összefoglalva a 
következő [13]: 

Ha a hálózat valamely i-edik ágának elektromos 
ál lapota eleget tesz a 

(9) 

feltételnek, ahol x, egy ágparaméter (pl. L , R, C, 
íi, jS), 
Kj egy frekvenciától függő kons
tans, 

Qi az ágban folyó á r am vagy fe
szültség, 

Q t egy tetszőleges ágban folyó 
á ram vagy feszültség, 

akkor a hálózat egy transzfer függvényének az xt 

szerinti logaritmikus derivált ját ké t másik transzfer 
függvény szorzatával számítjuk k i . Pontosabban 
(7. ábra) 

A rp _ r p rp _ Q i Qk (10) 

A (10) alkalmazásához azt kell megjegyeznünk, 
hogy Ttk meghatározásához az i-edik ágba Qr^eA 
megegyező jellegű generátor t kell beiktatni. Vagyis 
ha a (9)-nek megfelelő Q t feszültség, akkor a beikta
tandó Wt egy sorosan elhelyezett feszültséggenerátor 
lesz. 

\HH3-KS7\ 

7. ábra 

A magasabb rendű érzékenységek meghatározásá
hoz az 1.1 szakaszban leírtakhoz hasonlóan induljunk 
k i a (10) összefüggésből és ha tározzuk meg xl szerinti 
további derivált ját . Az e redmény: 

8 

d ln xl \d ln x, 

= T 
Jid ln xl 

Tik+Tu d ln Xj (11) 

A (11) egyenlet jobb oldalán ú jabb transzfer függvé
nyek deriváltjai szerepelnek. Ha ezekre értelem
szerűen alkalmazzuk a (10) összefüggést, akkor a 

d d 
d ln a;, d ln xt 

Tjk — Tj,TuTlk + TjiTuTjf (12) 

kifejezést kapjuk. 
A (12) formula a (6) kifejezés általánosítása tet

szőleges transzfer függvényre, és ehhez is hozzáren
delhető a 4. ábrának megfelelő ké t i rányí to t t ú t és 
ké t útszorzat . 

A fentiek alapján megfogalmazható a következő 
té te l : 
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Tétel: 
Egy hálózat valamely transzfer függvényének AT szá

mú elem szerinti vegyes logaritmikus deriváltja a be-
és kimenetet összekötő és a szóban forgó elemeket tar
ta lmazó összes lehetséges utakhoz rendelt útszorza-
tok összegéből áll. Az utak meghatározásához min
den elemhez a (9) összefüggésnek megfelelő, de tet
szőlegesen válasz tható , á ram- vagy feszültség t ípusú 
generátor t kell beiktatni. Az N számú elemen ke
resztül haladó összes lehetséges utak száma az N 
elem permutációja, vagyis N!. Minden útszorzat 
I V + 1 mellék transzfer függvény szorzatából áll. 

Bizonyítás: 

A té te l t a 4. ábra alapján teljes indukcióval bizo
nyí t juk. (10 és (12) képle tünk szerint az állítás egy 
és ké t elemre igaz. Feltételezve, hogy iV-re is igaz, 
vizsgáljuk meg az Í V + l - e d i k esetet. 

Ha az állítás N-re igaz, akkor az N elem szerinti 
derivált N! összeadandóból áll, melyek mindegyike 
N + í transzfer függvény szorzata. 

Deriváljunk egy ilyen tagot a következő elem sze
r in t ; akkor minden tagból I V + 1 tagú összeg lesz, 
amelynek minden tagja tartalmazni fogja valamelyik 
eredeti tényezőnek az új elem szerinti der ivál t já t : 

d 
(91nxjv+ 1 

( 7 \ . . . T N + 1 ) = 
d In xN+1 

dlnxt N+l 

TAT2...TN+1+...+ 

.(13) 

A kifejezés jobb oldalán ta lá lha tó zárójelek mindegyi
ke azonban egy transzfer függvénynek az új elem 
szerinti deriváltja. Ez a derivált (10) szerint ké t új 
transzfer függvény szorzatára bon tha tó fel, amely 
elemet magában foglaló útrészlet be ik ta tásá t jelenti. 

Tekintettel arra, hogy ezt az új elemen áthaladó 
útbőví tés t minden régi ú t r a el kell végezni — a szor
zat deriválási szabályából következően —, eredmé
nyül valóban a megnövelt elemszám összes lehetsé
ges útkombinációját kapjuk. 

Továbbá ha figyelembe vesszük az új utak beikta
tásánál az JV + l-edik ágba elhelyezendő generátor 
megválasztásának eredeti szabályát is (hiszen a (10) 
összefüggést kell ismételten alkalmaznunk), akkor 
té te lünket bebizonyí to t tuk. 

1. Példa 

Tételezzük fel, hogy a 8. ábrán lá tha tó kapcsolás 

T =U* 
1 15 

transzfer függvényének C2, ^3 és L 4 sze

r in t i vegyes parciális deriváltjára van szükségünk. 
Első lépésként a szóban forgó elemek mindegyiké

nél választunk egy mérőirányt és egy, a méréshez 
(v. számításhoz) legalkalmasabbnak tűnő á ramot 
vagy feszültséget (1. az ábrá t ) . Ezek u tán megvizs
gáljuk, hogyan elégíthető k i a (9) összefüggés, s be
ikta t juk a (?,-knek megfelelő W,- generátorokat 
(1 . t áb láza t ) . 

Figyeljük meg az 1. t áb láza tában , hogy a Q, meny-
nyiségnek a jelenlétén kívül semmiféle szerepe nincs 

Qi = xiKiQi, 
1 . táblázat 

'\ Qi Xi Ki Qi Wi 

2 i„ P h 

3 1 v, 
4 h l / P h 

8. ábra 

(bármi lehet). Továbbá vegyük észre, hogy az L 4 -nél 
vá lasz to t t 7 4 esetén a (9) összefüggést csak x = l /L-re 

l l ' 
lehet kielégíteni: J 4 = — — Ui. 

i> 4 p 
A kérdés azonban x = L-re vonatkozott. A közve

te t t deriválás szabálya szerint a reciprok mennyiség 
szerinti deriválás előjelváltást okoz. Ezt mi a J 4 ge
nerá tor ellenkező i rányú bekapcsolásával vesszük 
figyelembe (8. ábra) . 

A fenti előkészítő munka u t á n hozzákezdhetünk a 
vegyes parciális deriváltak meghatározásához. 

2. táblázat 

1 2 3 4 5 

1 3 2 4 5 

1 2 4 3 5 

1 4 2 3 5 

1 3 4 2 5 

1 4 3 2 5 

Tételünk alapján (IV—3) az eredmény 6 darab 4-
tényezős sorozat összegéből fog állni. A lehetséges 
utak és a megfelelő transzfer függvények felírásához 
célszerű egy táb láza to t készíteni (2. táblázat) . A t á b 
lázat alapján a transzfer függvények könnyen felír
hatok, mivel a há rom középső számot kell permu
tá ln i : 

^ ^ rp rp rp rp rp . 

d^Ll aÖny3 dteC2

 1 5 _ 1 2 23 34 4 5 + 

+ ^13 ̂ 32 ̂ 24 ̂ 45 + ^ 12^24 ̂ 43 ̂ 35 + ^14 ̂ 42^ 23^35 + 

+ ^13^34^42^25 + ^14^43^32^25 ' 

a h o i r i 5 = 3 . 

A fenti számítás csak logaritmikus deriválásra vo
natkozik. A közvetlen derivál tat azonban (a közve-

Jt££L 



D R . K I S S D .—DR. SOLYMOSI J . : MAGASABB R E N D Ű É R Z É K E N Y S É G E K MEGHATÁROZÁSA 

tet t deriválás szabálya alapján) az előző eredmény 

-í- — -^--vel szorzásával ál l í thatjuk elő. 
L t fa C2 

A tétel kiterjesztése 

Tételünk vegyes parciális derivál tak képzésére vo
natkozik. A bizonyítás során azonban az újabb deri
válások elemeire vonatkozóan semmiféle megkötés t 
nem t e t t ünk . Ebből következik, hogy a tétel maga
sabb rendű derivál tak képzésekor (transzfer függ
vény egyazon elem szerinti többszörös deriválása) is 
érvényes. 

2. Példa 

Határozzuk meg a 8. áb rán lá tha tó á ramkör transz
fer függvényének C 2 szerinti ha rmadrendű derivált
j á t ! 

A számítás előkészítése (mérőirány, beiktatott ge
nerátor) már az előző példában megtör tén t . Magát az 
eredményt pedig a (14) képletből kaphatjuk, ha 
mind az L v mind a [i3 helyébe C 2-t í runk. Az indexe
lésnél ez 4 - » 2 és 3-* 2 helyettesítéssel adódik, vagyis 
eredményképpen a 

é> ( lnC 2 ) ^ 1 5 " 
= 67 1

J 2 7| 2 T , 2 5 

összefüggést kapjuk, ahol 7 2 2 értelemszerűen az -y 
<J<L 

transzfer függvényt jelenti. 
Általánosí tva a (15)-ben kapott e redményünket , 

képezhetjük egy elem szerint az n-ed rendű derivál
tat is a 

4 ^ f l I T J r % (16) 

kifejezés a lapján. 
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